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SECŢIUNE.\ A IV-A 
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AI„GEBRA 

CAl"n'OLUI. I 

PROBLEME RECAPITULATIVE DIN CLASA A V-A 

I.I. Să se înlocuiaMJă steluţele cu cifre: 

a) 1*6 + b) 3*45+ c) •••*+ 
l* •73• 792* 

*O'.J 92*4 9753 • 

n. a). He·ui11 din rlndul al doilea nu poate lnlocui dedt cifra 6; eăei nici o altă cifrl· 
aduuată cu 6 nu dă un număr terminat ln 2. S1.eluta din rlndul tntli lnlr<·Uil'şil' cif1a 8. ln 
ade, ăr, 11ri1• adunarea cifrelor de prim ordin, 6 + •J, a rezultat o unitate de ordjnul al doilea 
care adunată cu cifra 1 din rlndul al doilea, di doull. ur.illi.ţi de al doilt1a u<lin. Ori, 8 
esl11 ~in!(Ul'll cifră care ad111111tA cu 2 dă un număr termiuat cu 0-. Din adtmarra 8 + 1 + 1 = 
= 11> re„ultii o unitall' de al trl"ika ordin care adunată cu cifra 1 tiiu rlndul lulli conduce Ia 
doliii. unităţi de al treilt'n ordin. Deci slţluta din rlndul al treill'.a lnltt,uicşte cifra 2. Aşadar, 
aven1 ~t·lh·,i;~,1 : 

186 + 
1 li 

:do2 

b) Ultima stelu\ă din rtndul p\ doilea· lnlocuieşte cifra 9, căci 9 este singura cifră care 
adunată cu 5 eonduce la un nuroă1 care se sflrşeşle ln 4. Cum 5 + 9 = 14, iar 4 + :-3 = 7 
(cirrele de al doilea ordin), rezultă că steluţa din al treilea rlnd inlocuieşte cifra 4 + 3 + 1 = 8. 
,Hezultă imt'dint eă steluţa din primul rlnd lnlrrnirşte cifra 5 (nu avem uni1ăţi ce 1ramport), 
Din adunarea 5 + 7 = 12 a\"em o unitate ele tran~port şi at1:nni, din egalitatra 1 + 3 + *=9 
rc:rnllă că prima steluţă din al doilea rlnd lnlocuieşte cifra 5. Aţac!ar, adunarea reconstituită 
este: 

3545 + 
5 7:l{l 

9284 

c). Aci-a~tă ·adunare cere o araliză rrai atentă. Să prcsupunrm eă ste!ula iin al doilea 
rlnd lnlocuirşte cifra O. Hcrnltă atunci eii ultima steluţă din primul rinei nu prale fi dectt 3. 
Mai mult, putrm dctem1ina dintr-o c'ată nurr-ărul necunoscut, ca fiind 9 ,5:1-7 !20 = 1 833. 
Dacă Io locul steluţei din al doilea rlnd runcm cifra 1, rezultă eă m:rr-ărul r.ecUJ'.rfcut din 
primul rind este 9 75:J - 7 H21 = 1 s:12. lnlocuind, succesiv, steluţa din rlndul al doilea cu 
cifrele 2, 3, ... , 9, pentru nnmărul din primul rind ob!inem : 1 831, 1 830, 1 829, 1 828, 1 827, 
1 826, 1 625, 1 624. . 

1.211• Care este cel mai mic număr natural de cinci cifre care să. 
aibă. cifra zecilor 5 Y Dar cel mai mic m1măr natural de cinci l'}ifre ca.re să 
aibă cifra sutelor 8 Y 

R. Gel mai mic număr natural de cinci cifre este 10 OOO. Dacă cifra zecilor 
eiite 5 ob\incm numărul 10 050, Cel mai mic număr de cinci cifre care are cifra sutelor 8 
c~I e .to 800. 
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1.3K. Să, se a.fle cel mai mic· humăr natura.I de cinci cifre, oa.re 
îndeplineşte următoarele _(J.puă condiţjj _; . 

a) Nu este ma.i mm· u~cît :.g4 449~ ,. ·; 
b) Nu are cifre care să se repet~. , . ··. :,· .. ·•· 
n. Fiind mai mare <lecit 34 44~, ev:idenţ el nu poate fi de forma 344**, căci, ln acestl 

caz cifra 4 sc repetă de două ori. Să ineere.ăm atunci să găsim numărul de forma 34 5°, C.e) 
mai mic număr natural de aeeD.stă forrl)ţ.-"ţlit_e.,3:4:_5.01. El are toate cifrele distincte, 

1.4. Să. se înlocuiască, - steluţele cu cifre: 

~). :2*0.--;"l" b) , 7054:--"' c) 7J:9_ 
*99 *** 251 ---

41 ·-·6438 *1* 

R. a), Scăderea· 8 - 9 nu se poate efectua (nu este număr natural). Trebuie să „n~ 
tmprumutăm", deci, de la ordinul imediat următor cu o unitate. Stelula din primul rîmt 
trebuie atunci să înlocuiască cifra 4 (,,lmprumutindu-ne" cu o unitate, obţinem 13 - 9 = 4). 
Deci steluta din rlndul -al doilea lnlocui-eşte' cifra 1. Aşadar, schema reconstituită a scădem 
este: 

240-
199.: 
,(1' 

b).· Efectulrid proba ·scăderii; rezultă că_număr'ul căutat este 7 054 ..... 6 438,;,, 616. 
· c) .. Evident; uiHµia s(eluţă diri rinciul al lreilt>a lnlccuieşte cifra 9 - 4 = 5. Cum 6 est~ 

singura dfrâ cu ·proprietatea 6 ....:."5 ·,,,; 1, rezultă că steluţa din primul rind inkcuieşte cifra 6. 
Rămlne, atunci, că prima steluţă din al treilea rind înlocuieşte cifra 7 - 2, adică 5. Scăderea, 
reconstituită este : · 

769-
254 

515. 

• 
1.5M. Uh rriuncţtoi' executil. 24 de pi~se de acelaşi fel. pe oră. Cit& 

piese execută niun·citorul 'fu 12 zile, lucrînd cite 8 ore pe zi l 
n. ·în 8 ore, muncitorul ex~ută un număr de 24 X 8 = H12 piese. Hczultă, alunei, cii 

1n 12 zile execută 192 x 12 = 2 304 piese. 

I.GK. Să se refacă următiJa!'l'fli înmulţire: 

2* X 

*6 
~ 
*.5 
**O 

înlocuind steluţele cu cifre. Cîte soluţii are problema J 
R. Evident, ultima steluţă din al treilea rind lnlocuieşte cifra O (căci ea apare şi tn 

ultimul rlnd, unde se realizează totalul rindurilor 3 şi 4). Deoarece ultima cifră din rlnduJ 
3 este O rezultă că ultima steluţă clin primul rind lnloeuirşle ~au cifra 5, sau cifra O, căci 
acestea slnt singurele cifre care înmulţite cu 6 dau un număr care se termină cu O. 

' 



_ Să _presupunem ,c;ă nccastll. -cilră tnlocu~pşte cifra O. Rezultă atunci, după :ce, lnmulţim 
~e:~ -~~- ciffţ.l~ .. l~! .~q, ~A. ~t~lu_ţ~ .. ~fq .fl1,1~u_I 11.J treilea lnlocţ.lieşte cif~ 2. •Prin tnmulţirea 
cifrei ~Iocultă fn rlnÎ:luJ al dmlca cii stelufă vom obţine lri al doilea: rlnd mi număr terminat 
·cu ,o,. coiitrar ·fâptului'c1i''in sciliemă rle apare un "numlll' te~minat in ·5. 
. Deci ultima cifră a număru]µi din primul_ rlnd ~u poate' fi· O. Să vedem dacă :ea poatAI\ 

fi 5 .. Cum 25 'X 6 == 150, rezultă că steluţa d_in al treilea rlnd, lnlocuieşte cifra 5. · Schema 
:'devine:· ·· ·· 

'2s\c. 
··s. 

150 
•5 

. i\···o· . 
R~zuitiţ că·.-~ ~~µa st~luţA·- c;lip ~lti~u"1\1nd. l~l~uieşt~ pe O. Avtn:I I, vedere că nu

. niărul din' al "patruiea rînd se termillă in -5 rezultă că cifra ln'ocuită de steluţidln al doilea 
.fin~ .e_sle impusă.(prin .inlI\ulţirca lui. 25 cu un. număr par obţinem un număr care se ter,. 
. mină in ,Q) •• _Pe. de.altă p_arte,. această cifră este iigaJă cel mult cu 3,-căci, dacă·- de pildă, ar 
~qi,.cum ~5_x5 =. 125,_ln.rindul al-patrulea am avea un număr de trei cifre. Deci steluţa, 
din al ~oil11a_. rigd poate,; inloc:ul sau cifra -1,- sau cifra 3. Avan, aşadar, schemele: 

a_)_ '--2~.x b) ·25 X 
.. 16 36 -- --
150 150 
25 75 

,--_-,--
400 900 

1.7M. O cantitate de 1 kg de zahăr tos şi 2 litri de ulei; de floarea
soarelui costă 50 lei iar 1 kg de zahăr tos şi 4 litri de ulei ·de floarea
soare_lui costă 86 lei: Cît co~tă 9 ;kg de zahăr tos şi 6 litri de ulei de 
floarea-soarelui ! ' · 

R, Intre -prima ·situaţie· şi a· doua ·există ·o diferenţă de 4-2 = 2 litri ulei de floarea-soa
relui. Pentru aceşti 2 litri s-au plătit 86 lei - 50 lei = 36 foi. Deci un litru de ·ulei .de .fJoarea
aoareJui costă :i6 lei : 2 = 18 lei. Rezultă că 1 kg de zahăr tos costă 50 lei - 36 lei = 14 lei. 
Atunci 9 kg de zahăr tos costă 14 le\ x 9 = 126 lei, iar- 6 litri de ulei, 6 lei X 18 = 108 lei 
Qeci, 9_lţg d~- zahăr :tos• şi 6 litri de 11lei -costă 126 lei + 108 lei= 234Jei. 

1.8~,i. :ta_ o_înt_î"Inire amicală_de şah iau parte 4 oameni. Fiecare :» 
jucat cu fiecare cîte o partidă. Cîte partide s-au jucat în toţal ! Dar 
dacă la întîlnire iau pa1·te · 5 oameni! D~ 61 Dar 301 

R, Fiecare din cei 4 oameni a jucat cite o singură partidă cu ceilalţi trei. Putem 
trai:e concluzia că 2'oameni au jucat 3 + 3 = 6 partide şi, deci, cei 4 oameni âu jucat· 4 · 3i"" 
= 12 partide. Această concluzie este lnsă pripită : într-un astfel de calcul am socotit şi partida 
jucată de A cu B, dar şi.cea jucată de B _cu A (A şi B fiind doi.jucătm:i oarecare), adicil 
una şi aceeaşi partidă deoarece, i::um spune enunţul, A şi Bau jucat o singură dată; Deci 12' 
este, de fapt, dublul numărului de partide jucate, ele slnt, aşadar, ln număr de 12 : 6 =; 2. 

ln general, dacă avem n oameni ·într-o competiţie şahistă in care fiecare joacă cu fiecare. 
: s· . · . n(n -1) 

o singură da,tă, numărul partidelor jucate este -, ---- • Deci, cei 6 oameni au jucat 15, . . . . . 2 

partide, iar cei .30, 435 de partide. 

I.SM. Să se a.fie toate numerele ·naturale astfel încît împărţind pe-
oricare din ·e1e la 5 să se obţină cîtul 7 · · 

R. Potrivit teoremei lmpăr\irii întregi, d = ic+ r, unde d şi f slot două numere na
turale, c, citul împărţirii lui d la î, iar r, restul acestei lmpărţiri, O ~ r < t. ln cazul nostru, 
f = 5, c = 7 şir < 5. Deci r. poate fi oricare dintre-numerele O, 1, 2, 3, 4. Pentru fiecare caz Io 
parte obţinem numerele : 35, 36, 37 • 38, 39, 
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1.tt1l. La. împărţirea. numirului na.tura.I a ou numărul natural t,. 
obţ,inem citul q şi restul r. Ce cit şi. ce rest vom obţine da.cil. vom impirţr 
numărul 10a Ja. numărul 10b t 
<:fd n. Po~·Mt teoremei lmpirfiHilntregi;:.tf= 6'1-+ f;~O ~ r < .:; . fnmu)\ind acea.stil .... 
1itatc, membru cu membru, cu 10, obţinrm tOa = 10 t,q + 10 r. Se· nririei imedi::lt ci O < 
,ii;; 101· < tob. Cum restul şi citul unei lmpirţiri slnt unice, re11t1ltl ci, prin lmparţirea lui 
li.Oa la U>b obtit1em citul q şi restul lOr. 

1.1 P1• Un număr de trei cifre a1·e primele două cifre identice, ia.r 
-a. treia cifră eî\te :i. Acest număr se împarte la un numir de o singură cifră 
.-şi se obţine restul 8. Să se g.1.sea.scă. deîmpărţitul, îm11ărţitorul şi citul. 

n. Se ştie că rll&tul este mai mic declt tmpir\itorul. Cum l11•rărţitorul l"~lt" format dintr-o 
'Singură cifrll şi l'ste mai mare dl'clt 8, el nu poate fi <lecit 9. No11r.tl nun,ărul ciiutal cu a, re
·z.ultă a = 9q + 8, undt q l'ste citul lmr ărţirii lui " la \I. Mat reţinnn din eni:nţ tă a are ultima 
~irră egală cu 5, dl'ci 9q e~te un număr care se knniuă ln 7 (pe11ln1 ea suma Pq + 8 sl se 
rtermine tn 5). Hezullă ro q trebuie să se tl'rminr ln 3 (prnCl'\l m {)q să· .se te-rmine ln 7). Evi
<lcnt. lJ trebu.ie să fie mai mare declt JO, căci altfrl lll'll'ttl'Ul {iq + 8 ar fi mai niie declt 9 · 10 + 
+ 8 = fl8, dar el trebuie, fiind egal cu o, să fie c!e trri eifre. De ai:.cll!eum, el este mai mic 
•<lecit 111 căci altfel el ar fi mal mare cll'clt 9 · 1-11 „ 8 =· 1 007, r-:tr acl'st număr are 4 cifre. 
'Deci." ponte fi unul din numerele 1:1. 23, :i:~. 4:\ 5:<. f.:I, 73, 83, 93, 10:\ (am arătat antcfiol' 
-eă u11ima lui cifrătre-buiei.ăfie3). Cum 1:,1+ 8 lrl'lmiesăclieun m,n-ăr ett pri11~l'!e doul 
cifre c.iale. verificlnd rezultă q = 73 şi astfel c, = 7:1 • 9 + S = 066. 

1.12•. Să se calculeze : 

(3 · 52 • î 1)16 : (315 • 530 • 780). 

r.. Evident, (3 · 55 • 74)H = 3u · (53)" • (i')" = 3~· ?· 7tt deci rezuUalul estet. 

1.13. Să se t,f<•c:tueze: 
a,\ 10· f~47 +2·(20i,·104-1000)J; b) 10· [1T000:10 +3· 

• (-! 'j;'iO - 999)]; c) 210 · [24 600: 2-16 + 2 · (1 + 62 i>O{): 25)]; 
-d) 100· {24 + 100· [2 + 4· (245 + 106· 205)]}; e) 2 · t47a + 2 · [4 + 
·+ 4 · (424 + 24 · 36 · 240)]}. 

n. a). Avem 205 · 104 = 21 :'20, deci: 
.10 · (247 + 2(305 · 101 - 1 OOO)J = 10 · [2,17 + 2(21 :120 - 1 OOO))= 10 · (:H7 + 2 · 20 :12:J) = 

= 10(2 n + 40 6tO) = 10 . 40887 = 408870. 
b). Avem 47 OOO : 10 = 4 700 şi 4 750 - 999 = 3751, deci : 

:10 · [47 OOO: 10 + 3 · (·l 750 - 999)) = 10 · (4 700 + :J · 3 751) = 10 · (4 700 + 11 253) = 
= 10 • 15 95:i = 150 5:10; 

c). Diloarece 2 I 60{) : 246 = 100 şi 62 50{1 : 25 = 2 500, rezultă : 
2n ·[2t 600: 2~0 + 2(1 + 52;;00: 25)1 = 210. 1100 + 2(1 + 2 500)1 = 

= 210 · (100 + 2 · 2 501) = 210 · (100 + 5 002) = 210 · f> 102 = 1 071 420; -
d). Avem 106 · 205 = 21 730 şi 245 + 21 7::0 = 21!17"•, deci: 

100· 2-l+ 100· [2+ 4·(215+ 106·205)] = 100· (24+ 100·(2+ 4·21 !l75)J = 
= 100 · (24 + 100 · (2 + 87 1:00) j = 100 · (24 + 100 · 87 t'02) = 100 · (24 + 87W 200) = 

= 100 · 8 790 224 = 879 022 400 ; 
e). D1:ourcce 24 · 30 · 2-rn = 207 360 şi 207 360 + 424 = 207 784, avem: 

2 • {475 + 2[·1 + 4 · (4:t4 + 2·1 · 36 · 240)]} = 2 · [475 -1- 2 · (4 + 4 · 207 7~ :,1 = 
= 2 · (475 + 2 • (4 + 8:31 136)) = 2 · (475 + 2 · 8:il 140) =~ 2 · (475 + 1662280) = 

= 2 · 1 fH2 755 = :I ~!25 510.' 



1.1111• ·Suro.,\, a :'douu. numere este 630. S~ se afle nume1·ele. ştiind 
că mml dint1·e ele este de patm m·i mai mic decît celălalt. 

R~ Rez111til, 'din 'enuitt; ·cll'unuf din '1iumei:e este de patru ori mai ma.re dectt celălalt 
deci suma lor r.sle ·tle cinci ori mai mare dcclt eel mai mic număr. Aşadar, acest număr eate 
egal cu 6:Jo : 5 = 126. Ccl:Ualt este ·egal cu 126 · 4 = 504. 

I. l!'iM. Suma .a trei numere eilte 9S6. Să se a,fle numerele ştiind 
că al _tluilea. este cu 2 mai . .wa.u~ uecit primul şi de două. ori ma.i mic decît. 
a.I treilea. 

n. Din condiţiile problemei rezultă c:'i suma celor trei numere plus 2 este trnpătritu.l celui 
de-a-1 doilca.·Deci al.doilea număr e&te U88: 4 = 247. Atunci primul este 247 - 2 = 245, ia.,. 
al treilea, 247" x- 2 = 494. ' · 

J.H;M. Suma. a.:dom numere e~te Z'î3. Să. se afle numerele ştiind că. 
im~1.1-ţind IM t.11ul la. ceHi.lalt nbtincm cîtul 3 şi restul 4 . 

. n. Fie " şi I, cele două numere, a > b. Polri\'il ltvremci irnpărţirii lntrl'gi, a = 3b + .ţ 
şi, de asemenea, anm şi a+ b = 52. Rezultă (3/J + 4) + b = 52 rnu 4.b + 4 == 52, deci 4b = 
=.52 .,_ 4 = 48, adică b = ~: 4· = 12. Atunci li= fl2 - 12 = 40. 

1.11•. O-sumă de 800 lei se împarte Ia trei persoane. Primele două.. 
primesc 500 lei, iar ultimele două 560 lei. Cîţi lei primeşte fiecare per
wa.n.ă·! 

R. I.a suma 500 lei+ 560 lei= 1 060 lei contribuie suma primită de fiecare perS-Oanll 
,i Inel odată ·suma primi1ă de a doua persoană. Dt>ci a doua perscnnă primeşte,1 060 lei -
- 800 lei = 260 lei. Hezulii alunei că prima persoană r,rimeşle 500 lei - 260 lei = 240 lei. 

-iar a treia persoan.'i 560 lei - 260 lei = 300 Ici. 

1.18M. fn două cutii sint la un loc 820 de bile. Dacă din prima cutie 
·s-ar lua 41 bile _şi s-ar pune în a 'doua cutie, atunci în prima ar fi de, 
trd ol'i mai multe bile decît în a doua. 

Cite bile· -sînt în fiecare cutie! 
R. Să ne c-011Ccnlr:i111 n!entia asupra situn\it>i iniliale ln care ln fiecare cutie aYt'lll nume

rele de hilc dinainte stabilit. Dacă am h1a 41 de hile din prin:a cutie ~i Ic-am pune ln a 
doua (fără ~i facem l-0luşi necastă operaţie) ln prin.a cutie ar fi cu 41 mai puţ.ine, iar ln, 
a dema cu 41 n1ai multe. Dar, 1n acest caz, ln prima cutie avem de trei ori mal multe bile
deolt ln n do\:a d11ţi, ln total, de. patni ori mai multe clccit ln a doua. Atunci tn a doua 
ar urma ~ fie (după cc ·racl'm operaţia de mutare a bilelor), 820 bile : 4 = 20.'i bile. Dnr acesl 
număr de b-ik ettc cu ·41 nni mare declt lnilial ·ceci in a doua cutie vor 'fi, la tnceput, 205 -
- 41 = 16,:· btll'. Oed Iii prima · cutie stnt 820 :.... 162 = 656 bile. 

1.rn. se· consideiil. mmătoarele · două . şi:rnl'i de numere, 

1 2 3 999 ·1 OOO 

! ! ! ! ! 
1000 990 998 2 1 

După cum se vede de ma.i sus. Făgeţile ara.tă că lui 1 îi corespunde
! OOO, lui 2 îi corespunde 999, lri 3 îi corespunde 998 ş.a.m.d. Cît ii 
corespunde lui 295 Y Da.r lui 425 t 

n. Observăm că 11uma oricăror două m:ml're lcfate prin ~ăgeţi este aceeaşi, 1 001. Deci, 
lui 295 ii corl'!;pundc 1 CJOl - 295 = 7C·6, iar t11i 4.25 ii core!puncfe numărul 576. 
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1.2011• Care număr este mai ma.re: 10~ sau 2010 -!, Dar dintre numo-· 
11.'el~ 219 _şi 341 ! . . .. 

n. Evir!(·nt, 1018.= (1()!)18 = 10018• Cum 100. > 20 r'-'Z!Jltă lQ(}~:::,,.20,1~ •. AnalQ!j,. 2••:= 
=(23)13 şi 311·-=(:J!,U. Cum 23<32 rezultă 2t• <.3". 

1.21. a) Să se găsească ultima cifră- ·a. următoarelor numere: 
'61977 ; 91977 ; 31977 ; 21977. • 

b) Care poate fi ultima cifră. a numărului«~ unde a este un număr 
natural oarecare! Dar a nurnărul~1ţ 2a2_t D~r a .. n,nm~rylU.i 3t.i2 T 

n. a). Evident, 6x6 = 36, 6x6x6 = 21-6 etc. -nezuUă•·e:1.orice putere:.a lui ·6, deci 
"i a 1977-a, se termină ln cifra 6. De asemenea, 9 X 9 = 81, 9 x 9 X 9· :e,. 729 ele.~ ·deci".puterile= 
IJ)are ale lui 9 se termină ln 1,inr puterile impare, sr termină ln 9 deci şi 91tn. lncil, 31 =:I, 3 x 3=9, 
11 x :3 x 3 = 27, 3 X :i X 3 X 3 = 81 şi 3 X :1 X :1 x.3 X :1 = 2.1:1, :11 = ,29 et-c. ll1'7Ultă di put"rile 
,)ui 3 se repetă !lin 4 ln 4. Scriem :l1977 =:1u79'·· 3 =(3')°'1 • :ci. Cum. 3''se termină in 1, 1·ezullâ 
-că şi (:J'>'" se termini!. ln 1 şi deci c:-:•,•tt · ::I se termină· iii -3, (ca produ1-de llouă nu mer, di11tre' 
-care unul se termină ln t, iar celălall ln :-n. . 

De asct\lcnen 21917 = 21176 • 2 = (21 )0 "": :1 = 164"1 • 3 şi cum· 16811 · se· termină ln 6, 
,ca produs de numere care SC termină ln li, rezultă că 16194 " 3 se' temtÎ11if CU '_u)tinui ·cifr~ a· 
Jui 6· 3 = 18, adică 8~ · · ._, · · ·· '· · ·· 

b). Avem 02 = o, 12 = 1, 22 = 4, :12 = 9, 42 = 16, 51 =. 25, 61 = 36, 71 =. 49, 82 =64, 
-gs = 81. Ultima cifră a produsului II două numere natur3le·,este:. aceiaşi 'cu· ultima cifrl a 
11umărului pe. care-l ob\inem lnmu)lind ultima ·cifrii a fie.cărui număr. Deci· a1 se poate ter
mina ln O, 1, 4. 5. 6, 9. 

Hczullă alunei că 2a2 se poate termina ln O, 2, 8, numere pc care Ic oh\inem 
'tnmulţind pc 2 · cu numerele O, 1, 4, 5, 6, 9, iar :ier sc poate termina t.n O, 2, :J, 5, 7, 8. · 

_1.2211• Pionierii din dcta~a·rumtul unei clase a V-~ la,u pJanta,t iHt.N, 
zi 24 de pomi, iar a doua zi cu 6 pomi mai mult _decît· în prinia zi. 
12 din pornii plantaţi în cele două zile sînt caişi ; iar restul _mel'i şi peri. 
:Ştiind că numărul merilor este de două ori mai mare decit· Iiuiilăml peiilor, 
,să se afle cîţi meri şi cîţi peri au plantat piolii~rii; ·: ·,. · · : 

R. ln a. doua zi pionierii au p]antnt (24 + 6) ·pomi, 'iirtidi :{o ere' ·pomi._--Jn .«:ele două 
:zile s-au plantat (30 + 24) pomi, adică r,4 de pomi. Numărai de nil'rl„şi pcr-i este egal cu 
54 - 12 = 42. Cum numărul merilor este de două ori mai mare dccit ·~~mănil pcrilor,_.rezultil 
,că numărul 42 este __ triplul numărului perilor, deci merii slnt ln nu1n~r .de 4;1 ;/~-=)•L Numi."'. 
:rul merilor este, atunci, 14 x 2 = 28, · · ·· · · 

1.23. Gheorghe, Ion, Petre sînt prenumele· a, trei·'elevi. Numele 
lor de faJniJi,~ i-i:1t tot Gheorghe, lq.ţl şi Pt;,ţţ_e; dar _·nţci_·u~nl ~intre ele_vi_ 
.nu are nunlt'le de familie la fel _ca preiiun:iel~.. , · ·., · .· ." ·;. ·· 

Dacă m:1111•h\ de familie al lui Ion nu este Petre, să se afle numele 
,şi prenumţ.l~ l"l'lor trei elevi. • .. .· .. , .,,:. .. , . .. . 

R. Deoarece 11u111el~ lui Ion nu este Petre, pe el trebuie să-l cheme, neapărat, Gheorghe 
(nu-l poale chema· Jon căci ar avea numele de familie la fel ca prenumele). Hămlne atunci 
.ci"i pe Gheorghe li cheamii Petre, iar pe Petre, Ion. 

1.2{. Ionel, Petre, Gheorghe primesc în dn.r· 3 creioane ,colorate: 
unul roşu, unul galben şi altul albastm. Fiecare pritneşte un creion şi numai 
unu.I, Ionel nu primeşt_e creionul roşu şi"nic(p~ ~el 'albastru, iar ·Gheorghe 
nu prim·eşte creionul roşu. Ce culoare . are creţ~nul _, t>e · care~l primeş_te 
fie c uu copil Y · · · 

R. Deoarece Ionel nu primeşte creionul roşu şi ilici ·pe cel albastru, rez,ittă că el ii pri
meşte pe cel _galben.- Deoarece Gheorghe nu primeşte creionui ·roşu', Iar cel galben· a fosl deja 
,dat, rezultă că el II primeşte pc eel albastru şi. deci, Petre, li primeşte pe cel roşu. 
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1.251\ Cinci prieteni au participat la o cursă de alergări. Dumitra 
a; afirmat -că n-a ocupat locul I, Gheorghe a terminat cursa al treilea,. 
iar Victor a ocupat un loc mai bun decît Gheorghe. Petre a observat. 
că Victor n-a ocupat locul II, iar Andrei n-a. ieşit nici primul, nici ulti
mu]. Petre a spus că el a. terminat pe locul imediat următor locului ocupat, 
de Dumitru. 

Cc loc a ocupat fiecare, ştiind că nu s-au clasat doi concurenţi pe, 
acelaşi loc. 

• n. Deoarece Victor a ocupat on loc mai bun decit Gheorghe (cnrc a ocupat locul III}; 
rezultă că el a ocupat unul din locurile I rnu I I. Cum Petre a obscn,a t că Victor n-a ocupat. 
locul II, rezultă că acesta a ucupat Jocul I. 

Locurile I şi III fiind deja ocupate, Dumitru poate ocupa unul ·din locurile II, IV sau V_ 
Cum Petre s-a clasat imediat după Dumitru, acesta (Dumitru), nu se putea clasa pe locul If. 
căci alUel Petre s-ar fi clasat pe_ III, la lei ca Gheorghe dar, potrivit enunţului, doi parti-
cipanţi n-au ocupat acelaşi 1cc. Dumitru n-a ocupat nici locul V căci Petre n-ar fi avut: 
pe ce loc să se claseze (nu există locul VI). Hczultă că Dumitru s-a clasnt pc locul IV şi atunci. 
Petre s-a clasat pe locul V. Rezultă că Andrei s-a cn!Hicut pe singurul loc rămas liber, II. 

Observatie. ·In enunţ se poate renunţa la i-poteza că Andrei n-a ocupat nici primul, nici
ultimul loc. 

1.28K. Să se scrie cel mai mare număr natural de cinci cifre ca.re: 
îndeplineşte condiţiile : 

a) Este mai mic decît 30 OOO; 
b) Are suma. cifrelor mai mică decît 18. 

R. Fiind mai inic declt 30 OOO, rezultl cil el are sau ·prima cifrl 1, sau 2. Cum se
cere cel mai mare număr mai mic dectt 30 000; prima cilrl este 2. A doua cifră va fi 9 (deo
camdată 2 + 9 < 18). A treia cifră nu poate fi nici 9, nici 8, nici 7, căci 2 + 9 + 9 > 1& 
2 + 9 + 8 > 18, 2 + 9 + 7 = 18. Ea poate fi 6. Deci numărul căutat este 29 600. 

1~27K. Să. se afle cîte numere natura.le mai mici decît 315 există„ 
a.stfel încît, da.că. înmulţim pe oricare din ele cu 2 'să, obţinem un nu
măr mai mare decît 315. 

. R. Deoarece 315 : 2 = 157,5, rezultă că primul număr care lndeplineştc condiţia este 158 •. 
Ultimul va fi, atunci 314. Ele vor fi tn număr de 314-158 + 1 = 157. · 

1.2811• 1ntr~un magazin s-au adus 25 de lăzi cu mere de trei calităţi_ 
tn fiecare ladă sînt numai mere de a.ceea.şi calitli.te. Se pot găsi totdeauna, 
9 lăzi astfel în.cit toate aceste 9 lăzi să conţină. mere de aceea.şi calitate t. 

Cea mal defavorabilă situaţie este cea ln care avem cite 8 lăzi cu mere de aceeaşi caii-· 
late. ln acest caz, lnsă, avem 8 X 3, adică 24 de lăzi. A 25-a va fi de una din cele trei calităţi, 
deci vor exista tntotdeauna 9 lăzi cu mere de aceeaşi câlitate. 

1.29M. Cineva are suma de 435 lei în monede de 5 lei şi bancnote
de 10 lei. Ştiind că sînt în total 50 de monede şi. bancnote, să, se afl&. 
cite monede şi cîte bancnote .sînt. 

R. Dacă toţi banii ar avea valoarea de 5 lei, toţi cei 50 ar avea valoarea 50 x 5 lei = 
= 250 lei. Diferenţa 435 lei -· 250 lei =.185 lei _provine din faptul că valoarea fiecărei banc~ 
note de 10 lei\ a fost depreciatl cu 5 lei, deci vor fi 185 : 5 ==· 37 de bancnote de 10 lei şi, 
liO - 3'? -=· Ul' IDIID.ede de 6 w. 
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l.3t)M. Să se determine mulţimile X şi Y ştiind că îndeplinesc urmă-
toarele trei condiţii : 

(1) X u Y = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, S, 9, 10, 11}; 
(2) X n Y = {3, 4, 8, 9, 10}; . 
(3) X - Y = {1, 5, 7}., 
n. Din condiţia (2) rezultă 3, 4, li, 9, 10e X, iar din (3), 1, 5, 7e X, deci {t, 3, 4, 5, 7, 

13, 9, 10} c:: X. Elementul 2 nu poate aparţine lui X căci dacă 111· upar\it.e şi lui X, ar apar
ţipe şi mulţimii X n l', iar dacă nu ar apar\inc lui Y, ar aparlinc mulţimii X - L Deci 
2!! Y. căci 2e X U l', Analog, 6e Y, 11 E. Y. Din (2) rezultă şi 3, 4, S, {I, toe l', deci X= 
= {1, 2, 3,4, 5, 7, 8, 9, 10} şi Y = {2, 3, 4, 6; 8, 9, 10,11}, 

I.3JH. O mulţime A arc 7 clemente, iar o mulţime Bare~ eleniente. 
a) Dacă A ·u B are 8 elemente, cite elemente arc A n B 1 
b) Da.oă A n B ::i.re 4 elemente, cite clemente ar~ A u JJ! 
n. ln reuniunea a două mulţimi A şi B intră alit elementele comune lui A şi n, cit 

şi elementele lor necomune, De aceea, ctnd adunăm ·numllml elementelor lui A cu r.umărul 
~lemerttelor lui B, ln această sumă, faţă de numărul elementelor lui A u B, număn:I clemen
telor comune, adică acela al elementelor lui A n B, intră de două ori. Deci, numărul.c!cn:rnlelor 
mulţimii .4. u B este egal cu diferenţa dintre suma numărului elementelor lui A şi ni elcn:ente
·1or lui B, şi numărul elementelor lui A n n. 

a) Deoarece A lJ B are 8 elemente, reiuită că· A h n· ·are· 7 + 6 - 8 = 5 elemente. 
b) Deoarece A n B are 4 elemente, rezultă că A u B are 6 + 7 - 4 = 9 el~mente 

1.32M. Să se determine mulţimile X ~i Y, ştiind ·dl. ele îndcplillcsc, 
in acelaşi timp, următoarele condiţii : 

a) X u T = {1, 2, 3, 4, 5, 6, .7, 8, 9}; 
ţ,) X n T={4, fi, 9}; 
c) X u {8, 4, 5} = {1, 3, 4, 5, 6, 8,9}; 
d) Y U {2, 4, 8} = {2, 4, 5, 6, 7, _8, 9}. 

R. Din c) rezultă {1, 6, 8, 9} c:: X, iar din d), {Ş, 6. 7, 9f c::. Y. Di~ b) rezultă, de ase
menea, 4e X, 4e Y. Deoarece {2,7: c:: X u Y şi {2,7},ţ:X u {3,4,5}, 1-ezultă2,7e Y şi, 
de asemenea., deoarece {3f c:: X U Y şi {3}ct; Y U {2, 4, 8J, rezultă 3e X; 

Deci X= {l, 3, 4, 6, 8, 9}, Y = {2, 4; 5, 6, 7, 9}• 

1.33M. Suma unor numere naturale consecutive este 30. Să se afle 
numerele. 

Cîte soluţii are problema! 
R. Numerele consecutive nu pot fi ln număr c!e două căci, dintre acestea, unul este 

par, iar Cl!lillalt impar, deci suma lor este un număr impar, pc clnd suma lor trebuie să fie 30. 
Să cercetăm dacă pot exista b'cl nume~ conşecutive cu ·proprietatea din enunţ. Fie x, 

x + 1, x + 2 cele trei numere. Suma lor este x + (x + 1) + (x + 2) == 3:i: + 3 şi trebuie să 
.avem 3x + 3 = 30 sau 3:i: = 30 - 3 deci :r; = 27 : 3 = 9. Deci numerele slnt 9, 10, 11. 

Să cercetăm dacă pot exista 4 numere cu proprietatea din enunţ. Fie acestea :,;, x+ 1, 
z+ 2, x + 3. Trebuie să avem: 

X + (:i: + 1) + (:z: T 2) + (:r; + 3) ~ 30 

•u 4x + 6 = 30, adică 4x = 30 - 6 sau :a:== 24: 4 = &. Deci numerele i;int 6, 7, 8, 9. 
Pentru cazul a cinci numere VOin avea. relaţia analoagl : 

:,; + (:,; + 1) + (x + 2) + (x+ 3) + (:i:.+ 4) = 30 . 
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uu 5x + 10 = 30 de unde x = 4. N11merele sint, ln acest caz, 4, -5, 6, 7, 8. 
Pentru C3ll.Ufile a_ 6, 7, 8 numeR obţb;em ecuaţiile : 

·6x + 15 = :10, 

7x + 21 = 30, 

8x + 28 = 30, 
-eare nu an soluţii numere natura-le. 

Mni mult de -8 numere nu ·pot fi, eăci suma primelor 8 numere na1Dl'8le consecutive. 
depă,eşlc 30. 

1.3P. Să, se afle valoarea logică. a fiecăreia din m·măt,oa.rele pro
poziţii: 

a) Orice număr natural ca.re este divizibil cu 3 este divizibil şi 
cu 9; . 

b) Dacii ultima cifră a unui număr natura.I este 4, atunci numărul. 
se divitle cu 4. • 

R. Vnloarea logică a ambelor propozi\il ·este O (adică alinnaţiile slnt false) clici, de exem
plu, 12 se divide cu 3, dar nu se divide şi cu 9, iar. 14 are ultima cifră 4, dar nu se divide: 
cu 4. 

I.35x. Aflaţi toate numerele naturale de forma lx 3 divizibile cu 3_ 
R. Pentru a obţine toate-numerele de forma indicată, divizibile eu 3, trebuie să deter

minăm pe a: a,a · ea suma cifrelor numirulul dat, 1 + :r: + 3, să se di vidă cu 3. Acest lucr111 
este posibil clnd ze {2, 5, 8}. Deci numerele ciiutate slnt 123, 153, 183. 

1.38K. a) Să se afle toate numele naturale de forma 43x, divizi
bile cu 2; 

b) SiL se afle toate numerele naturale de forma 53:.v, diYizibile cu 5;: 
c) Să se a.fle toate numerele naturale de forma 53x, diYizibile cu 5, 

şj care nu sînt divizibile cu 2. 
d) Să se afle toate numerele naturale de forma 60x5, divizibile cu 3 ;: 
e) Să se afle toate numerele naturale de forma -60x5 ca.re se dividi 

cu 3 şi care nu se divid cu 9. · 

R, a). Un număr natural este divizibil eu 2 dacii ultima sa cifră este pară. Deci :e· 
poate fi oricare din numerele O, 2, 4, 6, 8, astfel că numerele căulnlc s!nt 430, 432, 43-l,.. 
436, .438. 

b). Un număr natural este divizibil cn 5 dacă ultima sa cifră este O sau 5. Deci :u 
poole fi oricare din cifrele O, r,, astrei cli numerele căutate sint 530, 535. 

c). Dintre numerele _găsite la punctul precedent, 530 se divide cu 2, cjci a:re ultima,. 
cifră pară. l>eci singurul număr -care .satisface eondiţia din enunţ este 5:f5. 

d). Un numiir natural este divizibil co 3 dacă suma cifrelor sale e.slc un numlir divi
zibil cu 3. Aşadar 6 + -O + .s + 5 = 11 + :i se di vide la 3. Rezultă xe { 1, 4, 7 }· Deci nume
rele căutate stnt 6015, 6045, -60'15. 

e). Un număr se divide la 9 ·dacă suma cifrelor sale este un număr care se divide fa 9-
Dintre numerele găsite la punctul precedent, numai 6 Oi5 se di\ic!c la 9, deci numerele, 

căutate slnt 6015, ·0045. 

1.3711• Să se -stabilească, dacă următoare.a propoziţie este o propo
ziţie adevărată sau falsă : 
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Dacă nici unul din factorii ·unui produs dtniumet'e naturale m.1 se 
divide cu un acelaşi număr natural, atunci nici produsul nu se divide cu 
acel număr. 

R. Propoziţia este falsă. 1n adevăr, să considerăm numărul 12 = 4 • 3. Nici unul din 
factorii 4 şi 3 nu se divid cu 6 şi, totuşi, 4 · 3 se divide ·cu 6. 

I.38M: •. a). Sc;rieţi toate numerele de forma.: 4;~. care sînt divizibile 
cu 5 şi nu sînt divizibile cu 2 ; 

b) Să se afle toate numerele de forma 7 4x6, divizibile cu _4. 
. . . 

R. a). Deoarece numărul dat se divide cu 5, ultima sa cifră poate fi O sau 5. Cum 
numărul nu se divide cu 2, trebuie eliminată cifra O, care este pară. Deci :ultima steluţă 
trebuie lnlocuftă cu cifra 5. Steluţa din mijloc poate' Îl'ilocui · orice· cifră; deci numerele căutate 
sînt 405, 415, ... , 495. · · · 

b). Un număr.este divizibil cu 4, dacă nmnărul,forma.t <;u,ultimele sale două cifre (în 
aceeaşi ordine) este divizibil cu 4. Deci x6 se divide la 4, numerele cu aceastăproprietate·stnt 
16, 36, 56, 76, 96, deci numel;l)le căutate sînt 7416, 7436, 7456, 7476, 7496. 

1.39)1• O sumă de bani a fost plătită· în bammote de 10 lei· şi 25 lei. 
Poate fi această sumă plătită numai în monede de 5 lei 1 

n. Da. Fiecare bancnotă de 10 lei poate fi înlocuită cu două monede de cite 5 lei, 
iar o bancnotă de· 25 lei, cu 5 monede de cl1:e 5 · iei. · · ·' · · · · 

1.40M. Sumai dintre un număr p:dµi <1-e:'.do.q.i cifre, QlJ. .ţifre identice,. 
-şi un număr natural ·este 2436. Să· se afle numerele. Cîte soluţii are pro-, 
blema! ' 

R. Singurul număr·j:,rim de două cifre, cu·cifre-identice, este: U, .căci pentru 2 ~-a~ 9, 
avem aa = a· 11. Celălalt număr natural va fi 2 436 - 11 = 2 425. Soluţia este unică. 

J.41 M•. <;Jare Sînt perechile de nume:r~ prÎme.Îll.tre°ele:care S0 'pot forma, 
cu numerele: 2, 4, 9 î · · · ·· '· ., ' ' · . 

R. Există_ doar două astfel de perechi, (anume (2, 9) şi ( 4,9). j;_' treia .pe~che ce se ·poate 
:forma, (2, 4) are hi compunere numere al căror c.m:.m.d.c. estb' 2. · · · · · · 

1.42M. Să se afle cel mai mic dintre num~~~î~ natui:~le .cu proprietăţile t 
- împărţit la 5 dă restul 4, 
- împărţit 1a 8 dă restul 7, 
- împărţit la 9 dă restul 8. 

n. Dacă n·este un număr cu proprietatea din eminţ;:sil observăm că n·+ 1 are proprie
tatea că este cel mii mic număr natural care se di'vide şi cu ,5;:,şi cu:-8~ şi cu-9. Deci n + 1' este· 
egal cu cel mai mie multiplu comun al numerelor 5;-8,şi 9,>Aşad-ar,-n·+.'.1 == 360, de unde n=359. 

__ ;_ •.• · ·• :-,.· ,;',!t!!_. . · ... 

l.13P<?.· Să se reconstituie înmulţirea;-,:· 
46 X 
** 
~ 

*** 
·,.:: 

unde steluţele· sînt cifre scrise în baza 10. 
(Dana Tecioiu, G. M. E : 6425) 
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TI. Ultima stclu\ă <lin rindul 3 lnloculeşte cifra 8. Rezulti cA ultima Îteliiţl 'dlil ·rfii.dQ!j 
-este ori 3, ori 8. Pentru cazul cifrei 3: sckţma rlcvine · · · 

46x 
•3 

138 
••• 

1*78 
1{cznllă. ntunci că ln rindul cu steluţe slnt cifrele, de la drea; ta la stlnga: 'J - 3 = 4, a li 
1, unde a nrmea ză a fi determinat. Hezultă că produsul dintre ptin;a sttltaţă. din ·11ndul2 şi cifra ~ 
este un număr care se termină ln 4. Acest lucru este i:;osibil cind steluţa lnlocuieşte sau: pe , 
:sau pc 9. In :ue ;te cazuri schemele devin 

46x 46x. 
43 93' 

138 138 
1R4 414 

Numai prima schemi satidace condi\iile problemei. 
:Dacă ultimn stclu\i din rlndul 2 lnlcd1ieştc cifra 8 schema de'vine 

46 x· 
•s 

368 
••• 

.·,., 
Rezultă că ultima steluţă din ţlndul 4 1nlccuieşte cifra 1. Deci produsul dintre cifra lnlo

teultă de steluţă ln rlndul 2 şi 6 este un număr care se termini ln 1, fals căci produsul de care 
vorbeam este un număr par. · · · 
.Bămlnc, ln final, do?r schema 

1.44. Să. se arate că : 

48 ~ 
43 

138 
184 

1978 

12123 + 13134 + 14141 + 15lb6 + 16167 = 11100003• 

:n. Avem : 

·12123·= 2 + 1 • 3 + 2 · 31 + 1 • 33 = 2 + 3 + 18 + 27 = 50, 

13134 = 3 + 1 • 4· + 3 • 43 + 1 · 43 = 3 + 4 + 48 + 64 = 119; 
.;,·. . ,, 

14145 = 4 -t- 1 • 5 + 4 • 58 + 1 , 53 = 4 + 5 + 100 + 125 = 234, 

1 6167 = 6 + 1 • 7 + 6 • 71 + 1 . 73 = 6 + 7 + 294 +'· 343 =: ; 650, 

1110 0003 =O+ O· 3 +O· 31 + O .33 + 1 • 34 + 1 · 35 + 1 • 31 ~ 

= 81 + 243 + 729 = 1 053. . 

Făclnd calculele diu. primul membru rezultă egalitatea._. 

I.45PO. Din numerele prime 13; 17, 37·, 79 se obţin tot numere 
'Prime scriind cifre!~ în ordine inversă. Există o~re numere prime de trei 
cifre care să aibe t()ate cifrele diferite, la care schim.bînd, oricum -0rdi

!llea. lor, să se obţină tot numere prime de 3 cifre Y 
(Olimpiada R,D,G., lD'/11) 
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. R. Evident, notlnd p,in · abc un numiir rlc lipul l'ilulat, rezultă d cHrelc ,1. b. t: nu pot 
fl nici pare. şi nici 5. Căci la o ·&ebimbare con\'euabilă a lor am obţine fie uu număr p::.r, fie .UD 
număr m,·iltibil cu 5. • 

A,;:adar, .a, b, ce -{1, 3, 7, 9} şi a, b, c diferite intre ele. Toate numerele cuutule se gi\scs,. 
printre numerele 

137; t3;): 17:l; 17:1; 193: 107; 
317; 319; 379: 371; :}91 : :197: 
713: 7m: 719: 1:11: 7'11: 7n: 
91:J: 917: 917; Olt: 971; 91J. 

Dintre aceste,, sint prLn: nu.n 1i nu.n!,'.!1<! t:17, 139, 173, 179, 193, 197, 317, 370, 397„ 
710, i3!), li37, 971. 

I.·'i6. Pie 1i un număr natm-al, scrif; în oaza 10, de forma. ·n = abba, 
unde a şi b sînt cifre, ia.r a :I- o, b :I- O. 

a} S."1, se arate că n .:,ste intotdea,un:1, divizibil cu 11 ; 
b) Să se a.rate că n nu poate fi divizibil cu 13; 
c} Să se determine toate numei:cle ·n divizibile cu 7. 

(Adriim P, Ghioca, G, ..U,) 

B. Avem abba =a+ 10· b + tflft· b + 1 OOO· a= I 001 a t 1101,. = 
= 11 (91a + to b) = 1~ • 77.a + 110 b = 7, 1.f:.J 11 + 110 b 

a) Deoarece abba = 11 (91 a+ 10 b) rezultă că numărul abba este divizibil cu 11, oricare 
ar fi a, be {1, 2, ... ,91• 

__ b) Deoarece abba - 13, 77 a= 110 b, dacă ab~ ar fi di\'izibil cu 13, atunci şi diferenţa. 
abb« - 13 • 77 a, adică 110 b, ar [i divizibil cu 13, absurd căci 110 nu rn dh·ic!e la 13, şi nici I,, 
fiind cifră. 

C) Deoarece cibba - 7 • 143 CI = 1 IO/J, cl:ică ul,ba este dh:izibil cu 7 rezultă cii şi numărul' 
abba-7, 143 a,·adică 110 beste dh·i:t.ibil cu 7, Daracestlucrueste posibil doar alunei clnd b = 7. 

1.47. Să se g-l.~ea.scă doul, numere naturale a căror sumă este 78 şi 
pentru care 78 este .divizibil cu diferenţa lor. 

(Ştefan Ţifui, G.M.) 

R. Fie a şi b cele două numere. Aşadar, a + b = 78 şi 78 se divide cu a - b. Dar 78 = 
== 1 • 2 • 3 · 13 deci a - b poate fi unul ·din numerele 1, 2, 3. 13, 6, 26, 39, 78, Ctnd a - b = 1 
rezultă a= b + 1, deci, cum a + b = 78, rezultă b + 1 + b = 78 care nu dă be IN, A11alo3 
clnd a - be { 3, 13, 39}. 

Clnd a - b = ·2 rezultă a = 40, b = 38. 

Clnd a - b = 6 rezultă 111 = 42, b = 36. 

Glnd a - b = 26 rezultă a = 52, b = 26, 

Clnd a - b = i8 rezultă a= 78, b- O, 

,,_ 

L41P'. Să se a.fie cel mai mic număr natuml care, împărţit, pe r~nd„ 
la 6 şi la 15 sit dea a.cela.şi rest 5 şi citul diferit de O. · 

R. Fie a numlrul căutat. Din datele problemei rezultă că numărul a - 5 se divide şi L„ 
6 şi la 15, adică la cel mai mic multiplu comun al acestora care este 30, Rezultă cu a - 5 pol\teo 
fi chiar 30, deci a = 35. 
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I.1sro. Să se dt>te1rnine un număr de cinci cifre ~tiiud că- j1fodusul 
dintre numărul format din primele două cifre şi numă1 ul format din ulti
mele cifre este 1111. 

n. Deo:micc 1 111 = 11 • 101, iar 101 şi 11 sînl prime, rcrnllă, cu necesitate, că numărul 
dutat este 11101. 

I.50ro. Suma a trei numcr~naturalc cliforit.c este 54. Ştiind că unul 
dintre ele este media aritmetică a celorlalte două si că fiecare număr este 
divizibil cu 6, să. se afle cele trei numere. · 

R. Fie a, b, c-cele trei numere căutate. Deoarece unul, fie acesta, de exemplu, b; este egal 
cu media arilmdică a celorloltc două, rezultă că. suma a+ ceste dublul lui b.· Atunci suma celor 
trei numere n1 fi triplul lui b şi, deci,'b ;e= 54: 3 = 18. Aşadar, a+ c = 2b = 30. Cum fiecare 
număr este diYizibil su 6 rezultă că avem, pentru perechea (a, c), situaţiile 

(0,36); (6,:'lO), (12,24), (18, 18), (Z4, 12), (6,30), (36,0). 

1.51 ro. Care este cel mai mic şi care este cel mai mare număr de 
4 cifre care la împăI·ţirea cu 7 4 să dea resf ul 19 ? 

Cîtc numere ele ,.1 cifre împărţite la 7 4 dau rest ul 19 d/ 
n. Fie :r un număr natural de 4 cifre care la împărţirea cu 74 dă restul 19. Atunci 

există qe 1N aşa ca : 
X= 74 q + 19. 

Cel mai mic număr de 4 cifrţ este 1 OOO, iar cel mai mare este O 090. Aşador, 1 OOO ~ 
981 9980 

~ 74 q + 19 ~ 9999, adică 931 ~ 74 q ~ 9980. De aici rezultă---·- ~ q ~ --• . . . u u 
Făciud lmpăr\irile nccesa";e şi aYlncl ln \'edere că numărul.q csle natural rezultă 14 ~ q ~ 134. 

Hezultii că cel mai mic număr cu proprietatea cerută rn ob\inc pcnlm q = 14, adică x = 
= 74. 14 + 19 = 1 036, iar cel mai mrrt se obţine pentru q = 134, adică x = 74 · 134 + 19 = 
= 9 916. . 

Există, în total, 134 - 14 + 1 = 121 numere de 4 cifre, care, împărţite la 74, dau 
.restul 19. 

I.52ro. Să. se rezolve ecuaţia: 

a;· (1 - _!_ + _!. - _!_) = 3 - _!_ + _!_ - 2_ · 
2 3 4 5 10· 12· 

(G. M., E: '1916) 

li. Avem 1 

1 1 1 12 6 4 3 12-6+4-3 7 
1--+---=---+---= ------=-, 

2 3 4 U U U U U ~ 

1 1 1 180 12 6 5 180 - 12+6 - 5 169 
3 - -5- + -1-0 - -1-2 '-- -60- - -60- + 5() - -60- - 60 = _6_0_ 

7 169 169 12 169 
llecl ecuaţia se mai scrie z• - - -- de unde :,: = -. - • - = --• 

12 60 60 7 35 
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I.53ro. Să, se determine toate numerele naturale nenule z, y, z care 
au proprietatea, : 

:r;2 + y2 + z2 = 14: 

(Aurel Ene, G. 1'1. E: &440) 

R. Deoarece x2 ~ a:2 + y2 + :2 rezultă x1 ~ 14, c!eci x poate fi cel n;ult 3 (căci 42 = 
= 16 >14). 
Dacă x = 3 atunci x2 = O, deci 111 + zZ = 5 şi rezultă y = 1, :i = 2 sau y = 2, z = 1. 
Dacă x = 2 atunci x2 = 4 şi cleci 1i2 + :2 = 11 dar nu există y şi z naturale care să satis-

facă această rela\ie. 
Dacă x = 1, atunci x2 = 1 şi deci y1 + z1 = 13, de unde y = 3,:: = 2, rnu !I =.2, z = 3. 
In concluzie, tripletele de numere (:r, y,z), care verifici egalit~tea diu cnun ţ slnt: 

(!, ~. :l), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, :l, 1), (3,1, 2), (3, 2, 1). 

l.5~N. Mai mulţ.i elevi vor să cumpere în comun un obiect, însă. 
le lipsesc 20 de lei. Atunci fiecare dintre ei a mai adăugat acelaşi număr 
(natura.I) de lei şi tot au lipsit 3 lei. Cîţi elevi sînt ! 

n. Fie x numAnil de elevi. Adăugind fiecare acelaşi număr de lei, a rezultat o sumă de-
20 - 3 = 17 lei. Dar la această sumă au contribuit fiecare, cu acelaşi număr de lei. Cum 
17 este prim, rezultă că au fost 17 eJeţ,i. 

I.5ăM. Tatăl şi fiul au hotărît să măsoare cu pasul distanţa dintre
doi pomi şi pentru aceasta au pornit simultan de la unul şi acelaşi pom. 
Lungime.a. pasului tatălui este de 70 cm, iar lungimea pasului fiului este
de 56 cm. Găsiţi <listanţa dintre aceşti pomi, ştiind că, în afa.ra coinciden
ţei din dreptul primului pom, urmele lor au coincis de 10 ori, ultuna oară. 
coincizînd în dreptul pomului al doilea.. · 

R. Deoarece cel mai mic multiplu comun al numerelor 70 şi 56 este 280, rezultă că urmele
vor coincide din 280 cm ln 280 cm. Urmele relntllnindu-se de 10 ori, in total au fost parcurse
ilO intervale de cite 280 cm, adică 2800 cm= 28 m. 

Deci distanţa dintre pomi este de 28 m. 

I.56~. Să se afle toate nu:rnerele naturale de patru cifre scrise în 
baza 10 şi care îndeplinesc, în acelaşi timp, următoarele condiţii : a) Au 
cifra, sutelor 9; b) Au cifra zecilor O; c) Sînt divizibile cu 18. Să se adauge
la condiţiile de mai sus, una din condiţiile de mai jos, astfel incit problema,.. 
să admită trei soluţii: d) Sînt numere pare e) Sînt numere mai mici 
decît 1000 ; f) Sînt numere divizibile cu 4. 

R. Numerele căutate slnt de forma mlUb, cu a, b,e {O, ... , 9}, a of, O, şi slnt divizibile
cu 18, deci cu 2 şi cu 9. Pentru a li divizibile cu 2 este :uecesar (şi suficient) ca b să fie par, ia . 
pentru a fi divizibile cu 9 trebuie ca a+ 9 + O+ b să se dividă la 9, adică (a+ b) : 9. Dar_ 
a+ b E;; 18 şi egalitatea se realizează pentru a= b = 9. Dar acest caz este exclus căci b trebuir 

. . ~ 

să fie par. Ră~lne a + b = 9. Dacă b = O, atunci a = 9. Dacă b = 2, atunci a = 7, daci b = 4' 
avem a = 5, dacă b = 6, avem a = 3, iar dacă 6 = 8 avem a = 1. Aşadar, numerele căutate stnt 

1. 
9900, 7902, 5904, 3906, 1908. 

Adăugind· ultima condiţie f),. obţinem trei soluţii 9900, 5904, 1908. 

I.57PO. S~ se determine· perechile de numere naturale avînd SUIIla, 

pătratelor egală cu 50. 
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R. Fie a şi b două numere naturale cu suma pAtratelor lor egali cu 50. Aşadar : 

a1 + b2 = 50. 

Evident, a2<·5o, deci a< 7. Daci a= 7 rezultA b = 1. Dacă a e {2, 3, 6}nu rezultA I,, 
natural. Daci a = 4 rezultA b = 6, lnr daci a = 5 rezultă b = 5. 

RezultA perechile (1,7), (4,6), (5,5) (7,1) (6,4). 

1.58111• Dacă., într-o clasă., se aşează cîte doi elevi într-o bancă„ 
rămîn 3 elevi în picioare. Dacă se aşează trei elevi într-o bancă, ră.mîn 
4 bănci libere. Cîţi. elevi şi cite ·bănci sînt în clasă. 

H. Dacă notăm cu :i: numărul IJăncilor, ln primul caz, clnd rlimln 3 elevi ln picioare~ 
avem 2.r + 3 elevi, iar ln al doilea enz avem :i ( x - 4) elevi .• Aşadar 2:i: + 3 = 3(x - 4), de 
unde :i: = 15, astfel că numărul elevilor este 2 · 15 + 3 = 33. 

I.59PO. Un număr de două cifre este~ din răsturna.tul său. Care, 
9 

este numărul f 

- 2 - - -
.R. Fie ab numărul căutat. Aşadar, ab = - ba sau 9 ab = 2 ba sau 9. (10 a +b) = 

9 

= 2 (tll b + a) sau lncii 90" .L !l b = 211 b + 2a, de unde 90 a - 2a = 20 b - 9 b, deci 88a =· 
= 11 b sau 8a = b. Cum uşi b sin t cH1-e (nenule) rezultă a = 1, b = 8 deci numărul căutat este 18. 

I.Goi.1. Un elev a scris toate numerele naturale mai mari decît O 
şi mai mici sau egale cu 100. Să se afle , 

a) De cîte ori a fost folosită, cifra. O; 
b) De cite ori' a, fost folosită cifra 1 ; 
c) De cîte ori a,· fost folosită cifra 3. 

R. a) Cifra O este folosită Jlenlru scrierea numerelor O, 10, 20,30, .•. , 100, ded de 12 ori-
h) f.ifra 1 este folosită p~ntru scrierea numerelor 1, 10, U, 12, .•• , 18, 19, 21, 31, 41, .•• 

, 91, ton, deci de 22 ori. · . 
c) Cifra :l este f.-,lositii pentru scrierea numerelor 3, 13, 23, 30, 31, 32, 33, 34 ••. , 39, 43~ 

53, .... , 9;!, deci de 20 ori. 

UH ro. Dintre numerele de forma 71a:84y divizibile cu 18, care est& 
cel m 1i nnre şi care este ct•l mai mi<: 1 

H. Un nurll'lr este divizibil cu 18 dac:i este divizibil cu 2 şi cu 9. Suma cifrelornumArului 
dat esll> 7 + 1 + x + 8 + 4 + y =20 + x + y = 18 + (2 + :i: + y). Daci un· numAr este 
di vi1ihil cu 9 atunci şi suma cifrelor sale este. divizibilă cu 9, deci trebuie ca 2 + :i: + y !BAS& 
divi<lă la 9, deci sau .r + !I = 7, sau x + /I = 16. Numărul dat fiind divizibil cu 2 trebuie ca Y' 
să rie par. Cel nni mic număr de tipul căutat se obţine făclnd, ln relaţia :i: + y = 7, :i: = 1„ 
deci y = 6, iar cel m.1i muc se obţine făclnd in relaţia :i: + y = 16, :i: == 8, deci y = 8, 

1.62. Completaţi desenul de mai jos astfel incit suma numerelor 
ţiin oricare trei căsuţe vecine să fie egală. cu 15. Justificare. 

I 6 I I l .1 I· I I I 4-1 \ I 
2 - c. 831 1'1 



R. Nu~erotim _căsutele de la I la xn : 
9 9 9 9 --

6 I I 6 I 4 ! 6 

I 11 III IV V VI VII Vili IX X XI XII 
5 5 

Pentru ca suma numerelor din primele trei ciisu\e sii fie ln, mm:ierele din căsutele II şi III 
trebuie să aibă suma egală cu 9, Căsuţa IV trebuie rompletată deci cu 6, Analog fe arată că şi ln 
căsuţeelc VII şi X trebuie scris numărul 6, De aici ecompletarea tabelului decurge imediat. 
VIII -+ 5, VI -+ 4, XI -+ 5, etc, Se obţine : 

1.63. Adăugaţi trei <'ifrc• la dreapta numărului 523 astfel încît pumă-
rul obţinut să se dividă c·u 7, 8 şi 9. · · 

R. Fie a, b. r cifrele căutate şi :li = 52:labr. Deoarece N se divide cui, 8 şi 9 rezultl 
că 523abc este multiplu de 504, 

Dar: 

523abc = 52300!) + u/lc = 1 037 · 504 + 352 + abc deci trebuie ca : 

352 + abc = k• 50,t (1) 

Pentru k = t obţinem abc· = 504 - 352 = 152, iar pentru/;= 2, abc = 1008....;.. 352 = 
;= 656, adică a= 1, 11 = 5, c = 2 sau a = 6, b = 5, c = 6 Pentru k ~ 3 egalitatea (1) nu .poate 
avea loc, lntrucit ar rezulta că a11c are mai mult de t~i cifre. · 

1.61. Se consideri numărul 1234567891011 ... 99100. Să r-e Ruprime 
100 de cifre astfel incit numărul rămas să fie cel nmi mare posil>il. 

. R. Pentru ca numărul rămas după suprimarea relor 100 de cifre să fie rd mai mare, 
primele cifre ale sale trebuie să fie cit mai mari posibile. Putem face ca el să lureapă cu 5 de 9, 
aceştia provenind de la 9, 19, 29,39 şi 49, Pentru aceasta este necesar să ştergem 8 + 19 + 19 + 
.+ 19 + HI = 84 cifre. 

Următoarea cifră nu mai poote fi 9, deoarece am aYea de şters încă 19 cîf~ 1 

5, o, 5, 1, 5, 2, 5, 3, 5, 4, 5, 5, 5, 6, 5, 7, 5, 8, 5 (1) 

deci am suprima ln total 84 + 19 = 103 cifre. Cel mai apropiat 8 dintre cifrele rămase se obtine 
suprimind 17 cifre, ceea ce nu este posibil pentru că din nou, 84 + 17 = 101> 100. De aceea 
vom face ca următoarea cifră să fie 8, şterglnd încă 15 dintre cifrele (1), Am suprimat astfel 84+ 
+ 15 = 99 cifre. Mai trebuie ştearsă o cifră; evident, vom şterge cifra 5 de la numărul58, 
Aşadar, numărul căutat este 9999978596061 ••• 99 100. 

1.05. Să se determine toate numerele de două cifre, scrise în baza. 
zece, pentru care suma dintre număr şi ră~turnatul ·său este un pătrat 
perfect. 

R. Fie X/1 un număr eu proprietatea din enunţ. Rezultă xy + yx = ll(x + y), Cum 
x + u ,e;;; 18 şi .tt(x + u) este un pătrat perfect, deducem că x + y = li, Conslderlnd toate 
perechile de cifre a căror sumă este 11 găsim numerele cu proprietat.ea !fin enunţ:· 

29, 92, 38, 83, 47, 74, 56, 65, 
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r.r.t:. Să ~c ,1,flc cd mai marc multiplu de 8 care a.re to~c cifrclt, 
-distincte. 

Jt. Analog cril<'riului d<' divizibilitate cu 4, un număr este dh;izibil cu 8 dacii ultimele 
aale trei cifre rormcnză un număr divizibil cu 8. Ct'I nmi mare număr cu toate cifrele dislincle 
este 087654:1:.!IO. Acest număr nu t'Sle nmltiplu de 8. Păstrind <>rdinea primelor ş:1pll' ril"rt' şi 
obfiervind că printre numrrele 012, 021, 102, 120 şi 201 există unul singur divi1ibil cu 8, unume 
120, deducem că numărul c:iutat este 987fi54:ll20. 

l.6i . . Fără a efel'tua împărţirea,, să se detei-mine l'estul împltI"ţirii 
numt~1 ului 98î6Z',-13210 la, 36. 

R. l>eoan·cc suma cifrelor numărului N = ·9876543210 este 45 rezultă că N se divide 
cu 9. De im~mcnea, N este pur, dcc.i .\' se divide eu 18. 

Fie N = ::6q + r, O~ r < :31,. 
Cum N şi :l6q se divid cu 18, dNlur1•m că şi r fC dh·ide cu 18, adică r poate fi doar 

zero şi 18. 

Dur r =ţ O, căci .\/ nu se divide cu 4. Prin urmare, 1· = 18. 

1.68 .. C'îte cifre se foloi.e1sc pentm a sc1ie toate 11umnde de la l 
]a, 999? 

fi. Exi~lii 9111,irrrr c'r" cifr/1, !"9 - 9 = !iO numl'rr cir două dfre şi 999 - 90 - O= 901), 
numere de trei cirr.-. Prn lru scrierea tuturor 111. n Hti11r u la 1 la lilill ie foloiesc dtci 9 + 2, 
• 90 + 3 · 900 = 2 889 cifre. 

1.89. Sit se afle numărnl maxim ele cifre ale unui număl' care are, 
proprietatea că oricare <lou.1, cifre vecine ale sale formează un numă1• 
divizP>il cu ::n. 

n. Numerele de două cifre rare se divid cu 23 slnt: 23, 46, 69, 92, (1). Deci ultima cifr&. 
a unui număr cu proprietatea din enunţ poate fi doar 3, 6, 9 sau 2. 

Fie N unul dintre numerele căutate (cu număr maxim de ·cifre). Ultima cifră a lui N 
este 3 (dacii N s-ar termina in 6, !J sau 2 el nu ar avea un 11un1llr maxim de cifre, deoorc~
adăuglnd pe O, 2 şi :l respectiv, am o:11ine un număr cu proprietatea enun\ală re are cu · o. 
cifră m:ii mult decit N). 

Numărul rormut cu ullimelc două eirre ale lui N se divide cu 23 deci este unul din nume
rele (1). Hezullă că penultima cifră a lu\ N este 2. In mod analog &e deduce că cifra care, 
1i precede lui 2 este fi, că cea de l.1 sttnga lui 9 este 6, iar cc a de la stlnga lui 6 este 4. 
Cum nici unul di11tre numerele (1) nu se termină ln 4, rezultă că N = 46 923, deci numărul 
maxim de cifre este 5. 

I. 70. Să se determine locul primului termen din şirul O, 5, 10„ 
15, 20, ... 
c.1,re are suma cifrelor egală. cu 4;}. 

R. Cc-I mai mic număr naturo! care are nuna eifn-Jor egală cu 45 este 99 999. Acest 
număr nu ·aparţine lnsă şirului dat, deoarece nu se di\'itle cu 5. 

ln truclt şirul • 
o, 5, 10, 15, 20, •.• 

conţine şi numere de şase cifre cu proprietatea cerută (de exemplu 888 885), primul termen a't 
~rului dat care are suma cifrelor egală cu 45 trebuie căutat printre numerele de şase cifre ca e
se termină tn O sau 5. Singurul număr cu aceste proprietiiţi care se termină ln O este 1199 4il90, 
fi nu e11tc cel mai mic posibiL căci 999 990 > 888 885. · 



Numerele rămase se termină ln 5, deci au suma primelor cinci cifre egală cu 40 I eel 
mai mic dintre ele lncepe cu 4 (ln caz contrar, suma primelor cinci cifre ale sale ar fi cel muli 
3 + 9 + 9 + 9 + 9 =. 39 <. 40). 

Prin urmare primul număr din şirul dat cu suma cifrelor 45 este 499 995 ; el oCupă locul 
499 995 : 5 + ;I, =. 100 .ooo •. 

I. 71. Să se a.rate că, orice număr natura.I mai ma.re ca. ~ se poate 
scrie ca o sumă de numere prime. 

R. Dacă numărul n este par atunci n = 2k, unde k este număr natural mai man 
sau egal cu 2. ln acest caz numărul n se scrie : 

n ,,,;; 2. + 2 + ... + 2, 

k termeni 

Dacă numărul n este impar, rezultli n = 2k + 1 unde k este număr n.atural mal man 
sau egal cu 2. In acest caz mimărul n se scrie : 

n=3+2+2+ ... +2 

k- l termeni 
sau 

.n = 3 + 2(k - 1) = 2k + 1, 

De fiecare dată k este mai mare sau egal cu 2, deoarece n este mal mare decli 3. 

1.72. Să se determine cifrele distincte te; y, z scrise m· pa.za. 10, 
ştiind că : a;x + yx + zx = xy3. · · · 

R. Din egalitatea din enunţ rezultă că 3 este ultima cifră a numărului x + x + :,; = 3r. 
Deoarece numai pentru x = 1 ultima cifră a lui 3x este 3, rezultă că x = 1, Pentru x = 1 
egalitatea din enunţ devine 11 + iii + %1 = 1y3 sau 11 + lOy + 1 + 10z + 1 = 100 + 
+ llly + 3 (1). 

Făclnd reducerile ln egalitatea (1) obţinem 10z = 90 deci z = 9, Cum ln egalitatea (1) 
li s-a redus, rezultă că y este arbitrar, cu condiţia ca cifrele x, y, z să fie distincte~ Cum x = 1 
-şi i: = 9 rezi:ltă ye {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}• Deci problema admite şal?te soluţii. · · 

I. 7:J. Sit se găsească toate perechile de numere na.turale a, căror 
sumă este 87 şi ·pentru ca.re 87 este divizibil cu diferenţa. lor.· 

R. Notăm cu a şi b cele două numere naturale. Atunci a+ b = 87 şi 87 este divizibil 
cu a - b. Deci a - b este unul din divizorii lui 87 adică a - b este unul diu numerele 1, 3, 
29, 87. Rezultă srtuaţiile·: · · 

I), a+ b = 87, a - b = 1 li) a+ b = 87, o - b = 3: 

li!). a+b=87, a-b=29 IV). a+b=87, a-b=S7. . . . 

In fiecare din cele patru cazuri cunoaştem suma şi diferenţa celor două numere a şi b. 
Rezultă soluţiile in fiecare caz: · 

I). a = 44, b = 43 ; II). a = 45, b = 42 

III). a= 58, b =· 29; IV). a== 87, b·= O. 

I. 74. Fie A mulţimea. numerelor de· forma. 12y divizibile. cu 12 şi B 
mulţimea munerelor de forma lab divizibile cu 15. 
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a) Să se clete1mine mulţimile .A ~i B. 
b) Să se afle A u B, A n B, A "'-.B, B"'-.A. 

n. a). Deoarece 12y este divi_zibil. cu 12 rezultă cli 1211 este diYi1ibil cu _4 şi cu 3. Din 
<eondi\ia de divizibilitate cu 4 rezultă că 11e {O, ·4, 81. Din condiţia c'c 'divizibilitr1l' cu 3 rezultă 
-că 1 + 2 + y = Af.3 (1) şi cum ye {O, 4, 8} rezultă că y .= O c~lr ,ingura cifră care veri
affoă (1). Deci A= {120}· Deoarece Îab este divizibil cu 15 rezultă călab este diyizibil cu ·5 şi 
-cu :i. Uin condiţia de divizibilitate cu 5 a numărului tab rezultă că be {O, 5f. Dacă b = O rezultă 

-că numărul taO se divide cu :-i pentru _a e !2, 5, 8}. Dacii /; = 5 rezultă că număn1l Ta5 
·se divide cu 3 pentru ae {O, :-i, 6, 9). ·r)cci B = {120,150, lW, 1C5, 185, '165, H5J. 

b). Deoarece A c R rezultă că A u n = B şi A n B = A. De asen:cnea, avem: 
.A - B = O, B"-.:1 = {150, 180, 105, 135, 165, 195}. 

1.75. Arătaţi că diferenţa dintre un număr de trei cifre şi răstW'
rnatul său nu poate fi _pătrat perfect. 

. . ·' , 

B,-Fie N·::;:'abc,unde'a,·b,c slnt cifre şi a>·e.:A,·em: alic - t·ba=·1cma+ 1011:+ C..:.: 
- 100 .c - 10,,.-:,- a :;a; 99a ,- 99c .= .99(~--::- c). Pentru, ca ,expresia 9.11(a - c)-să fie pătrat 

,perfect · ar· t,:ebui ea a - c să fie o, putere irµpară . a lui . .. 11. ceea ce este imposibil deoarece 
~-d<~ . . ... 

I. 76. Să se determine trei cifre a, b, c astfel în cit bca,9, = acb,1>, 
,unde indicii sînt baze de numeraţie, 

I\. Avem: 

92b + 9c + a= 71a + 7c + b 

·sau 
81b + ţie + a·= 49a + 7c + l, 

-sau 2c = 48a - 80b de unde c = 8(3a - 5b). Dar cu·m O ,E;; c ,E;; 6 rezultă c = O, deci 3a = 56 
·şi ţinlnd cont că O .i;;; a .i;;; 6, O .i;;; b ,E;; 6 obţinem b = ·3, a= 5. Deci. 305<•> = 503('1>" 

1.77. Să se demonstreze că dacă printre ultimele trei cifre ale unui 
,număr există_ cifra, 9, atunci nm;nărul nu se .divide cu 125. 

R. Vom folosi următorul 'criteriu·: Uit număr natural este divizibil cu ·pP, JiE· IN dacă şi 
«11umai dacă numărul format cu ultimele p cif:i-e este divizibil cu 5P. 

· Lulnd, .P = a obţinem că un număr, natural este divizibil prin 125, dacă şi numai dacă 
,numărul format din ultimele trei cifre se \mparte exact la 125. Dar numerele formate din_ trei 
,cifre şi divizibile cu 125 slnt OOO, 125, 250, 375, 500,625, 750, 875. Deci, dacă printre ultimele 
·trei ciţre ale _un.ui nu.măr există cifra 9 atunci acel· număr nu se divide cu 125. 

i.7811• La sfîrşitul unui an şcolar, fiecare dintre elevii unei clase 
,au primit cîte o fotografie de la fiecare dintre colegii săi. În .total au fost 
,schimbate 992 fotografii. Oiţi elevi erau în clasă-? 

R. Dacă notăm prin n numărul de ele:vidin dasă,un·elev·a·priniit n-1 fotografii, 
-deq ln, ti;,tal, au fost tehimbate n(n - 1) fotografii. Deci n(n..,.. 1) == 992 == 31 • 32.··Rezultă 
n = 32, deoarece numai unul dintre numerele n ~ 1 şi n este par şi atunci sau n se divide ·cu 

-32 = 25, sau n - 1 se divide cu 32 şi n - 1 şi n slnt consecutive. 

L7911 • . Fiecare din.cei 80 elevi ai unui.colectiv ştiu cel puţin una 
-din limbile franceză şi engleză, Un număr- de·:41.ştiu limb~ franceză, i&r 
'60, limba engleză. Oiţi' dintre ~levi-ştiu-,nu.mai engleza. şi ci.ţi ştiu numai 
~a.nceza, ! Cîţi ştiu ambele limbi! 
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li. Ambe.Ic limbi le ştiu 41 + fiO - 80 = 21 (elevi). ?-:umai franceza o ştiu 41 - ?.1 ==: 

= 20 (elevi), iar engleza o ştiu numai 60 - 21 = 39 .(elevi). 

t801't\ Să se găsească numărul flJ ştiind că: 

6 - (18 - 12) : 6 = [8 - 3 • (9 - 7)] · flJ. 

n. Avem: 

deci Cl'Uaţia UCVÎJ\C 

6 - (18 - 12) : 6 = 6 - 6 : 6 = 6 - 1 = 5, 

8 - 3 • (9 - 7) = 8 - :J • 2 = 8 - 6 = 2 

5 
5 = 2x, de unde x = - • 

2 

1.81 ro. Să se g-J.sească cu cit se modifică produsul a patru numere, 
dacă 1n·imul se mă.1·<'i:te cu jumătatea lui, al doilea se măreşte cu a treia.. 
r,m te <lin d. a,l t1 <'ilrn se mic~oH':17.ă cu a pat1a;"ar~· din el, iar al pa-
tmlea se mit ~01ează cu a tI·eia parte din el. 

n. Fie a, b, '"· d cele patru numere. Numerele devin 

a :'11 b 4b c 3c 
a 1- ·· - = -·-, b + - = - , C - - = - , 

2 2 3 3 4 4 

Iar produsul lor devine : 

3a 4b 3c 2d 
- ·-. -- . - = abcd. 

2 3 4 3 

Deci produsul nu se modifică. 

d 2d 
d--=-• 

3 3 

I.82ro. Într-un săculeţ sînt lO bile albe, 12 bile negre şi 16 bile,, 
roşii. Care este numărul cel mai mic de bile pe care trebuie să-l scoatem,.. 
fără a ne uita în săculeţ,, pentru a. fi siguri că am scos 3 bile de aceeaşi. 
culoaie? De cel 

n. Numărul minim de bile pe care trebuie să-l scoatem din săculeţ pentru a fi siguri-; 
că am scos ::1 bile de aceeaşi culoare este 7, deoarece printre primele 6 putem avea cite două di~ 
fiecare culoare. A şaptea va fi, ln mod cert, de una din cele trei culori. 

I.aax. Suma dintre un număr prim şi un număr natural impar este-
24 735. Să se afle numerele. 

n. Ştim că suma a două numere impare este un număr par. Dacă numărul prim dat, 
ln problcmll este mal mare sau egal cu :i, atunci el este Impar şi ,problema nu este posibili. 
căci 24 735 este impar, Deci numărul prim este 2, iar cel impar este 24 735 - 2 = 24 733. 

1.11411• Mai mulţi elevi şi-au -schimbat, cu ocazia unei intilniri prie
teneşti, fotografii unul cu celălalt, astfel incit fiecare elev a pl'imit cite o. 
fotografie de la fiecare elev. Să se arate că, oricare ar fi numărul elevilo~ 
respectivi, numărul total de fotografii este par. 
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n. Notlnd cu n numărul elevilor, am văzut (v. problema nr. 1.-78 din acest parugraf) că 
ll'lnmi!rul total de fotografii schimbate este n(n - 1), Acest număr, fiind un produs de două 
flttmc:·e naturale consecutive, este lntotdeauna un număr par. 

_ I.85_PO. La o împărţire de numere· naturale se ştie că deîmpărţitul 
-este 5 883,, iar restul 1. 

~) Să- se aflt' împărţitorul şi citul, ştiind că sînt diferite de 1 şi că 
împărţitorul este mai marc decît citul. 

b) Cît;e soluţii ~re problema Y 

R. Polrh·it teoremei lmpărţirii cu rest, D = 1 · C + R, deci. in cazul problemei noastre, 
:5883=/·C-t- t, de unde /·C=5882=2·17·173, A,·em situ:itiile 1=173, C=34, 
1 = 34tî, C = li; I= 2 9,11, C = 2, deci 3 soluţii, 

I.m;ro. a) Dovediţ,i că suma a trei numere naturale consecutive este 
divizibili'i cu 3 ; 

· b) 1n ce caz suma a trei numere naturale con!lecutive este divizibilă, 
-cu 61 

n. a). Fie· a - 1, a, a+ 1 cele trei numere naturale con5ccutive, a;;. 1, Atunci suma 
lor este (a·- 1) + a+ (a+ 1) = 3a, ceea ce dovedeşte că suma lor este un număr divizibil 

,cu 3, 
b). Suma este divizibilă cu 6 clnd a este divizibit cu 2. 

l.87ro. Se consideră numărul de patru cifre N = u '2:J b ( a, b 8Înt C'ifre). 
a) Să se clet,ermine a şi b astfel ca numărul N să fie multiplu de 18; 
h) Si"t se determine a şi b astfel ca N să fie divizibil cu 36. Aceeaşi 

înt1eban, rc·ntrn 72. 
c) Să ~;_~ determine a şi b astfel ca numă,rul N să fie multiplu de 45. 

11. a). 1'umiirul '!\" est.e divizibil cu 18 dacă este cliYizibil şi cu 2 şi cu 9. Aşadar 
J, trebuie să fie număr par şi suma a+ 2 + 3 + b = 5 + a+ b să fie un rtumăr divizibil 
·cu 9, Cum a + /I~ 18 rczult.ă ~au a+ b + 5 = 18, sau a+ /I+ 5 = 9, 1n primul caz rezultă 
a+ b ~-= 1:1 cu ~olu\iile (a, /;)e f(9, 4), (7, 6), (5, 8)}, lti al dcilea caz aYem a+ b = 4 cu solu-
ţiile l"· b)e ;(4, O), (2, 2)}, · 

Aşadar, numerele căutate slnt: 

9234, 7236, 5238; 4230, 22:-12. (1) 

h). Fiinrl rli\·izihil cu 36, X este divizibil cu 18, Dintre numerele din şirul (1) stat 
,divizibile cu ,1 numerele 72:JS, 22:12. Dintre acestea, este divizibil cu 72 numai 2232. 

c). Numărul căutat este 4230. 

UJ811• Se consideră mulţimile: 

A = {1, 2, 3,4}, B = {1, 2}, O= {6, 7}, D = {6, B, 9} . 

.i). Să se afle valoarea de adevăr a următoarelor propoziţii : 

a). 1 e A;· b). 2 e O; c). 6 e O; d). A s;; A; e). A 2 B; f) .A = B. 
ii). Să se afle : 

a)_. 4- u B; b). A u O; c). A n B; d). O n D; e). B n O; 
1:). O - D; g). D- O. 
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n. i). a). Propoziţia este adevărati deci valoarea de adevăr a propoziţiei este 1, căci 
elementul _1 aparţine mulţimii A. b). Valoarea de _adevăr a propQziţlel este O căci elementul 2'. 
nu aparţine lui c. c). Valoarea de adevăr a propoziţiei „6e C" este 1 căci elementul 6 apar-· 
ţine; ln adevăr, lui C. d). Valoarea de adevăr a propoziţiei „A s;; A'' este 1 căci. orice ·mul
ţime este inclusă (nestrict) ln ea lnsăşi. Propoziţia „A c: A", ln schimb, este falsi. e). A include· 
pe B deci valoarea de adevăr a propoziţiei este 1, căci orice element al lui B se găseşte şi· 
ln A. f). Conform definiţiei, două mulţimi slnt egale dacă au aceleaşi elemente. Cum, de
exemplu, 4e A şi 4 f B rezultă că propoziţia „A = B" este falsi, deci valoarea.la de adevăr 
oP,Ste 0. 

ii). Potrivit definiţiei : 

A u B = { x ixe A sau xe B}: 

A n B = I :rlxe A şi xe B}: 

A- B={xlxe „t şi x~B}. 

fn cav.ul nostru : 
n) AU B={l,2,3,4} U {1,2}={1,·2,3,4} 

(elementele comun•.•, t şi 2, se scriu o singură dată), 

bJ An B=/t,2,3,4f n {1,2}={1,2}, 

c) ,l u C. = { 1, 2,.3, 4} u { 6, 7 f = {1, 2, 3, 4, 6, 7}, 

dJ c n D = {6, 7} n {6, 8, 9} = {6}, 

eJ H n C={1,2} n {6,7}=0, 

f) <:- D=/6,7}-{6,8,9f={7}, 

gJ JJ - C = { 6, 8, 9} - { 6, 7} = {8, 9}. 

l.89lf. S:'i, ;m repre7.inte fiecare din următoarele mulţimi scriind ele-
mentele sale între acolade : 

A= {xjxe (N, 2x = 6}; 

B = {xlxe (N, 2x + 1 = 10}; 

O= {xlx e (N, 2x + 1 ~ 8}; 

D = {xJxe (N, x + 1< 7}; 

E = { x Ix e (N*, 3x < 8} ; 

F = {xJxe (Q, 2x __:, 7,25}; 

G_ = { x ix e (Q*, : x = 1} · 
11. Pentru ecuaţia 2.r = 6 avem soluţia x = 6 : 2 = 3, deci A = {3}. Ecuaţia 2x + 

+ 1 = 10 devin~, scăzind ambilor !llembri pe 1, 2x = 10 - 1, deci x ;.,, 9 : 2 = 4,5 rf: 1N deci· 
B = 0. Inecuaţia 2x + 1 :E:; 8 devine 2x :E:; 8 - 1, deci x :E;; 7: 2=3,5. Numerele naturale· 
x cai:c ".erifică inegalitate!' x :E;; 3,5 slnt O, 1, 2, 3, deci c· = {O, 1, 2, ·3}. Inecuaţia x+.1 < i 
se scrie ş1 x < 7 - l , deci D = /0, t, 2, 3, 4, 5}· Inecuaţia 3x<8 se scrie x < 8: 3, x <i 2,(6): 
deci E = {1, 2} 0 Ecuaţia 2x = 7,25 are ca soluţie x = 7,25: 2 = :i,625, 

deci F = {3,625}. Ecuaţia~ • x = 1 are soluţia x = 1 : ~ =_:I_, deci G = {...:...} • 
3 3 2· • 2 
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1.98. Fie A = {1, 2, 3, 4, .... , 150 }, , Să , se preciz;eze trei. eleQiente 
~re aparţin mulţimii şi trei element.e care nu aparţin mulţimii. 

R. Avem, de exemplu, 2, 8, 16e A şi 200, 159, 1 OOO j A. 

1.91. Ca.re din următoarele mulţimi sînt. egale şi care nu sînt! egale : 

.A= {1, 2, 3,4, 5}, B = {2, 1, 3, 5}, C = {5, 1, 3, 4, 2}, 
D = { 5, 1, 3, 2 }. 

R. Avem. A = C, B = D, .A ,;, B, A ,;, D, B. ,;, C. C of, D.• . 

'1~92. Să se determine mulţimea : 

A = {x e (t.l I x este divizor al lui lŞ}. 

R. Divizorii lui 18 slot 1, 2, 3, 6, 9, 18, deci A = {1, 2, 3, 6, 9, 18}. 

1.93. F.ie .A = {1, 2, 3, ... , 54}. Să se determine: 

B:= {xe .A Ix esre multiplu de -6}. 

R. :MuUiplii lui 6, aparţinlnd lui· A, stnt 6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54, deci B == 
IJ =;= {6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54}, 

1.9.t. Să se determine mulţimile : 

M = {xe (t.l!x :-- 2n, ti = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, 

P · ·{xe IN/x = 4m + 6n, m = 1, 2, 3, 11, • -1,.0}. 
R. Avem M = {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20}• ln. ca~ul lui P fie pentru ~ valoarea 

-1. Atunci :i:= 4m + 6(-1) şi: 
pentru m = 1 obţinem :i:= 4· 1 + 6(~1) = 4- 6 = -2tlN: 
pentru m = 2 obţinem :i: = 4 · 2 + 6(-1) = 8 - 6 = 2e 1N 

pentru m = 3 obţinem :i: = 4 ·· 3 + 6(-1) == 12 -··6 = ·6e 1N: 

pentru·n=O vom avea :i:-d:'4m+·6··0=4m şi'1 
pentru m = 1 obţinem :i: ==·'4 • 1 = 4e 1N · · 
pentru m = 2 obţinem :i: = 4 · ·2 = Se 1N 

pentru m = 3 obţinem :i: = .4 · 3 = 12e IN. 
De~i P:":'°' ;{2, 4,' 6, 8, 12}, . . ' .. 

.I.95'r. Să se reprezinte fiecare din următoarele mulţimi scriintl el.e„ 
mentele sale între acolade : 

n. Avem, 

.A= {xlx e 71.., -1 ,.:;; x < 4t; 
B = {xlxe 71.., -3,.:;; x <0}; 
O= {xlx e ]l, -3 ..:;; x ..:;; 3}; 
D = {xja;e :Z, -2 ~ x < 1}. 

A== {-1, O, 1, 2, 3}, B = {-3, -2, -1}, C = {-3, -.2, -1, O, 1, 2, 3}, D = {-2, -1, O}~ 



1.9611• Se consideră mulţimile : 

Â = { ,--2, -3, O, 1}; B = {-2, t}; O= {-4, -5, 5}. 

Să se afle: 

i) A· u B; ii) .A u O ; iii) A n B ; iv) A n O ; v) .A - O. 
R. Avem: 

AU B={-3,-2,0,1}; AU C={-5-4,-3,-2,0,1,5}; An B={-2,0} 

A n. C = 0 ; A - C = { -2, - :3, O, 1 }• 

l.ft7..r. Să se detel'mine mulţimile X şi l', ştiind că sînt înd~plinite 
condiţiile : · 

i).Xu Y={i,2,3,4}; 

ii). X n Y = {2, 3}; 

iii). X - Y = {1}. 

11. Din condiţia iii) rezultă le X şi 1 f. Y, Din condi\ia ii)remltă 2e X, 3e X, 2e Y„ 
3e Y. Cum 4e X u Y şi 4 f/: X. ll Y rezultă sau 4e X, snu 4e Y, respectiv 4 r; X sau 4j Y. 
Nu putem avea 4e X căci ar rezulta 4e X-.}', contrar cu iii), deci 4E Y. Atunci: 

X= {1, 2, 3}, Y = {2, 3, 4}• 

.1.98. Există mulţimea. X care satisface egalitatea. : 

X u {1, 2} = {1, 2, 4} 7 
Mnţimea {1, 2, 5} satisface condiţia 7 Dar mulţimea. {1, 4} ! Cîte, 

mulţimi .X satisfac condiţia.! 

li. Mulţimea {1, 2, 5} nu satisface relalia din enunt căci: 
... ; . . . 
' {1, 2, 5} U {1, 2, = {t, 2, 5} ,f, {1, 2, '}· 

ln schimb, muHimea {t, 4} satisface relalia, Mulţimile X care satisfac relaţia slnt {4},
{1, 4 ', {2, 4 ., ! t, 2, 4i, deci, ln total, 4 mul!imi căci din relaţia dată rezultă ln mod necear 
4e X, c_ltncnlele- 1 şi 2 putlnd aparline sau nu lui X. 

1.99M. Ştim că A = B n ..:1 şi B = A n B. Mulţimile A şi Bau el& 
mente comune f Au şi elemente necomun~! Consideiaţi un exemplu. 

n. Evident, .4 n n = R n A deci A = n. Rispunsul la prima lntftbare este, deci„ 
afirmativ, iar la a doua negali\', Cuusiderind, de pildă, A= {1, 5}, lJ = i2, 7;, vedem ci nu, 
le verifică relaţiile, 

1.100. Fit~ mulţimile: 

A = {1, 3, 5, 7}, B = {2, 4, 8, 9}. 

Care din m·mătoa,:eJe afirmaţii : 
a) 3e A şi 5e B; b). le .A sau 2e B; c). 91o: A şi 3e B; d) .. 

4 ~ A sau 5 e lJ, sînt ade-\·ăla.te ! 

26 



R. a). Afirmaţia este flllsi cilcl 5 I B; b). Afirmaţia este adevărati clei, de ex,mphl, 
"tt! A; e). Afirmaţia este falsi clei 9 I A; d). Afirmaţia este adevin.ti clei, de cx"mp1u, 
-4,A, • 

"J.UH. Să, se calculeie;·1>15 u D18; D1ţu D80, D'&J -D,,,., unde B„ r&:-, 
_prezintă mulţimea diTizorilor natuiali a.i lui a e IN*. 

-deci: 

n. Avem: 

Dr5 - {t, 3, 5, 15}, D11 = {1, 2, 3, 6, 9, 18}, 

Du = { 1, 2, 3, 4, 6, 12, 24}, /J31 = { 1, 2, 3, 5, 6; 10, 1S, 30}, 

D_. = {1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36} 

D15 U D11 = {1, 2, 3, 5, 6, 9, 15. 18:, 

Dtt U Dat = { 1, 2, :1, 4, 5, 6, JO, 12, 15, 24, 30} 

D11 - D21 = {9, 18, 36J. 

1.102. Fie A= {ae INI (a, 15)* = 3, a< 20}, 
.B = A - {ae INI [a, 9]• = 18}. 

Să se determine B. 

li, Numerele a cu proprietatea (a, 15)• = 3 slnt acelea c.-are se divid la 3 şi m1 Ml divid 
111 5. Acestea slnt 3, 6, 9, 12. 18, dacă punem condiţia a < :!O. l>eci A = J 3, 6, 9, 12. 18f. 
Numerele naturale a care satisfac [a, 9)• = 18 stnt 2, 6, 1S. IJeci l:J = { 3, 6, 9, 12, 181 -
- {2, 6, 18j = {3, 9, 12}-

1.103. Fie a e (N*. Sil 80 determine: 

{xjxelN, x:.;; a} n {xlxelN, :v ;;i,a}. 

R. Dacii IE ; :r lxe IN, x ~ a} n { xl:re IN,.:a:;;.,, a} rezultă I :!i; a, I ;.,, a, deci I= a; deci : 

{.:a:lxE CN, .:a:~ a, n {.:a:(.:a:e IN, .:a:;;.,. a;.= ,a}. 

1.1M. Fie P multimm triunghiurilor, .A mulţim~ trilmghiuril,,r 
..:lr~ptm1~hi('t•, /J mulţimea tt·iunghiurilor e('hilate1ale, C mulţimea tliuu-
gliim iJor iH.Jl<(·t•lt•. tar<' dintre I"elaţiiJe: · 

a). A u B u O= P; b). A n B=C; c). C n B = C 
t1înt aucvărate ! 

11. a")· Relaţia 1111 este adc.vărată căci, de exemplu, un lriun!!hi oart>care c:,re m, e~te 
nici iscH'el, nici dreptunghic nu este ln .1 u /J U G: b). Hcla\ia este fahii ciici 1m triun;Ju rtn,pt

,onghic nu este intotdeauna isoscel c). Helaţia este adevărată, căci orice triunhbi echil„teml 
~ste, în particular, ihoscel. . 

1.10:i. Să se ,h•te1 mine mulţimile A şi B ştiind că : 

A u B = {I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, 
A n lJ = {4, 6, 9} 
A u {3, 4, 5} = {I, 3, 4, 5, 6, 8, 9} 
Bu {4, 8} = {2, 3, 4, 5, 6, 7,81 9}. 
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CAPITOl,UL n 

'ltAPOARTE Ş:( ·PROPORŢ;II 

1: 
4 

11;1. Verificaţi care din.tre rapoartele , : ;- . : _; 

·2 
formează proporţii cu raportul - . 

3 
2 • . . e· n. a) - =- este o proporţie, deoarece 2;6 =·4·3·; 6·3 + 6•2, deci~ nu for-
3 6 - 6 . 

2 8 1 . 2 1 
mează proporţii cu raportul - . La fel- şi -. -.-

. · ·. 3 . 12 1,5: 
formează proporţii cu raportul _. ·-. iar-

3 4 

. ·2 
nu formează pr-opoi'ţii cu -· ,. 

3 

11.2. Numerele 3; 15; 9; 5 pot forma o proporţie! Dar numerele t 
. . . . 1 

a). 3; 0,(6); 2; 1. b). 2; 3; l; 1~5. c). 2; 3;' 8; 9. d). 1, 6, 2 , 3~ 

3 5 
n. Da,· pentru că 3 .15 == 9·5, deei, .formează, de exemplu, proporţia·: - = -; 

9 15 

3 1 
a) Avem 3·0,(6) = 2·1, deci există, de exemplu, proporţia - = -- ; b) Există, de exem-
. · · 2 0,(6) · 

1 

2 1 1 2 3 
piu, preporţia: - = - ; c) Nu. d) - •6 - 1 ·3 avem deci - = - , 

3 1,5 2 7 ' t 6 

ll.3. Există y şi (lJ astfel incit: 

a). ~ .:..-~ ; b). u; Y c}. ~- · . .JL T 
7 y 6=8; (I} 4 

Daţi exemple. 

R. a) Da, de exemplu : x = 10 şi y = 14.; b) Da, x = 3 şi y = 4 ; c) x. = 2 şi y = 6i 
fi altele. · 

II.~. Există (I} astfel incit : ~ = 0•·5 ? Sînt mai multe valori ale-
. 0,2 0,1 

lui (lJ care .verifică egalitatea dată 7 
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R. Da, x ~ 1 şi este unic. ·,, 
11.5. Aflaţi x din: 

3 .; 4 b) "1 . X . ). 5: 1 
a). -:;-,- = - ; . - = - ; C • - = ; 

lf X 1 2 X 

~ t' . ,.. . on 
d}. _.., "::;::____!:...., 

O 5 . O Ol·' '. ' 2-

e).. 
.1 o 

f). 
5 X 

g). 
1 5 

-=- ; -=-- T-:-;t 1 X 7 0,2 
3 5 

h). 
X 3 -,-3:3 .. &-5 - 3:,5 X - 1). . - •.. 

10-10: 10 6 4.3 6 
1 

j). 
2a.3t .~·3 2 -2 

k). 
5 {I) -- . ·-- = ~-

32.~2 0,37 ( 2 . X 
3 2 3- +3-,5) 

l). 
8-2 - 2.3 4 

m). 
13,2 - 5(0 + 1) 8,2 

- ; =--• 
X 8-23 .- 3.4 8 (1) 

R. a) Aplicind proprie~atea fundamentală a proporţiil~r, ollţinem : 
4,5 

x=-·, 
3 

x= 

. 1·2 0,5·0,2·" = 6,(6); b) x = -·-, x = 4; c) x == 5; d) x= --- , x = 10; e) Nu există x cu această 
1 0,01 

2 

1 O 02!5 
proprietate, r1e11arece 1, x = O· - implică x = O, dar - nu există. f) .:,;,=; -'-, x = 

3 O · 7 

1 . (10 -10 :10)(3 - 3 :3) (10 -1)(3 -1) .. = - ; g) X = 1 ; h) X = 6 , X = . . ,6 . . . • , X = 3 ; 1) x= . 7 . . 

6(8·5 - 3•5) 75 32 -22 ·5·32 ·2 
.==-----, x= - ; j)x=-----, x=5;k)x=10; l)x=430;m)x=Ş. 

3•4 6. 2 3 ·3' 

IM;. Determinaţi :numereJe raţionale (1), y şti.md că (1) + y = 10 

şi că.!!._=.J!.._· 
3 5 

R. Aplicăm proprietatea fundamentală a şirului de rapoarte egale. Obţinem: 

X y X + y 10 5 X 5 15 Y f> 
·-·- =.- = ---·- = - = - Din - = - rezultă x = - iar din - = - rezul• 

3 5 :J+5 8 4 3 4 4 5 4 

25 
tă y = -- . 

4 

11.7. Fie şirul de rapoarte 

nume.rele 1·aţionale (I), y, :a ştiind 

(I} '!I !3 
egale:-·=-=-. 

3 4 5 
D.eterminaţi 

că a, + y + z = .24. 
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X y t X+ U +? 24 n. A:v~m : - = - = - =a: · = - = 2, de 11ade ft'~ultti x = 6, y = S, 
:J 4 5 3 + 4 . + 5 12 

I= HI 

+ y = 70; b). z - tl = 4. 

X y :t+ y n. a) Avem, din primele doml rapoarte: - = - = --- = 10, deci x=50, y = 
5 2 7 

= 20 ,: : = 60. 

z y z-y . 
b) ·- = - = - · - = 1, deci Z = 6, y = 2 Şi X = 5. 

O 2· 4 

11.9. Detdminaţi a1, y, :: ştiind că: 2;:r: + 3y + 4z = 100 şi că. 

ll. Amplificăm primul raport cu.2, al doilea cu 3, al treilea cu 4 şi aplicăm proprietatea 

2x 3y 4z 2x + 3y + 4: 100 x 
fundamentală. Obţ,inem : - = - = - ... ------ = - = 50, de unde : - = 

0,2 0,6 1,2 0,2 + 0,6 + 1,2 2 0,1 

y z • 
= 50, deci. x = 5, - = 50, deci y =10 fi - = 50, deci z = 15. 

0,2 0,3 

II.H11 • Se ştie · că : 
w 2 
-=-
y 3 

Calculaţi : 2x 
2.:v+3y 

R. lnmulţim rapoartele cu 2/3 şi apoi adunăm numărătorii la numitori. Obţinem : 

2x 4 2x 4 2x 
si,·=9' 2x+3y = 4+9, deci: 2.i:+3g =13· 

li.I 1 PD. Determinaţi numerele w, y, z ştiind că : 

li) + y + z = 45 ,· ~ = JL 11i JL = .. z - • 
2 3 ~ 6 8 ' 

„ z • y z 
R. Avem - = - echivalent cu - = - şi tmprcună cu proporţia din ipotezl 

6 8 3 4 

a: u bt" · i d art I x Y z ă • r r · · t t 2 = 3 , o mem şiru e rapo e egn e 2 = 3 = 4 c ru1a I ap 1cam propne a ea 

fundamentală. Rezultă x = 10, y = 15, z = 20. 
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1). Determinaţi k şi p astfel încît să avem : 

3J !I z 
&' k:·=·f· 

2). Pe:ntrn k = 12 şi p = 15, determinaţi x, y, z ştiind că: 

a). X + !J + Z = 70. 

b). ~tt,~+z21F=433,.,-.,. trr,·: 

% y ;i;,,. .11 % 
R. 1) Din - := - n:zultă -.-. = - -. , dec, k =. 12. La fel dm .- = - rezullA 

··•,,2,·, ,5;,. ,•,:q &,,.,-.lj;.I, ...... ··. ..,. ! 4 5 

„ z 
-. -. · = -:-., de unde p = 15. 12 15 . . 

2) a) Dl·n· ş,·rul •• -3..• = _!!__ = ~ = z + U + z 70 ·2 lt" 16 - -- = rezu " z = , U = 
8 12 15 8 + 12 + 15 35 

x a ( x ) 2 ( a )l =.24 şi z = 30. b) Dacii - = - , atunci - = - şi apliclnd acest rezultat obţi-
i/ b y b 

x1 11• :1 x•+11•+z1 . 
llt'm: -=-=-=-=------=1, de unde x1 =64, ad1c1i x=8 şi y= 

.61 144 225 64 + 1-.1 + 22J 

= 12 ... z = ·~·.· 
11.13. Detem1inaţi latmile unui triunghi cu perimetrul 24, ştiind 

că sint proporţionale cu 3, 4, 5. 

:r g I % + I/ + Z 24 
R. A,•em - = - = - = ----- = - = 2, deci :r = 6, .y = 8. şi z = 10. 

3 .4 5 12 12 

11.U. Ot~tcrminaţ,i numerele x, y, z ştiind C'ă suma lor este 4i ~i 
că sînt inve1·s proporţio~e cu numerele 3, 4, i;. 

z y z z+y+z 
R. Avem: - =-=-=------

1 I I 1 1 1 -+-+-· 
3 4 5 3 4 5 

deci s = 20, O = 1 :i şf z = 12. 

11.1:i. Aflati x pozitiv din: 

47 ·- · = 60, :r 
(jJ 

) 5 _ 3: • b) 0,-1 _ X • ) .. .T, _ 1,6() a. - , . - , c. - . 
fXl 20 X 0,9 1,21 3J 

ii. IIJ :\\'CID xi= 100, x = 10 b). x = 0,6; c) x = 1,43. 
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CAPITOLUL III. 

OPERAŢII CU 'NUMERE INTREGI ŞI RAŢIONALE 

§. 1. Numere întregi. Operaţii eu numere lntregi. 

111.1.1. Sit se stabilească dacit următoarele egalităţi sint adevărate 1 

a.) -1 = 2 - 1; b) -1 = c-1)2 ; c) 02 =o; d) 1 = c-1) 2 ; 

e)-2=2.; f.).j.-,-21=2I g)a2 =a3,ae7l; h)3x=2~,xe7l·; . 
i) 101 = O· J0 ) ~=_!.. 

·'.. 3 9 ' 
k) ~=_!_. 

10 8 ' 
l' -1. = + 1. 
J -2. +2' 

o o 
m)- = - ·,. n) 6 · 6.= ( - 6) · ( -6) ; 3 4 ,. · 

a a2 
o) -=-. b# O, a,.be7l. 

b b2 , 

n. Slnt adevărate egalităţile : c) : d) (căci (-1)2 = (-1) ( -1) = 1) ; f) ; g) pentru 
a= 1 sau a= O; h) pentru x =O; i); k); I); m); n); o) pentru a= b sau a=O. 

111.t.2. Sit.se. ;Stabilească valoarea de adevăr a următoarelor propo
ziţii: 

a)l,p(-1)2 ; b) 1-21=1+21; c) 1-31>-3; d) 4->-4; 

a 
e) 4 = 4; f) a2 ,p a, a e 7l; g) - = 1, a, b e Z, b 'F O) ; h) lab I = 

b 

=lallbl, (V)a,be7l; i) 1-41>131; j) a2 >0, ae Z; k) 6+J-61= 

=0; I) 5+(1-5.1)~0; m) 32 #(-3)~; n) -(,-6)=6; 

o) (t + b = b + a, ·(V) a,b e 7l; p) (a+ b) + c = a+ (b + c), 

(V) a, b, ce 7l; q) ab = bd, (V) a, b e· 7l; r) (ab)c = a(bc), (V) a, 6,.ce"ll,. 

a. Asociind valoarea de adevăr 1 unei propoziţii adevărate şi valoarea de adevăr O unei 
propozilii false vom avea a) o·; b) 1 ; c) 1 : d) O: c) 1; f) l pentru a = O sau a= 1 şi O pentru 
ae 71. - {O, 1}; g) O pentru a "'F b şi 1 pentru a = b; h) 1 : i) 1 ; j) O pentru a = (,) ş~! pentru 
ae 71.- {O} ; k) O ; I) 1 ; m) O ; n) 1 ; o) 1 ; p) 1 : q)_ 1 ; r) 1. 
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111.t.3. Să se efectueze : 

a.) 15 -t 8; lt) 6 + 237; c) - 7 + (- 69); d) g + ( - i); 

e) -a21 +(-•2), aeZ;. f) 1-61 +6; g)·la2 1 +l-a2 1, ae7l; 

ll)~ + {- _!.) ; i) - ~ + 2• , a, b e (Q; j) - a + 2a, • e 7l; 
•3 3 b 2~ 

k) 3a; + ( - 2a:), a; e G; I) 1081 a + ( - 2il a), ae(Q. 

R. Avem: a) 23; lt) 243; c) - 76; d) O; e) -2a2 ; f} 12; g) 2•8 ; h) O; i) O; j) af 
k) z; I} HO a. 

111.t.4. Să se scrie opusul pentru fiecare din numerele în.tregi: 

a.) O; b) G; c) •, a e z; d) 2a + ( ~ 3a), a e 7l; e) ( - 1)2 ; 

f)(-a;)3, xeZ; g) 1-21; h) l~--·2•1 +1-3•1, ae7l. 
R. Opusul, pentru fiecare caz ; este : a) O ; b) - 6 ; c) - a ; d) a, cici 2a + (-3a)= 

= - a); e) - 1, cici (-1)2 = 1; f) x3, clei (-z)Ş = - .t:3 ; &) -2, cllcil -21 = 2; li) - 5 lal, 
cici I - 2al + I -3•1 = 51 •I. 

111.t.5. Să se efectueze: 

a.) -5 -3; b) -5 - (-2); c) 17 - ( +8); d) -3a; - 2a;; 

e) - 211-:- (- 7a); f) 1- 21 - 1- 3 I; g) - (2 + 3) - (5 - 3); 

h) (- a3 ) - (- a)3 , a e Z; i) O - 2. 

R. Avem : a) - 8 ; b) - 3 ; c) 9 ; d) - 5.2: ; e) 5 • ; f) - 1 ; g) - 7 ; li) O ; ij - 2. 

111.1.8. Să se desfacă parantezele în exerciţiile: 

a) - (- 6); b) + (- 61); c) - ( + 32); d) + ( + 48); e) - 1 -

-(- 2 - 3); f) 3 + (- 2 + 5); g) - 6 + (7 - 8); h) - (- 2a -t 
+ 3a) + ( - 2a - 3a); i) - (a;2 + 3x2) - ( - 2a;2 - 5a;2 ) •. 

R. Avem: a) 6; lt) - 61; c) - 32 ;.d} + 48; e) -1 + 2 + 3; f) 3 - 2 + 5; g) - 6+ 
+ 7 - 8; h) 2a - 3a - 2a - 3a; l) - zi - ax•+ 2x1 + 5r. 

111.1.7. Să se desfacă parantezele în exerciţiile: 

a) 2 - (3 - (- 5 + 7) - (- 2 - 3)]; b) 2 + { - 3 - 5 - (- 6 - 8)]}; 

c) - ( - 6 - 7) - [- 6 - ( - 5 - 3)]. 

R. Avem: 
a) 2 - (3 - ( -5 + 7) - ( -2 - 3)] = 2 - (3 + 5 - 7+ 2 + 3) = 2 - 3 - 5 + 7 -

-2-3; 
b) 2 + { - 3 - (5 - (6 - 8)1} = 2 + ( -3 - (5 - 6 + R)) = 2 + -3 - 6 + li - 8 

=2-3-5+6-8; 
c) -(- 6 - 7) - [- 6 - (- 5 - 3)] = i + 7 - (-6 + 5 + 3) =i + 7 + 6 - 5- S. 
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111.1.8. Sli. se efectueze: 

a.) 6·(-3); b) 0·(-_5); c) 0,0; d) a-o, aez; e) (-5)·{-3); 

f) (+ 5)·(+ 7); g) (- 5)·(+ 9); h) (-1)·(+ 3)·(- i); 

i) C - 5) • C - 2) • ( - 3). 

ll, Avem rezultatele: a) - 18; b) O; c) O; d) O; e) il.5; f} 35; g) - 45; h) il.8; i) -' 30. 

111.1.9. i} Să. se verifice proprietatea. de comutativitate a adunării 
numerelor întregi pe exemplele ; 

a,) 2 + 8 = 8 + 2; b) (- 3) + (- 5) = (- 5) + (- 3); c} ( + 6) -t 
+(-18} = (-18} + (+6}; d) (-274)+(+356}=(+356)+(-2U}; 

e} 2a·+ ( - 3b) = (- 3b} + 2a, a, b E: '1/.; 
ii) Să se verifice proprietatea de asociativitate a adunării numerelor 

întregi pe exemplele : 

a) ( - 2) + [( - 3) + ( + 5}] = [( - 2) + ( - 3)] + ( + 5); 

b) ( + 243} + [(- 6) + (- 18}] = [( + 243} + (- 6}] + (-18); 

c) (- 6) + [(- 8) + (-18}] = [(- 6) + (- 8}] + (-18}; 

d) ( + 3) + [( + 5) + ( + 702)] = [( + 3) + ( + 5)] + ( + 702}; ,. 
e} (-3a) + C(=-5a) +(+6a)] =[(-3a)+(-5a)J+(+6a),ae7l; 

f) (-7b} + [( +5c} + ( -3a}] = [(-7b) + ( +5c}J + (-3a); 
a, b, CE 7l, 

iii) Să se verifice proprietatea de comutativitate a înmulţirii nume
relor întregi pe exemplele: 

a) ( - 6) · ( + 9) = ( + 9) · ( - 6); b} ( + 3) · ( + 7) = ( + 7) · ( +3); 

c) O· 5 = 5 · O; d) (15) · ( - 204) = ( - 204) · ( 15); e) ( + 3a), 

·(-5b)=(-5b)(+3a), a,bE]l; 

iv) Să. se verifice proprietatea de asociativitate a înmulţirii nume-
relor întregi pe exemplele : 

a) (-3)· [(-5)·(+2)] = [(~3)·(-5)]·(+2); 

b) (+ 18) · [(+ 62) · (34)] = [(+ 18) · (+ 62)] · (34); 

c) ( -62) · [( -324) · ( -421)] = [(-62) · ( -324)] · (-421); 

d) (+3a)·[(-4b)·(+5c)J= [(+3a)·(-4b)]·(+5c),a,b, ce7l; 

v) Să se verifice proprietatea. de distributivitate a înmulţirii faţă. 
de adunarea. numerelor întregi pe exemplele: 

a) (- 3) · [( + 6) + (- 15)] = (- 3) • ( + 6) + (- 3) • (-15); 
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b) ( + 18) · [( - 6) + ( + 17)] = ( + 18) · ( - 6) + ( + 18) • ( + 17) ; 
c) (- 3a) · [(- 5b) + ( + 6c)] = (- 3a) · (- 5b) + (- 3a) · ( + 6o), 

«, fi, CE 7l; 
vi) 81 i-e verifice proprietatea de distributivitate a înmulţirii 

faţă de sc.1derea. numerelor întregi pe exemplele:-

a) (- 2) · [(- 6) - (- 4)J = (- 2) · (- 6) - (- 2) • (- 4); 
b) ( + 243) • [(- 8) - (-12)] = (-+ 243) · (- 8) - ( + 243) · (-12) ; 
c) ( + 6) · [( + 3) - ( + 18)] = ( + 6) · ( + 3) - ( + 6) · ( + 18); 
d) (-2)·[(-t-3a)-(-5b)]=(-2)·(+3a)-(-2)·(-5b),a,be7l. 

R. Efectulnd calculele, egalitătile de la punctele i) - vi) rezultă imediat. 

111.1.18. Să se scoJ.tă factorul comun în exerciţîile: 

a) (-2) .. (+8)-(-2)·(+7); b) (+15)·(-16)+(-17)·(-16); 

e) (+a)·(-2)-(-b)·{-2); d) (-a;)(-3) +(-:.u)(+5), ~ez. 
fi. Avem: 
a) (-2)·(+8)-(-2)·(+7) = {-2) ((+8) -(+7)1: 
b) ( + 15) · ( -10) + ( -17) • ( -16) = [( + 15) + (-17)] · (-16) ; 
c) (+a)· (-2) - (-b) · (-2) = ((+a) - (-b)J · (-2); 
fli) (-x) · (-:3) + (-x)"( + 5) = (-x) · ((-3) + ( + 5)]. 

IIl.t.tt. Să. se efectueze: 

a) 2 · 3 + 5; b) 2 · 3 + 5 · 18; c) ( - 2) · ( - 3) + ( + 6) · (- 9); 

d) ( -2) · ( - 3)- · ( - 5) + ( + 6) · ( + 8) • ( - 9); e) ( - 16) · ( + 7) + ( - 5) • 

•(-3)·0; f) (-2)·[(+3)·(-5)+(-4)·(+3)]; g) (+7)•(-6)[0· 

• ( - 5)(- 3) + ( - 3) · ( + 2)] + (- 7i; h) {1 + 2 · [1 - (- 2) · (- 3))} • 

· ( -10); i) 6 · [( - 3) + ( -7) - ( -9)(-2)] · [( -5) · (-3) + ( -13)]; 

j) (-8)·(-7)·(-6)·(-5)·(-4)·(-3)·(-2)·(-1) ·0; k) (-3) + 

+ ( -5) · ( +2) - (.:-3) · ( -4) [( +3) · ( -5) + (-7) · 2]; 1) (-10)[10 -

-(-10)]; m) 6+{6+[6+6(+2·3)]}; n) (-1)·(-1)·(-1)+ 

+ ( - 1) · ( - 1) · ( - 1) · ( - 1); o) 5 · O + ( - 5) · O. 

R. Avem rezultatele: a) 11; b) 96: c) - 48: d) - 46~; e) - 112; f) 541 
g) 245 ; h) 90; i) -336; j) O ; k) 335 ; I) O ; m) 54; n) O ; o) O. 

111.1.12. Să se efectueze: 

a) 56 :7; b) O :3; c) ( - 4) :(-1); d) \ + 5) :(- 5); e) (-18) = 

:( -t- 3); f) 16 : ( - 8); g) 26 : ( + 13). 

R. Avem: a) 8: b) O; c) 4: d) -1: e) -6; f) -2; g) 2. 
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.111.1.13. Să se efectueze: 

a.) (-3483) : ( +27); b) (-19474): (-749); c) ( 41708974): (-3249); 

d) ( +144) : ( +12); e) ( +1001) : [( -11) · ( -13)]. 

IL Avem: a) -129; b) 26; c) - 526; d) 12; e) 7. 

Ill.1.H. Să se efectueze: 

a) 2 · {3 + (-5) · [6 : (-2) + 1]} + 5 · [(-6) · (-7) : (-3) +2]; 

b) 24: {[30 + (-6) · (-5)]: 60 + 2} + 15: [(-3) · (-1)]; 

c) 16: 2: 8 + (-6): (-2): (-1) + (-7) · (-8) + 3 · (-5): 15; 

d) (-10) · [4 + 4 · (10 + (10: 5)] + 7 · (-6): [21-(5 + 2}]. 

R. Avc-m: 
a) 2·{3+ ( -5)· [6: (-2) +11}+ 5· [(-6)·(-7) :(-3)+2] =2· [3+(-5)·(-3+ 

+1)]+5·(-14+2) = 2·[3+(-5)·(-2)] + 5· (-12)=2·(3+10)-60=2·13-
-60 = 26-60 = - 34; 

b) 24 :{ [30 + (-6) · (-5)]: 60+2} + 15: [(-3) · (-1)] = 24: [(30 +30): 60 + 21 + 
+ 15 : 3 = 24 : (60 : 60 + 2) + 5 = 24 : (1 + 2) + 5 = 24 : 3 + 5 = 8 + 5 = 13 ; 

c) 16 : 2 : 8 + (-6) : (-2) : (-1) + (-7) · (-8) + 3 · (-5) : 15 = 8: 8 + 3 : (-1) + 
+ 56 + (-15): 15 = 1 - 3 + 56 -1 = 53; 

d) (-10)· [4+ 4·(10 + 10 :5)]+ 7· (-6): [21-(5+ 2)) = (-10)· [4+ 4·(10+ 
+2)]+ 7·(-6): (21 - 7) = (-10)· (4+ 4· 12) + (-42): 14 = (-10)· (4+ 48) -3 = 
= ( -10) · ( + 52) - 3 = - 520 - 3 = - 523. 

111.1.15. Să se efectueze : 

a) 04 ; b) 0", ne D',1*; c) ( -1)'; d} (-1)2", ne D',1*; e) 4°; f) (-5)0 ; 

g) (-1)2"-1 ; h) (-2)6 ; i) (-3)5 ; j) (3 · 8) 0 ; k) (a· b} 0 , a, b e 71.*, 
R. Deoarece, potrivit definiţiei, a"= a • a . .. a, ne IN*, ae 71. şi a• = 1, avem c a) O; 

nori 
b) O ; c) 1 ; d) 1 ; e) 1 ; f) 1 ; g) - 1 ; h) 64 ; i) - 243 ; j) 1 ; k) 1. 

III. 1. 16. Să se serie rezultatul sub formă de putere : 

a) (-4) 0 • ( -4) 0 ; b) ( -3)'- (-3)7; c) ( +4)9 • ( +4)11 ; d) (-a)0 • 

, (-a)6, a e 71.*; e) (-x) 9 • (-x)26, x e 7l.; f) (-3)1 • (-3)2 • (-3) 3 ; 

g) ( -5)9 • ( -5)6 ; h) 3a • 3 2a, a e D',I. 

R. Deoarece a". am= an+m, (V) m, nEIN, ae 71. * rezultă: a) (-4) 0 ; b) (-3)11; e) 
( + 4) so; d) (- a)•; e) (- x)35 ; f) (-3)6 ; g) (- 5)1S; h) 3aa. 
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111.1.17. Să se scrie sub formă de putere: 

a} (04) 5 ; b) [(-3)6] 0 ; c} [(-5)8]9; d) [( +6)5]7; e) [(-c)5]3; 

f) [(-2)"]2 j g} (3")b j h} [( +l)"]b CU a, b E D',i*, CE 7l., 



R. Deoarece (am)•= afli·•, r,/) a e z•, m, ne IN, rezultA:. a) O 20; I:>) (-3)0 i 
~ (- 5)72 ; d)( + 6)36; e) (-c)ll; f) (- 2)1!11; g) 3"·"; h)l"·". 

111.1.18. Să. se scrie sub formlt de produs de puteri: 

a) (0·0) 3 ; b) [(-l)·(-1)]5 ; c) [(-3)·(+2)]7; d) [(-6)·(-7)]"; 

a e IN; e) [(-a)· (-b)]e, a, _b e_7l; f) [(-8) · (-5)]0 ; g) [(-3) · (+a)]" 

a c 7l, b e IN*. 

R. Deoarece (a·b}"= a"·b", (V) a, be 7l., ne IN*, avem: a) 03 ·08 ; b)(-1)5 ·(-)&; 
e) (-3)5 ·(,-2)7 ; d) (-6)"·(-7)11 ; e) (-a)'·(-b)1 ; f) (-8)"·(-5)9; g) (-3)"·(+a)". 

111.1.19. Să se scrie .sub formă de putere: 

a) (-1)6 : (-1) 3 ; b) (+2)9 : (+2)5; c) (-5)2·11 : (-5)", a e [N; 

d) (2 • 3)8 : (2 · 3)6 ; e) a9 : a5, a e 7l. 

R. Deoarece am.: a•= am-•, (y) aE7l.* m, ne IN, m > n, rezultă: a) (-t)Ş; b) (+ 2)') 
e) (-5)11 ; d; (2 · 3)2 ; e)a'. 

111.1.20. Să, se scrie sub formă. de putere: 

a) 23. 25. 2s; b) [(-,-3)7: (-3)2]5; c) (166. 164)3: (165: 162); 

d) [(a4· a 7) : a5] 6, a e 7l*; e) [(-7)" · (-7)bJ, a, b, oe [N; f) (a"· ac)"~ 

a E ]l, b, o, de [N; g) (a": aml, a e 7l*, m, n, k e IN, n > m. 

R. Avem : a) ~11 ; b) (-3)15 ; c) 1617 ; d) a 31 ; e) (- 7)Ca+b)c; f) a<b+c)·4; g) a<a-m).t 

111.1.21. Slt se efectueze: 

a.) 23 +8; b) (-1)3·(-1)5 +6°; c) [(+2)·3·(-5)+8·(-2)]6 : 

, [(+5) · (-3) - (-6) · (+9) + (-1)· (7) · (-1)]4·; d) [(22)2]2; e) (530 • 

·520)40 - (-5)60· (-5)4o· (-5)30· (-5)70; f) [2· (-3)]6 + [9· (-4)]3; 

g) [320 : (-3)16]5 : 311; h) [a7. ( -a)5]3 + [(-a) 3. (-a)15JI. 

R. Avem : a) 16 : b) 2 ; c) 2116 ; d) 256 ; e) O ; f) O ; g) 9 ; h) O. 

111.1.22. Sit se precizeze care din inegalităţile: 

a.) 2 ~ O; b) a ,E; b, a, b e 7l; c) 3 ~ 3; d) 5 < 9; e) a2 > a, a e z -
- {O, 1}; f) 2 8 < 33• 

sînt stricte. 
R. Slnt stricte lnegalitlţi1e d), e), I), 
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!H.1.23. ~'le a, b c ]l. Ce se poate ~.pur.e despre a şi b dacă a.: 6 
Ş.i lJ ~ CI Î 

11, Numerele a şi b slnt egale. 

111.1.24. Care numero întregi a satisfac inegalitatea. a2 ~ a f 

n. Nu există nici un număr strict negativ a cu proprietatea dll\ 0!1.Unţ căci rr >0, 111 < O 
şi i1~cg,1lit:1tc nu poate avea loc (un număr s,trict pozitiv nu poate fi ma, mic dectt un numir 
strict 11<•;.:aliv). \'erifică a= O şi, de asemenea, a= 1. Pentni a ;;i,. 2 se oln,ervi. că e1:1 > a,ded 
singureic numere lulregi care verifică relaţia a2 ~ a stnt O şi 1. 

111.1.25. Pentru ce valori ale lui m, n, p E 8'1, numărul 1 

...!:_(-1)"' +2-(-1)"+_!_(-l)• 
2 3 6 

este întreg t 

, B, Se ştie că dacă m este par atunci (-t)• =:= 1, iar daci m eate impar, (-1)111 == - t. 
Trebuie, aşa clar, să cercetăm toate modurile de a alege semnele+ fi - la q,i fel tnclt auma a 

1 1 1 
±-±-±-

2 3 6 

să fie un număr întreg. Vcrificlnd toate variantele posibile găsim 

1 t 1 1 1 1 
--------1· -----=li 

2 3 6 '2 3 S 

deci avem cazurile : 
~1) m, n, p pare; b) m, impar, n şi p pare; c) m, n, p imrare ; c) m par, n şi p Impare. 

IH.1.26 P0 • Să. se găsească toate perechile (a, b) de numere întregi: 
cu }):?'•Jprietate:1 că. sumai lor este egală cu produsul lor. 

n. O astfel de pereche este, desigur, (O, O). Dacă a = O, din a+ I, = ab rezultă I,= O. 
Fie, deci, a =,, O, b =I' O. Atunci a = ab - b = b (a - 1) şi, de asemenea, b = a (6 - 1). 
Se observă că nu putem avea a = 1 căci nr rezulta a= O, absurd (şi nici I,= 1). Dar a şi a - I 
sh:t numere întregi con~ecutive şi nu ou nici un divizor co:nun (dacă ar avea, acest divizor ar 
trebui să dividă şi pe a-(a-1)=1), deci din a=b(a-1) rezultă ai b. Analog se arată ci b I a. 
Veci sou u = b, sau a = -b. Docu a = b rezultă a2 = 2a, adică a = 2 (cazul a = O l-am 
analizat, iar dacă a = - b alunei ab = O, deci sau a = O sau b = O, cazuri analizate anterior), 

Aşadai·, singurele perechi (a, b) care satisfac enunţul sint (O, O) şi (2, 2). 

I II. t .27 FO. Suma a două numere întregi este-24, iar citul lor este 3, 
(împ11ţirea făcîndu-se exact). Să se găseasc::I. numerele. 

n. Din enunţ rezultă că delmpărţitu,l este 3x iar lmpărţitorul este :t:. Deoarece 3x + 
+ x = - 24 rezultă 4x = - 24 deci x = -6 iar 3x este - 18, 
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1II.1.28M. Numerele a, b, o, iJ,, e,f, g, h sint numere întregi diferit& 
de O. Se consideră., de asemenea., numerele flJ, y, s astfel incit : 

a; = ab2o4r1,8e5j8gh3 ; '!I = bc7de6j2gh3 ; s = a3b3cd8ef3g2• 

Pot fi aJ, y, s simultan negative 7 

B. Se observă el o putere pară a unuia din numerele a, b, c, d, e, f, g, h nu modifiel 
lemnul numerelor x, g, z (acesta fflnd mereu + ). Aşadar, semnele numerelor x, g, z slnt date 
de produsul puterilor, impare ale numerelor a, b, c, ~. e, f, g, h, adică de numerele; 

a.d.3e5rgh8 ; bc7dgh8 , a3b8cer. 

Dacă toate aceste numere ar fi negative atunci ·şi produsul lor: 

(ad3e5(8gh3) • (bc7dgh3) • (a3b8cef3) = a4b4cBd't8( 8g2/i8 

ar fi un număr negativ, absurd căci acest ultim produs este format numai din puteri pare ale 
unor numere intregi. 

Deci, .::, y, z nu pot fi s_imultan negative. 

111.1.29. Există. flJ e 7l astfel .c~ flJ2 = -4 7 Dar flJ2 =· 0,2 t 
B. Nu există un astfel de x căci puterea pară a unui număr întreg este un număr natu

ral, pe cind --4, respectiv 0,2 nu slnt numere naturale. 

111.1.30. Pentru ce va.lori"întregi ale lui n, numărul n 2
'. + 4 este 
n 

tntregY 
n2 +4 n• 4 4 4 

R, Deoarece -- = - + - = n + -, rezultă eă numărul - trebuie să 
n n n n n 

fie întreg deci n divide pe 4, adică n e{-4, -2, -1, 1, 2, 4}. 

111.1.31 PO• Poate fi numărul n2+ n + 1 întreg! 
n+l 

n 1 +n+1 n(n+1)+1 n(n.+1) 1 1 
B.Avem ---= -----=---+--=n+--. 

n+t n + 1 11 + 1 n + 1 n + 1 

1 
Trebuie deci ca -- să fie tntreg, lucru posibil dacă n+1 = 1, deci n = O, sau 11 + 1 == - ii 

n+t 
adică n = - 2. Deci ne {- 2,0}. 

111.1.32. Să se stabilească. valoarea de adevăr a propoziţiilor 1 

a.) [Ns;;; 7l; b) -3 e [N; c) O.: 1V; d) O~ 1N; e) [N = 2Z; f) "ll. - 1N 

s;;; iz:; g) 7l i;; 1l u 1N ; h) 7l = ·iZ u 1N ; i) 7l n 1N s;;; IN. 

B. Avem: a) 1; b) O; c) O; d) 1; e) O; f) .1; g) 1,; h) 1; i) 1. 



111.1.33. Există. (lJ e z astfel înctt 11111 +Im - 21 = 07 Dar i-ti+· 
+ l:D - 21 >0! 

B. Deoarece I 2:I ;;,ii: O, (V) :,;E 1l, pentru ca I 2:I + I 2: - 21 si fie egal cu O tre~ 
·I 2:I = I :,; - 21 = O, absurd căci rezultă, pe de o parte, :,; = O, iar pe de alta, :,; = 2. 

Deducem, de asemenea, I xi+ I:,; - 21 ~ O, (V) :,;e 7l, şi cum (xi+ Ix - 21 # ~ 
nlti lxl+lx-21>0, (V)xe 7l. 

01.1.34. Pentru ce Iil.Uinere întregi (lJ are loc; 

lxl + (lJ = O! 
B. Dacă x ~ O, atunci I xi = - x şi egalitatea se verifică. Daci x > O atunci I t:'f =• 

fi egalitatea devinde 2x = O, adică x = O, absurd. 
Aşadar, toate numerele întregi cel mult egale cu O verifică relaţia din enunţ. 

III. 1 .35. Care număr întreg este egal cu opusul lui Y 

:il. Singurul număr tntreg egal cu opusul lui este O căci daci x este un astfel de numlr. 
deci x= - :,;, rezultii x+ x = O, deci 2a: = O, adică :,; = O : 2 = O. 

111.1.36. Să. se găsească. toate numerele întregi a care satisfac ine
galitatea !al < 6. 

B. Numerele căutate slnt -5, -4, -3, -2, -1, O, 1, 2, 3, 4, 5. 

111.1.37 Po. Exist~ numere naturale a astfel ca 2• = 15 Y 

B. Pentru orice ae IN, 211 este un număr par, pe clnd 15 este număr impar. Deci nu uJat1 
a cu preprietatea din enunţ. 

111.1.38 Po. Să. se arate că. 260 < 3'°. 

B. Cum 2" = (23)10 = g:o şi 340 = (38)11 = 91• şi cum t< 8 < 9 .rezultă 8111 < P.t. 
deci 2" < 340, 

111.1.39. Să. se scrie toţi divizorii întregi ai lui 36. 

B. Divizerii ceruţi sînt: -36, -18, -12, -9, -6, -4, -2, ..... 1, 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12 
18, 36. . 
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TESTUL I 

1. Să. se efectueze : 

a) (lp) -3 - (-7) + (-5) - (-9) + (-6) + (+8) - (-7); 

b) (lp) l-31 + 1-51 + (-7) - (-9) - (-11) + (+6) + l-71J 

c) (lp) 2 · 3 + 3 · (-5) + 6 · (-9) - (-7) · (-5) + (-7•) · ( +2); 

d) (2p) (-2)2 • (-3) + [(-3)2] 2 - 629. (-18) + 52 • 58. 



:'! 9. (lp) Să se scrie opusele numerelor, 

7; -3; 8; -10; O; a; lal, t1·e Z. 
3. (lp) Să. se desfacă. pa.ra.ntezele: 

6 - {-6 - [(-3) - (-2 - 5)]}. 

4. (2p) Care numere întregi a şi b satisfac egalitatea. a2 +b2=0 f 
Dar a2 + b~ = 1 ! 

6. (lp) Să. se scoată. factor comun: 

(-6) · (-3) · (+4) + (-17) · (-6) · (-3) · (-13). 

TmTUL 2 

1. Să se scrie sub formil. de putere : 

a) (lp). 2a. 2s. 21. 2'· 211. 21s. 21s. 211. 211; 

b) (lp). (33)5. (33)2. (32)6. (35)'· (3')7. {3')6; 

c) (lp ). (36 : 32) . (37 : 32)2 .. (3• : 35)4. 

2:n.i:. (lp). Să se calculeze (-1)1 + (-1)1 +1, lÎ; e IN. 

3". (2p). Să se reprezinte fiecare din următoarele mulţimi scriind 
elementele sale în acolade : 

A = { .. via: c 71., -1 ~ m < 4}; B = {mia: e 7l., -3 ~ m <O}; 
(J = {xla: E 71., -3 ~ a; ~ 3}; D = {a:lm E 71., -2 ~ a;< 1}. 

4. ( 4p ). Sit se :1fle valoarea de adevăr a propoziţiei „b. > a", unde : 

a = (2731 _ 2. 946 + 4102: 220s _ 3•2)2u, b = (-3)142. 

(Ilie Florescu G.M., E 6798} 

TESTUL 3 

1». (o jumătate de punct pentru fiecare exerciţiu). Să. se efectueze: 

a) ('.""""28) · (-4) • ( -25) ··.(-100); b) (-248) · (-24) · (-360); c) o, 
I (-1000); d) (-1000) : (-1); e) (-2000) : 1; f) (-40) : (-10); 

g) ( -36000) : (-100) ; h) (-78 596) : 2; i) ( -420 009) : t-3) ; 

j) (-41 616) : 204; k) { -1 007 010) : ( -1 005) ; I) (-3 240 OOO) : 

1 (-180); .m) (-824; OQO).: 200; n) (-10) • (2 + 2 · 3); o). (6 + 
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+ 6: 3) · (-100); p) (-4): 2 + (-6) · (-3) · (-10); r) [ -200 -

-(-1800)]: (-10)2 j S) [(-2) 3 -10• (-5)Z + 2' (-10 + 10; 

, 2)] · (--100); t} (-23) + 10 · [(-1)1000 + (-1)" + 2 · (-2 + 2 · 3)]; 

u) (-2)101 : 21111 • -·10 · { -2 - 2 · [( -4)3 : 4:4 - 2]}. 

TESTUL 4 

1) {2p). Suma a două. numere prime este 39. Să se determine 
numerele. 

2) (2p). Să. se găsească, un numă.r cu 24 de divizori natura.li. 
3) (2p). Să. se scrie numărul cel mai mare posibil cu ajutorul a. 4. 

cifre de 1 fără. a, folosi semnele operaţiilor ma.tematice. 
4) (4p). Să se cerceteze problema analoagă, celei precedente, oon

siderind cifra. 2 în loc de cifra. 1. 

§.2. Numere raţionale. Operaţii cu numere raţionale. 

111.2.1. Să se reprezinte pe o 

5 

a.xiii numerele ra.ţiollale: 

O; -3; -; -1; 
8 

H. Avem reprezentarea 

. 7 • • 5 2, --, 4, -
4 2 

--- ---1--1---1-1---1-1---1-

-7 5 5 
-3 -1 O - 2 

4 8 2 

111.2.2. Să se precizeze dacă numerele: 

atnt raţionale. 

7 
-3; -7; -2,5; -5,9; -; 

3 

R, Toate numerele stnt raţionale. 

-8 
-9; 

4 

o 

111.2.3. Să se stabilească da.oă următoarele egalit3î.ţi sînt adevărate , 

a.) -~=~; b) --=!-=~; c) _!_=14:; •d) (-..!J 2 =_!_; 
. 5 5 -5 5 9 18 27 4 ~ 

, ... e) l-!_I =_!_; f) 1-.!.I = -.!..; g) 1~1 =_M_, 
· · 9 9 3 3 b lbl 

-- t1, b e i'l, b :# O. 
a. 8!Di itdnmte eplitAţlle b), c), d), e), g), iar restul slnt false\. 



111.2.4. Să se simplifice fracţiile : 

2 5 6 - 8 16 
a) ~; b) 10 ; c) - 8; d) - 16 ; e) 8; 

16x2 

• e: 7l, a,#0; g) Hx-, a; e 7l, x,# O. 

2a 
f) -· a 

1 1 3 1 8z 
B. Avem : a} 2 ; b) 2 ; e) - 4 ; d) 2 ; e) 2; f) 2; s) 7 . 

111.2.5. Să se amplifice fiecare din fracţiile : 

1 3 1 -6 8 
a) 2; b) 5; c) -7; d) -9 ; c) 16 ; f)15o; g)2a 9 

3a 

a e Z*; h) 2a:. 
3 

cu : 2; 3; 5 ; 9; a, a e Z•, -3. 
R. Avem: 

1 2 3 5 9 a -3 
a) 2 = 4 = 6 = 10 = 18 = ~ = -6 I 

3 8 9 15 27 Sa - 9 
b) 5_10_ 15_ 25_ 45_ ~-=-15 1 

1 2 3 5 9 a -3 ~-----------=---------; 4 8 12 20 36 4a -12 

-8 -12 -18 -30 -54 ....!6a 18 
d) -=-=-=-=-=-=-, 

-9 -18 -27 -45 -81 -9a 27 

8 16 24 40 72 Sa -24 
e) 16 - 32 - 48 - 80 - 144 - 16a - -48; 

10 20 30 50 90 10 a -30 
f) 5 - 10 - 15 - 25 - 45 - 5a - -15 ; 

2a 4a 6a 10a 18a sal -6a 
lf) 3a 6a 9a - Z5a 27a 3a1 - -9~ l 

2:i: 4z 10:i: 18.x 2az -6:i: 
h) 3 = 6 = 15 = 27 = g; = -9. 

111.2.7. Oa.re dintre următoarele numere: 

-1 -3 -5 8 
-2; +2; -6; 9 

alllt po.zltive7 
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-1 -5 8 
--- - - li. -Slnt pozitive numerele - ; - ; -. 

-2 -6 9 

111.2.8. Să. se efectueze : 

a) .!..+o; b) .!..+.!..; 
2 2 2 

1 2 
e) -+-; 

3 3 

2 7 
d) -+-; 

·5 5 

e) 88 + : ; f) ~ + ~ + ~ ; g) {- ~) + ( + ~) + ( - ~ ); 

h) .!!:.._ + .!!:.._, a1 b E 'Jl., i) _!_ + _!_ + ( - .!..) " 
b b 5 5 5 
1 9 -5 3 1 2a 

R. Avem:a) 2 ; b) 1; c)1; d) 5 ; e) 8 ; f) 2 ; g) - 2 ; h) 6 : 
1 

l) 5" 

111.2.9. Sii. se efectueze : 

a) .!.. + .!.. ; b) _!_ + _!_; c) _!_ + _!_ + _!_; d) _!_ + _!_ + _!_ + _!_ 
2 3 4 9 8 9 16 2 4 8 16 

e) .!.. + _!_ +~; f) (-.!..) + (-_!_) +..!...; g) .!.. + .!.. + _!_; 
4 9 13 8 5 9 6 7 8 

J_ + _!_ 
h) 2 3 ; i) .!_ + _!_ + (- J!..) . j) - _!_ + (- ~-) ; 

4 9 3 8 ' 56 196 

k) _!_ + _!_ + _3_ . 1) 2 + _!_ + ( - ..!...) + ( ...=- .5 ) . m) ~ + 
2 64 1024 ' 20 18 16 36 ' 12 

9 ( 5) 6 3 ( 5) ( 6) 6 5 + 24 + -18 ; n) 16 + 8 + - 24 + - 32 ; o) 12 +14 + 

+ -- ;p)-+-+ -- ; r)-+ -- + -- . ( 3) 3 1 ( 1) 3 ( 2) ( 5) 
16 24 8 16 16 64 18 

5 13 43 15 241 77 
R Avem· a)-· b) -· c) --· d) -· e) --· f) - -- • 

. 6 ' 36 ' 144 ' 16 ' 468 ' 360 ' 

73 5 95 5f 51 33 43 
s) ~; h) 24; • i) 72; Jr - 392 ; ~ 1024 ; l) - 720 ;. m) 72; 

u a 3 ~ 
n) -: o)--; p) -~ r) ---• 

024 HZ 16' 288. 
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111.2.10. Să se scrie opusul pentru fiecare din numerele raţionale 1 

_ 2 3 ...;... 6 -8 I - 2 j 
a) O; b) -o; c) 3 ; d) -~; e) _ 17 ; f) 13-; g) 

1 
__ 3_ ; 

h) I - ; ,, x e '7l. ; i) I 2ba I, a, b e iz, b =#= O. 

3 3 6 
R. Opusul, pentru fiecare caz, este: a) O; b) 5; c) - 3 ; d) 8 ; e) - ·17J 

8 2 ! xi I al 
f) 13 ; g) - 3; h) - -2-; i) - 21b1° 

111.2.11. Să. se efectueze : 

5 7 9 8 16 5 8 9 
a) -2-2; b) -3-3; c) -9--9; d) 7-7; 

~) 2-~; f) J!__~; g) _J!__ (-~); h) ~ -~-J!_; 
3 5 4 2 5 8 2 3 9 

i) - - 8- - (- _ 7 -) ; j) 2 _!__+ (- 1 J!_); k) J!_ - ~ -
150 120 5 7 5 7 

~ (- ~) · 1) - ~ - ~ - l_; m) - _!__ - _!_ - _!_ __ l_; 
9 ' 3 8 11 2 4 8 16 

a 2a a: a: a: 
n) -· - - a b e ']l. b =#=O·, o) - - - - -'- - a: e ']l.. 

b b ' ' 2 3 5' 

17 11 1 1 33 I 
n. a) -6; b) - 3 ; c) 9 ; d) - 7 ; e? 15 ; f) -1; g) - 40 : h) 3 S 

BI.2.12. Să. se desfacă parantezele în exerciţiile: 

a) ~ ~ - ( - : ) ; b} ~ -c- ( + : ) ; c) -( ~ + ~ ) ; 

d} - (2.. - 2-) ;' o} .!._ (-~ - 2-- + ~) ; f) - ~ -
t 9 a 3 9 11 5 



b) - [ -( - ~ - : ) + ~ ] ; i) - { - [ - ( - : - : ) + 

+ ~]- !}· 
1 3 1 5 t t t ii. 

R. A,•em: a) -2 + 5; b) 4 - 9; c) - 3 - 8; d) - 6 + 9; 

3 5 7 2 6 3 1 1 t t 3 
e) 8 + 3 + 9 -' U; f) - 5 + 9 - 2; g) 4 - 6 - 3; h) - 2 - 4 -

1 3 8 1 6 
-5; i) 5+9+2+5· 

111.2.13. Să se efectueze: 

a) O· (- ! ) ; b) : • {- ! ) ; c) ( - ! ) · {- : ) ; d) (- : ) • 

. ( + 1: ) ; e) (- : ) . , ( + 1: ) ; f) : • : ; g) ( - : ) • 

• (- ; ) • ( + : ) ; h) ; · ( - : ), a; e 7l* ; i) ; • : ; a; e .,. ; 

j) ( - ~ ) • ( - ~ ) · ( - ~ ) ~ ( -½) ; k) ; · : • = , z e ]l. 

5 5 96 7 9 
R. Avem rezultatele: a) O; b)- 4 ; c) 12 ; d) - 35 ; e) - 8 ; f) 5 ; 

35 .z8 1 :IJ3 

I) - 27 ; h) - 1 ; I) 12; j) :l.024 , k) ~ • 

111.2.14. i) Să se verifice proprietatea, ăe cgmuta,tivit.a.te a adun~ii 
numerelor raţio~e pe exemplele : 

a) 
1 1 1 1 1 1 1 1 
2 + 3 = 3 + 2 ; b) s + 24 = 24 + s; 

2 3 3 2 R 5 5 8 
e>M+48=4s-+64;d> 21a + 934: = 934: +2'3; 

fi 7 7 6 ( - 5 ) 3 ,3 ( -5 ) •> ---+-----+-.-; f).· --. +-=-. -+ -- ; 
48 lS9 59 48 -":" 3 4: ,4: -3 



g) (-_6 ) + (-_5 ) = (- _5 ) + (-_6 ) . h) ~ + ..!. =-
37 4:9 49 37 ' 2 3 

= ...!.. + ...!., a e z ; i) ..!.. + (-~) = {-~) + .!.., a E 7Z a 
3 2 2 3 . 3 2 

j) ~- + (-~) = (---1!!!.__) + ~, a, b e ]l; k) ~ + 
4: 3 3 4: 2b 

+ (-~) = (-~) + - 4 -, a, b E Z, b =I= 0. 
26 2b 2b 

(ii) Să se -verifice proprietatea de asocia.tivita.te a numerelor raţionale 
pe exemplele : 

a) [ ( - 4:) + ( + : ) ] + ~ = ( -4) + [ ( + : ) + ; ] ; 
b) (..!.. + ~) + ~ = .!.. + (~ + ~) ; 

2 4: 7 2 4 7 

c) [ { - : ) + : ] + { - ~ ) = { - : ) + [ : + ( - ; ) ] ; 

d)[--3 +(-~)]+-8 =--3 +[(-..:?_)+..!.]; 
16 7 27 16 7 27 

f) [ ( - 7:9 ) + ( - ,:1 ) ] + ( - ¾) = ( - 7:J--) + 

+ [ ( -I ~1 ) + ( - ¾)] • 
,> ( ~ + ...!.) + _!_ = ..!. + (~ + ~), a E iz: j 

\2 3 4: 2 3 4 

ll) [ 2" + (- 5 )) + & = 2• + ((- /'ib) + 3'1], a,b,ee 7Z. 
3 - I i 3 6 5 

fu) Su. ao VW"rtiee pr-.,rie•:tea de cOIQutaiivi-..te a Îll!imulţil.ii_ ».u.i:ne
rel.- .raţioa:a.la ~ ~: 

3 3 ----
4 4. 



_ +i. -5. d)16 ·(-..!.) = (-.!.).!!· e) ~! ___ . ..!..= 
-4 - 3 ' 37 81 81 37 ' 451 24: 

=--=!_ .~, a, b E 7l; li.) (...::..!..) • ( - 2b) = ( - 2~ ) • (~) 1 

3 2 - I, +3a +3a - b 

a, b e 7l* ; i) ( + ; ) · ( - : ) = ( - : ) · ( + : ) b, d e Z*, a, o e 7l. 

iv) Să se Terifice proprietatea. ie asocia.tivita.te a, înmulţirii numerelOI' 
raţionale pe exe1!1.plele : 

a.} : • ( : • : ) =( ~ . : ) : ; 
b}~-(-3 -~-)=(~--3 ),-9 . 

7 14 26 7 14 2i ' 

c} { - : ) • [ ( - ~ ) ( + +)] = 

=[(- : )·(- ~)]·(+-fi--); 
d} 4~ . [ ( - : ) . ( ~ ) ] = [ 4~ . ( - : ) l ( ~ ) ; 
e} (-=-1!_'}·[(-=!__) (~)] =[{-11 )·(-=!__)l,(_=-!_); 

-12 , + 9 - 3 -12 + 9 J - 3 

f) ~-• (~·~) ::: (.!!_. ~) · .!!_ a E 1l; 
2 3 4 2 3 4' 

g) ( ; ) • [ ( - : )- ( - : ) ] = [ ( i) · ( - : ) l ( - !J · 
•, •ei'l; 

li)-. ~ ··- = -·- . -, ", b, •e.Z:; o (I, •) {a b) o 
~ ·5 8 2 3 I 

1) ,_...,...- • ··-·---, - o= ·- · - ·--, ., b li .•• 
. .- ii (fj 3itJ) (C l,) 3#1, . 
~ _,,,. ~- 7* 2G ~-



v) Să !'Ir, verifice preprietatea, de distri\>utivita.te a înmulţirii fa.ţi 
de adunarea numereler raţionale pe e:iremJ?lele : 

a) ~-(~+~) = ~ . .!_ + ~ . .!.. 
3 5 7 3 5 3 7' 

5(7 9) 5 7 5 8 
l,) 8 . U + 31 - 8 . 16 + 8 . 31 ; 

c) (-..!.)·(-8 + _3 )=(-.!_)·~+(-_!_)·-3 . 
2 21 42 2 3 2 42 ' 

d) (_:=!_) (.!. + .!.)=(-=-~-) ·~ + (-=:.!_)·~; 
-3 i 8 -3 6 -3 S 

c) : . [ { - ~ ) + ( - : ) ] = : . ( - : ) + : · { - : ) ; 

f) (- :)·[(- :)+(-+)]=(- !)· 
·(-:)+(- :)·(-+); 

i) : [ ( _ 3: ) + ( - : ) ] == : • ( - 3: ) + ;. ( - : ), a,b e Z*. 

vi) Să. se verifice proprietatea de distributivitate a înmulţirii faţă 
de scăderea numerelor :,a,ţionaJ.e pe exemplele : 

a) 2_. ( + .!. - ..!.) = ~. ( + ~) - .!_. _!_; 
3 9 7 3 9 37 

b) : · (2: - 2:) = : . 2: - : . 2~ ; 
6 (3 5 ) 8 3 6 5 

c) 27 14: - ~ - '.n 84: 27 ~1 ; 

d) (- : ) .- - ; }-= ( -- : } · ~ - ( - f) · ; t 

1-c:1Şt jl9 



e) ( - : ) • [ - ( - : ) - { - : ) ] = 

sz(-:)·[-(- !)]-(- :)·(- !); 
f) ~(;-;)=~-;-~-;,ae]l; 
g) : • ( ; - : ) = : • ; - : • : ' 4 E ]l ; 

h) ; ( : - ~ ) - ; • : - ; • ~ , a E 7l ; 

i) ;(;- :)= ;-;- ;-:,a,xe]l; 
j) - - - - =-·-· - -·-, a, b, xe ]l, b, x.;,. O. a (2a 31, } a 2a a 3b 

b IC X b X b X 

n. Efectulnd calculele, egalităţile de la punctele i) - vi) se verifică imediat. 

111.2.15. Să se scoată factor comun în exerciţiile: 

a) (- ~)-..!. + {- ~)-~; b) _!_. {- ~) - _!_.~ · 
4 8· 4 9 2 4 2 61 ' 

c) ( - ! ) · { - : ) + { - : ) ~ { - 2: ) ; d) } · { - : ) -

_ _!_. (- !_)· 
3 9 

R, Avem: 

a) 

b) 

c) 

d) 

(-+)·++(- :)-+=(-+)·(++-:-); 
+·(-+ )-+· :1 =+·[(-+)- :lr 

(-+)·(-+)+ (-+)·(- ;g)=(-+)· 
·[(-+)+ (- ;,)]= 

+· {- : )-¾ · (-r) = + ·f ( -+} -(-+ )~. 



111.2.16. Să se efectueze: 

a)-·-+-·b)-·· --·e)--·--+-· 2 (6 5) 6 ~3 5) 3 ( 8 1) 
a 4 s' 4 s 6' 4 sa' 

10 ( 6 3 ) - 3 ( 4 G ) 1 ( 1 ) 
d) 4 · - 8 - 5 ; e) - 5 - - 6 + 8 ; f) 2 - 1 5 + 

k).!.[- ~-(-~ -~)] - ~-
4 4 8 9 8 

37 11 13 27 17 283 
R. Avem: a) 27 : b) - 16; c) 24 ; d) --8-: e) """ii"": O - 180 1& 

3 3 37 5 5 
g) - 2: b) 7; i) °'2: j) 2 : k) 9· 

lll.2.17. Să se scrie inversele numerelor raţionale : 

1 2 7 5 -6 
a) 2; b) -5 ; c) - ; d) - ; e) - ; f) - ; g) --- ; 

2 3 15, 8 5 

-3 -4 a -x 
h) -- ; i) -- ; j) -, a e Z* ; k) - , x e Z* ; 

-8 +3 2 3 

1) ~, a, b e Z* ; m) ..!. , a, b e 7l•. 
b 2b 

1 1 3 15 8 5 
R. Inversele stat: a) 2 : b) - 5 : c) 2; d) 2 ;e)7 ;05 ; g) - 6 > 

8 3 2 3 b 2b 
h) - ; i) - - ; j) - ; k) - - ; 1) - ; m) -. 

3 4 a z a a 

111.2.18. Să se efectueze : 

a.) 7 . 1 . b) 5 . j . e) 6 .. 8 . d) 60 . 8 . ) ( 1 ) 3 a""î' s"s' 9"7' 40 ·20' e -7 : 8; 

f) ( - : ) : (- : ) ; g) o: ( - ; ).; h) ( ~ ) : : ; ît ; : ( - ~ ) • 



.,,.. k) 6 2 .,,.. 1) ~ ·. ~ b .,,.. a e""' ; -:-, a eu.. ; , a, e u. ; 
8 111 b b 

2a -2 2a 4a 
m) ----:--, a, b e Z, b#:0; n)-:-, a, b e 7l*; 

b 3 3b 3b . 

) 6 • 3b b 7l* o -.--,a, e • 
4a 14a 

14 25 7 15 2 12 Sa 
R, a) - ; b) · I) · d) · e) · n) - 5 ; g) O ; h) 1 ; i) --2 I · s 3i'' 12· 4' -a· 

4 ~ ~ 1 7 
j) 3 : k) 8 ; 1) 1 ; m) - ,;- n) 2 ; o) Ţ' 

52 

111.2.19. Să. se efectueze: 

d) {- ~): {- 10 J' + _!_; e) ~: ( - ~) - 2-: ~ · 
8 4 2 4 8/ 2 9 

,. 
3 ' 3 9 3 39 

R, Avem : a) -1 b) - - ; c) - ; d) - 4 ; e) - -10 • 2 20 · 16 

111.2.20. Să. se efectueze : 

a.) 

1 11 
2+3 

6 

1 1 

b) _!_ _ _!. ,_3 __ 4_ 
2 2 5 

d) ( - : ) : ( - : ) + 

1 1 1 -+---
c) 4 8 16 • 

1 1 ' 
2+3 



3 
. 1 T 
f) - .. -:-.• 

1 3 
-2 

5 59 3 95 
IL Awm: a) 36 ; b) 120 ; c) 8 ; d) 2 ; e) O; f)-8. 

111.!.21. Să se efectueze : 

CI 3 1l* 411 5c 6a !!a a)-+-,ae ;b)-+-, a, b, c, dE1l, b,d.,,. O; c)-:-+ 
2 2a b 3d 34 

5 * 6 5 1 + -, a, b E 1l ; d) - + - - - ' a, b, C E 7Z*. 
b 3a 4b 6c 

a2 + 3 12ad +5bc 4b + 5 24bc + 15ac - 2al 
ILAvem1 a)--; b) ---; c) --; d) -----

2a 3bd b 12abc 

DI.2,22, Să se -efectueze : 

a) 

1 10( 4 5) 5 2 2 + 3. 5 + 10 . 8 - 5 : 2 46 
---------~-----; 
24: 64 - ( 12: 18 +.!.) ._!__ ~ 23 

18 5 3 2 4 

3-+1- a 8-- 2--1- ·- +-; [( 2 7 ) 1 ( 7 45 ) 23 ] 1 
3 10 20 23 46 45 2 

[ 

3 3 2-.....;.l-
5 10 1 

1 1 3 3+ 3 1+ 
2--(3-)·-+- 3-+-

2 3 5·4 7 7 

5$ 



d) 9 45 15 3 11 3 4+ [(~ + l4 + .!.) · 10.!. -12--(2_!. -1.!.) 

(:-:)=2!-1 

+ 2,62(3) - 1 ~: ] X 

X 4 5 3 . l:6+12:5 . ( 
30 · 4 _!_ - 11 _!_ : 9 _!_ ) 

2 2 2· 1 13 3 
14:2-+8- ·14- 2-·15-4-·7-

9 5 7 2 15 5 

( - +) · ( - +) + + : + 3 · ( 1 ~ + 2,46) : (55,1 : 5) 

e) ..!. : (-~)- -~:~ + 1~ . .!..(~ + 015) ; 
9 3 2 64 3 17 15 ' 

f) ( 
2 _!_ - ~ · 1 J?_ ) ·~ .. ,. _!_ - _!_ 

4 3 6 _ ~- : _1 _ + ·,s 6 
_!_.3...!...+13 2.!.. 1...!... -20 
5 3 36 2 2 

2 ~ - 1 ~ + (- ~) · ~ 
g} 5 10 8 · 6 (23· 3'· 6'}: (33· 53··2Z) 

2 .!.. _ 3 ...!....~._'.!_ _ ..!. + (- ..!.):(- is) + ..!.. ; 
2 358 9 3 12 38 

h) {[ 0,71-+ (15 - 9 +)-=2+] 17} 2 
o,n + ~ · (19 ! _ 11;) · 1: =16 ·a; 

8 - 4,7: (5 - 0,8: 2-.!.) + _!_ · 1,25 
6 5 3 

( 3 3) 7 . . -; 
5--3- :1-+2 8 

9 4 12 

i) 

J') O 375 . 32~ · { - 0,1) 1 • 
' . 1 1 2 +O?tl' 

.240+ 5tt + 2.21 



k) __ -_3_8 ......;+_5_8_ + _-_1_0_+_1_5_ + 52 - (-1)2 

33 + 52 - 15 6 - c- 1)3 - 7 - 1 + C - 3) - C- 2) 

(- 2)(- 49) 5 

19 7 

J) 

+1- 1 3 --· 1 4 

1-..!... 
2 

.5 10 21 5 35 5 + 35 
= -+ -·-- 2 = -+ - - 2 = -- - 2 = 20 - 2 =18 I 

2 3 4 2 2 2 

15 5 10 -1 
=--2--=--2=-· 

4 4 4 2 

t8 41 . 
~tatuleste--- = 18·2-2-16-!=34. 
· 1 21 

2 

b) Averii: 

3-+t- :8-- 2--t- ·- +-.. =-[( 2 7 ) t ( 7 45 ) 23. ~ t 
3 10 20 23 46 45 · : 2 

- -+- ·-- ---,, - +-= -~.;;:ii .--[( 11 17 ) 161 ( ii 91 -~. 23 ] 1 [(tUI io: .• ), tlSt 
3 10 21 2J 46 45 2 a M 

•• 



56 

= [+-+]+ +=++ +=1. 

l') [ 
2_:_-1_:_ 

5 W 1 
---------+----+ 
2~ -(3~)--~+_:_ 3-3-+ -1-

2 3 5 4 7 7 

(2+)·(1 t3) l [ + -(--51_) ___ 3 __ 8 ___ 24- : 2 = --5--1(-) _3 ___ 3-+ 

3T5 + 27·11+ 85 -2- - -3-·-5-+ -4-

J3 13 

5 10 

26 18 
-

9 13 
+----+--------

306 11 8 24 
-+-·-+-
85 411 85 

1 

24 1 
-+-7 7 

l [ 13 

:2= 10 + 
~-2+_:_ 

2 ' 4 

1 4 ] [ 13 4 7 4 ] +---+----- :2= -·-+--+--
~ 30~ 2 24 10 5 25 ~o 

7 85 + + 85 17 

:2= 

= [~ + 2.. + -2.?_] . 2 - [26 + 27"' + 17 ] : 2 = 2 : 2 = 1. 25 25 25"- V 

d) [ 
(_:_+~-+2-)' -to~-1~·(2_:_-1_:_) 

9 45 15 3 11 3 4 
------------------+ 

(+--:): _238 -1 

187 45 3 11 3 4 l [( 10 + 14 + 21) -~ _ _!:_ . (~ _ 2-) 
+2,62(3)-1-- = --------------- + 

300 5 28 
-·--1 
28 3 

_62_3_-_62 __ ·340087 l = [· l · 
3
:- - ~: • -~-

1
-

+ 2 + OOO ~ 
.-·---1 

3 

+ 2 + 18,7 _ 487] = 
3tl0 308 



[
_:!_-1 l 3 187 417 [ 28 3 187 487] 

- ---+2+--- = -·-+2+--- =[14+2-1]=15. 
2 3IO 300 3 2 300 300 

3 

= 

( 

1 1 1 
30·4- - 11- :9-

4 5 3 

2 2 2 
14 :2-+ 8- · 14-

9 5 7 

(

30 · ~ - ~ · ~ 
4 5 28 

9 42 100 
14·-+-·-· -

20 5 7 
. -~::~). =(!:!=~~)= 
2 15 5 10 7 2 7i 

( 

1275 - 12 

10 --441+8400 

70 

77 J 30 ( 1263 70 77 150) { 7 ) 1 
5625 - 5543; - 10 • 8841 • 30 . 77 - 7 : ii - 5 

150 

1 
Io final avem 15, - = 3. 

5 

e) 

( - ~) • (-~) + ~: .2... 3· (1~+ 2,46): (55,1: 5) s 7 4 5 n · 

+=(-+)-+=··-!--+ t-:-·-1-~--(-1-2i-+o,15) = 

56 4 7 75 + 100 100 

15 10 
56+ 28 15 + ~-~ 3· (91 246'): (1102) 

= 23 • (- 32 )· - 23 . 81 + ~. _!_ (~ + ~) 
3 17 15 100 

= + 

( 91 123) 50 
3 75 + 50 . 551 35 

+ ----~·-= - :(-13)+ 
45 ( 2 3) 56 
51° 15 + 20. 

-1 -12 

551 50 
3·-·-

150 5i1 

45 17 

51 60 

= 35, (- 2-) + 2_ = _ ~ + 4 = 2912 - 35 _ 2877 
56 13 1 728 738 - . 738. 

4 

57 



__ 1_) :-1-+ ¾-¾ = 
1 1 -20 

2- 1-
2 2 

I) 
2 : - 1 1: + ( - : ) : : (2a . 3t. 5•) :(3a . 5a . 22) 
---------+--------= 

22.-s2.,_:_ • .?_ _~ (-~)=(-18)+.!. 
2 358 9 _3 12 38 

:J.3 13 3 6 13 13 9 -----·- ...,..._ ---- --
5 10 8 5 2·3·5 5 10 20 30 ... + = + = 

5 10 3 7 2 
-2:(-_:_)+.!. 

5 7 2 4 9 ---·-·--- ----- 3+38 2 3 5 8 3 2 38 2 4 3 

1712 30114 51 3420 9129+17100 26229 
=20·1+1·179=5+ 179 = 895 =-89_5_. 

•> 

{ [ 
71 1 ( 28) 9 ] l { [ 100-4 15 -3 °23 17 2 71-25 100 

= ~ _1_· ( 59 - 106) . .!. : 16 °3 = 100. 71+25. 

100 + 4 3 9 71 

45-28 9 l } { 17 9 } -3-'23 16 2 23 3' 23 16 2 

• i1.77-106,_!. 0 17 ·3= 48°71_9 '17 '3= 

9 71 9 71 . 

23 51 16 2 51 16 2 2 2 
=-·-·-·-=-·-·-= 1·-=-· --~ - 48 23 i1.7 3 48 17 3 3 3 .7 



t) Avem, succesiv : 

8 - 4,7: ( 5-0,8 :2¾) +{· 1,25 
3 

8 _ 47: ( 5 _ !._: 16) + !_. 125 
10 5 6 5 100 

-= 

( 5.:__3.:.),12-+2 
9 4 12 

8 
( 48 _ 15): 19 +a 

9 4 12 

·3 
8- 47 :(5-.:.)+±--~ 

18 li 5 4 

47 10 
8--·-+1 

3 10 47 
-= ----------
b 57 12 

3 8-1+1 3 
-=-----·-=---·-=1. 
I 1+2 8 a 8 

J) 

-·-+2 sa 10 

322 · (-0,1) l 
0,3751··-----+--= 

1 1 2 5760 

240 + 540 + 29i 

322 161 

375 10 1 3 i 
-1.NO. 45 + 20 + 48· 2 + i7GO =8:161+ 

11 IOO l() 800 

+ _1_ = .:_: (- 161 • ~) + _t_ = c!_: ( _ 2160) + 
571111 8 5 161 5760 8 

1 3( ·) t 1 1 + 5780 = 8° - 2160 + 5760 = - 3.720 + iY60 = O. 

-33 +53 -10+15 51 -(-1)1 (-1)·(-49) 5 
k) s•+51 -1s+&-(-1)•+-1-1+(-S)-(-1, 19 _7._ 

- 27 + 125 +i 2i-t +98 i =----+--+-------= 
9 + 25 - 15 6 + 1 -8-3+2 19 7 

98 i 24 16 5 8 
=-+-+-----=--· 

19 7 -li 19 7 3 

1 1 1 3 3 t 
I) t+--1-+1+ 1 +1- --=3--+-+ 

1 4 4 3 
1+2 l+--1- l---1- -2-

1+2 1--2-

1 1 3 2 1 1 3 2 1 
•--1- ---1- = 3 -, -3 + --2- -1 ... l = 3 -7+3 + 5 + 

1+s l-1 1+a 3 
a 2 

59 



111.2.23. Să. se efectueze : 

( 1 )o ( · 5 )o ( 1 )' ( 3 ) 2 
{ 1 )' a.) 711; b) 2 ; c) - 3 ; d) - 2 ; e) 4 . ; f) _ 3 ; 

g) ·: -- ; h) -- ; 1) - , a, b e i"l, li #: O ; J) - , 1 2 )8 ( -3 )' . ( a )3 . ( a )' 
l -5 -7 b 2a: 

(3)-1 ( 6 )-a ( 3)-s a, x e i"l, x #: O ; k) 8 ; 1) _ 5 ; m) 7 ; 

( a )-11 ( a )o n) 2b , a, b e i"l* ; o) b , a, b e i"l, b #: O. 

1 9 1 64 81 al! 
R. Avem : a) 1 ; b) 1 ; c) il ; d) - - ; e) - ; f) - ; g)-- ; h)-;;;-; i)-3 i 

8 16. 81 15 626 2....,1 b 

a~ 8 125 !1.6 807 3265 

J) 8~8 ; k)3; I) - 216; m) 243; n)~; o) 1. 

111.2.24. Să. se scrie sub formă. de putere: 

( 1 )3 ( 1 )0 ( 2 )7 { 2 '6 ( -5 )o ( -5 )8 
a.) --2 · -2 ; b) 3 · , 3 J ; c) -3 · -3 ; 

( -5 )-8 ( -5 )7 ( 7 )-8 ( 7 )"'"9 ( -8 )3 (-8 ) 1 
d) -8- · -8- ; e) · -3 · -3 ; f) -5- · -5 · 

( -8 )-4 ( 1 )3 ( 1 )4( 1 )-3 
· -5 ; g) - 2a · - 2a - 2a ' a e ]l* · 

( 1 )8 ( 2 )13 ( -5 ')6 ( -5 )1 ( 7 )-15 R. Avem: a) - 2 ; b) 3 ; c) _ 3 ; d) · 8 ; e) _ 3 • 

I) (-8)°: g) (-_:_)'. 
-5 2a 

111.2.25. Să. se calculeze : 

( 1 )3 ( 1 )4 ( 3 )7 ( 3 )-4 ( 3 )2 a) -2, · -2 ; b) -5 · · -5 · -5 ; 

( 3 )" ( 3 )6 ( 3 )-6 (-3)2 (-3)-'! c) -8 · -8 · -8 ; d) -5 · -5 ; 

60 



( 7 )' ( 7 )12 ( 7 )-24 ( 3 )3 ( 3 )-2 ( 3 )-· ., -3 . -3 . -3 ; f) -7, . -5 .. -5 . 

1 243 243 3125 27 78125 
R. Avem : a) - 128; b)- 3125; c) - 32768; d) 243 ; e) - 343; f} - 2187 • 

111.2.26. Să se scrie sub formă de putere : 

[( 
2 )2]3. [( 3 )6]5 [(-3)5]-3 [I 6 ) 2 l-10 

a) - , b) -- ; c) - ; d) \-- ; 
3 5 -8 16 _ 

e) [ ( ; r r, a € 7l * j f) [ ( ; r r 6' a E 7l * ; g) [ ( - : )-2]- 6; 

[( 3 )-3]8 [' .i& )-5]-3 h) - 8 j i) l 2,; , a, b E 7l*. 

( 2 )6 ( 3 )30 ( 3 )-15 ( 6 )-21 (' 2 )6 R. Avem: a) 3 ; b) - 5 ; c) _ 8 ; d~ - 16 ; e) -;- ; 

{ a )-12 ( 3 )12 ( 3 )-U ( a )15 
f) \ s ; g) - s ; h) - s ; i) 2b- . 

111.2.27. Să se scrie sub formă de produs de puteri de exponent număr 
natural de numere raţionale : 

a) ( 2 · : r; b) ( ! · ~ r; c) [ ( - : ) · : J; d) [ ( - ~ ) · (- : ) r; 
( 6 5 )- 7 r( 6) ( -5 )J- 6 

{[ 6 ( 5 )]- 3
}' e) s · 3 ; f) t - 3 · -13 ; g) 13 · - 8 ; 

( 2 5 )" . ( a b ) 7 
• ( a b2 

)" h) 3 .9 ;neD',1;1) 3 .5 , a,beZl;J) ,;·ai ,a,b,ceD',I*; 

k) -•- 1 a, b E D',I. ( 2a 9 )ab 
3b 6 

( 3 )7 ( 3 )' ( 5 )' ( 3 )
6 ( 7 )8 ( 2 )6 R. Avem: a) 27 , 5 ; b) 8 · 7 ; c) - 5 · 9 ; d) - 7 · . 

. ( -+) \ e) ( + r · ( ~-) \ n ( -+ r · ( ~1: ) \ g) ( 1: r2. ( -': y2, 
( 2 )" ( 5 )" . ( a )7 ( b )1 . ( a )c ( bB )b ( 2a )"b ( 9 )"b h) - • - ' 1) - • - ' J) - • - ; k) -- ' - " 

3 9 ' 3 5 ' li c2 3b 6 

61 



111.2.28. Să. se scrie sub forIM de putere cu exponent natural ll 

a) ( - ~ r : ( -~ r; b) ( - : r: ( -! r; 
C) ( ; r : ( ; r, a e 7l* ; 

d) (~ar: ( 3: r, ae Z•. 

( t ) 2 
( 8 ) l ( 2 ) 2 

( 3a )' R. Avem: a) - 5 ; b) - 3 ; c) -;- ; d) 4 · 

111.2.29. Să. se efectueze siriind rezultatul sub formă de putere 2 

a) 23 • 2t. 25: 2•; b) ( ~ r · ( ~ r: ( ~ r; 
c) ( ; r · ( ; r : ( ; r a e z•. 

B. Avem : a) 2t; b) ( + r 1 = ( +) \ c) 1. 

111.2.30. Să se efectueze : 

( 2 )3 ( 2 · 4 
a) 3 : -·3) ; 

( 6 ) 4 ( 3 ) 5 • ( 2 ) 3 ( 2 )'. ( ~ r + ( ! r. ll) - : - , c) - + -- , -d)---'-----, 
8 . -2 3 3 1 

°25 

3 1 ~7 
R. Avem: a)-; li) - -; c)O; d) 12; e) e; f)-2., • 

2 2• .,. 



111.2.31. Să se efectueze: 

a) 

b) 

[(~)'+(~)'-(-+) + (-2)')' + f+½. ( _ : r _ (-1)3-1 : , 

2 · 22 • 23 + 22 • 23 • 24 3 · 32 • 33 + 32 • 3 3 • 34 6 
22 • 23 • 24 + 23 · 24 • 25 • 32 • 3s. 34 + 3 3 · 34 • 35 ·5; 

1 
1 (0,2)3 - 125 + (0,1)2 

c) { 1 :~ _ 1 : 2 ~): 2 ~ + (0,3)3 + 0,973 · 102 ·lO"J 
3 5 13 

(0,2)3 = (0,3)3. : . ( : r. ( : r + 30,(5) + 3,(4) _ 27 
d) ____ ______;_____;_ _ _...;_ ______ • 

012 :(__!____.)2 :10-093 :092 :_!_+1 ' 
' 100 ' ' . 10 

e) ( f r-( + r -(~)2 _1-._'!___(_'!__)2+~--~-
3 7 2 2 5 5 19 5 ' 
2-5 

f) 
(-_!_)·(-__!_)200 +-1 (-2.)99=__!_ 

2 2 2~ 5 5" -----~---·--'----'----
( ~ )60 : ( ~ )'° ( 1 )100. 1 

-2 . 201 

B. Avem: 

a) 

[ ( 2 )
2 

(" 1 ) 2 
( 4 ) ]

3 3 11. -3 + -3 - -9 +<- 2>2 ,+2 
-- ---------+---~ 

( 5 ) 3 5 -6 -(-1)8-1 4 

[ 
4 1 4 . ] 3 3 1 
9+9+9 + 4 -.+2 (1 + 4)Ş 5 4 

.. 125 + 5 =- il.25 +,·5== 
--+1-1 

21i 4 211 

-= -· -- + 1 = - 216 +ii.= - 215. 125 ( 216) 
1 125 
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b) 

c) 

d) 

e) 

64 

2·21 ·23 + 220 23 ·2' 

21 ·23 ·2' + 28 • 2'·21 

3.3i.3a + 3z.33 .3• i 
-------·-= 
31 ·3~·3' + 33·3'·31 5 

3(1 . 3 . 32 + 3 . 32 • 33) 1 1 5 1 2(1·.2·22 + 2·21 -23) 

:o;.1(1·2· 21 +2·21 ·23) 
·-=-·-·-=-· 31(1 . 3 . 31 + 3 . 32 ·33 ) 5 2 3 & 

1 

1 
( Q 2)3 - - + (O 1)8 

' 125 ' 
-------+ 
( 

2 3 \ 3 
----,-----·101 = 

(6,3)3 +8,973 
l:3-1:25r213 

1 
=----

1 --+ 
39-10 13 --·-

26 29 

1 1 1 

125 - 125 + 18! 1 1 
• -----· 112 = -+-. 101 = 2. 

100(t 1 182 

1000 2 

9 ( 6 )
2 

( 3 )
2 

(0,2)3 : (0,3)3 • 3. -5 • 2 + 30,(5) + 3,(4) - 27 

0,1 2 : - : 10 - t,93 :8,92 :-+ 1 ( 1 ) 2 9 
100 10 

8 279369 5 4 
--: -·-·-·-+ 30 + - + 3 + - - 27 
1000 1000 8 25 4 O 9 

=-----------------
1 1002 729 1111 9 

100 ·-1-= 10 - 1000 =100 110 + 1 

fi 1000 9 36 9 9 

1000 27 8 25 • 4 + 6 + 9 

27 
-+7 

25 

= 

= 

=------------- =----= 
729 100 10 

100: 10 - --• - • - + 1 
1000 81 9 

18 -1 + 1 

( + r ~( +r -(2-)2 _2__._!_.-(2-)lt +~-~= 
3 7 2 2 5 5 19 5 ---2 5 

5 

J 



27 34:J :3375 - 274( -----
= __ s_1_5 ___ 1_:2_5 __ (-:-_ + -:-~-+ -:-:-) ţ ( ~: _ -:-) = __ 1_01_00 __ 

10 10 

-(22;; + 210 + 19~) (~--~) = 631 ·~- ( 63.:) ~-~-
100 + 19 5 1000 1 100 + 19 5 

=·231 ___ 631 + 110-114 = - 4 • 
100 100 95 95 

f) 

( __ l )201 +-~-- -(~)99 • SM 
2 2to1 5 

... --------. -- -~-- = 
1 )'00 1 5„ l-2 . 218 510- ._· 1-

1 
--·2 .. 
2100 

-( LJ~-). 5; , o ~ + 
.• .---1· -,-- ;"';' ·T·. ~ = G. 

- -. flllD 21 ... sao 

111.2.32. Să se decidă cai:e dintre numerele raţio~e : 
-,:-

~ • I : • ~ i : r • 
. ) 2 .. 3 b) 3· .• 2 ) 6 . a - ŞI-; -- ŞI-;,,"C -- ŞI 

3 8 4 5 3 

d)-a .3a 97' )a .·3 "ff 
Al - a e "'" ; e - Al -, a e . .a. 

2"' 2' 2"' 2 

este mai mare: 

, .. , ., 

3· 
--; 

8 

2 2 3 a 3a 
R.; Avem.:. a) 3 ; b).'5; c) _-, g: ;, d) 2 , dacă„ a < O şi - 2- dacă a >O. Dacă a= O 

a 3 
atunci numeRle slnt egale ; e) - dacă a > 3 şi - dacă a < 3. Dacă a = 3 atunei numerele 

2 · 2 · 
alnt e,aale. 

•- C. 85J 6! 



111.2.33. Să se precizeze care din inegalităţile : 

2 2 2 2 3 5 a)-~-; b) __ _, _; c)->--; 
3 3 3 -3 4 8 
6 -3 a a 

d)->-; e) ->-, ae 1l 
4 -7 2 3 

sînt stricte. 
R. Slnt stricte inegalităţile c), d), e) dacă a> O. 

111.2.34. Să se determine toate numerele naturale nenule a:, '!I,~ care 
satisfac egalitatea: 

sau: 

a; + y + z = a:yz. 
R. lmpărţind ambii membrii ai egalităţii cu xyz obţinem : 

x+y+z 
----=1 

,xyz 

:r; y z 
-+-+-=1 
xyz xyz xyz 

sau lncă: 
t 1 1 
-+-+-=1. 
UZ XZ 1/Z 

Dacă fiecare dintre numerele xy, yz, zx ar fi strict mal mare declt 3 atunci fiecare din 
1 1 1 1 1 1 1 

fracţiile - , - , - ar fi strict mai mică dectt -, deci suma -+-+- ar fi strict 
XI/ yz zx 3 XII xz xz 

1 1 1 
mai mică dectt 3 +3 -+3 = 1, contrar ipotezei. Deci cel puţin unul din numerele xy, xz, gz 

este cel mult egal cu 3. Fie, fără a restrtnge generalitatea problemei, aceasta xy. Din :r:y ~ 3 şi 
x ,ye IN* rezultă situaţiile : sau x = 1, 11 = 1, sau x = 1, y = 2, sau :,; = 1, y = 3 sau invers. 
Jnlocuind, convine numai :r: == 1, y = 2 care conduce la z = 3. 

111.2.3511• Să.searatecădacă,numerele..!. şi b sînt întregi (ae 1l) atunci 
6 

şi numărul: 
1 
-(a+ b + b2) 
2 

este întreg. 
R. Avem: 

1 1 1 a b(t + 1) 
-(a+ b + b2) = - a+ - (b + b1) = ·- + ---· 
2 2 2 2 2 

a a a 
Cum - e 7l rezultă şi 3 · - = - e 7l. Cum b şi b + 1 slnt tntregi consecutive, eu necesl-

6 6 2 
b(b + 1) a b(b + 1) 

tate unul este par, deci 2 e 7l, deci şi suma 2 + 2 , ca sumă de numere lntregi 

ute număr intreg. 
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111.2.36. Să. se afle cifr~ !1J astfel~ nu~fID 3: să. -fie nudri lţitreg. 
R. Se ştie că un număr este divizibil cu 5 dacă şi numai dacă cifra unităţilor este sau O 

au 5. Deci xe{0,5}. ;.-

111.2.37. Pentrn ce valori, numere nat.oral~, ale lui m expresra 5 
. &v+l 

ia valori întregu 
5 ·):: t. I 

R. Pentru ca fracţia --- să fie n11miir Intre!( trebuie .ca numitorul ei să dividă numă• 
a~;+ 1 · 

ritorul, adică, deoarece xe ·u,,(şi deci Sx·+ 1 e IN, ca 3x + 1 .sf se găsească print.re divizorii 
4 . . 

naturali ai lui 5, adică 1 şi 5. Din Sx + 1 = 5 deducem x = - .:are nu convine, iar pentru 3x+ 
. . . 3 

+ 1 = 1 rezultă x == O. ! I 
Deci x = O. · · ' 

IIl.2.38P0 • Să. se determine cifrele a 11i b a11.a c~· 2ab e N. 
, . ~ ' ~ 

R. Potrivit criteriului de diviztbilit::ite cu 11, ·b + 2 - a se divide cu 11 şi b este par. 
Rezultă : b = O, a = 2 sau b = 2, a = 4 sau b = 4, a = 6 sau b = 6, a = 8. 

Jil.2.39M. Ca1'e număr este mai mare: 11 !. 

a) (0,1) 3 sau (0,1)5 7 b) (0,25) 60 sa.a, (0,25) 70 ? 
c) (-0,1) 3 sau~ ( -0,1)5 Y d) (0,1)8 sau (0,01)8 Y 

R. Avem I a) (O, 1)3 ; b) (O, 25188 ; ~) (-0, 1)1 ; d) (O, 1)8• 

,, ' 
· 111~2.40M. Să, se găsească. cel ,ma,i mic număr natural n pentru care 

fracţia{: ) este mai mare de.cit 2. 

. ( 5 '·)' 3 ( 5 ')' 4 R. Deoarece 4 = 1,953125 şi 4 = 2 4414063 rezultă n = 4. 

.. 
111.2.4111• Să, se afle care din numerele [O,(.x)]s şi (O, m)s, unde 'JJ e 

e {l, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, este mai mare. ·: · 

R. Avem (8, x):i = (-=-)·s şi [O, (x)Js = (~')s. ·•Cum__:_<__:_ ~ t rezultl 
10 9 10 9 

( l: )s < ( .,; ) s căci X;;,, 1, deci fO~ (x))s' ~ste mai mare. 

111.2.4211(. Se dă~ = 0,6. Să, se afle 3b , a, b e 7l•. 
b 2a+3b · 

R. Avem •a= 0,6 b deci: 

3b 3b Sb 3b 30 5 

2a + 3b = 2·0,6 b + 3b = 1,2b+Sb = 4,2b = 42 = 1· 
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a C 1 
III. 2.42ic. Se ştie că - = 2 ia.r - = - · 

b ' d 4 
ac 

Să se calculeze : - · 
bd 
ac a c ac 1 1 

R. Deoarece--=-,-, rezultă--= 2• - = -· 
bd b d bd 4 2 

III. 2.4:JM. Să Fe calculeze : 

R. Avem: 

(+r= 2.t+t + 5.t+t ( 2 ) A 2.t+l + (2, S)l"+l 
31.-,i+ 311t+11 = 3 . 3.t+l + (3l"+l)I = 

2.t . 2.t+1 + 2.t+1.3.t+l 2.t , 21"+1(1 + 3.t+l) 

= st ' 3.t+l(l + 3.t+t) = st' Si+1(1 + '3.t+1) ;= 

2.t 3.t+t 3 
..,-·--=-· 

3.t 21"·•1 2 

III.2 • .f,P·0 ·• Să se arate că nu ~xistă numere naturale nenule a; şi , 
aşa ca: 

1 1 1 
-+-+-=1. 
a;2 a:y y2 

(OlimpiadaU,R.S.S.) 
R. Raţlonlnd ca ln soluţia problemei III. 2.34, trebuie sl avem sau .i:2 :E;;3 sau :i:11:E;;3 sau 

y1 E;;3 cu x, yEIN*. Dar .i:2:E;;3 este valabilă doar pentru :i:=1. 1n acest caz egalitaţea devine 1+ 
1 1 1 1 1 1 

- + - = 1 sau - + - = o, absurd căci - + - > o. Analog pentru 11• ~ 3. 
li Y2 li y1 y y2 

Cazul clnd xy ~ 3 conduce, de asemenea, la o absurditate (tratăm situaţiile x = li = 1 i 
:& = 1,y = 2 ; x = 1, 11 = 3 sau invers). 

111.2.46. Să. se găsească. a şi b naturale aşa încît fracţia 6 + a 
.5 +al> 

să fie numM" natural. 
6+ a 

R. Dacă b = 1 fracţia devine --- şi cum 6 + a şi 5 + a slnt numere naturale 
5+ a 

3 4 
consecutive strict mai mari ca 1 rezultl că ea este ireductibilă (fracţiile 2 , 3 , etc, nu se 

simplifică şi nu slnt numere naturale), 
6+ a 

Dacă b = 2 fracţia devine --- Dacă a ;;;i, 2 atunci 2a ;;;i, 4, deci 5 + 2a ;;;, 5 + 
5+ 2a 

6+a 6+a 
+ a + a > 5 + 2 + a = 7 + a deci --- < · < 1 şi, ln acest caz, fracţia nu este 

5+2a 7+a 
număr natural. Cind a.= 1 fracţia este egală cu 1. 

Dacă b > 2, tn mod analog fracţia este· subunitară. Deci b = 2, a= 1. 



CAPITOLUL IV 

EXTRAGEREA R.Ăl)ĂCINil PĂ1'RATE 

IV .1 •. Ca.Ioulaţ,i : 

a). Vi369; b). V2401; e). V1681; d). Y27iii; e). V204304; 

f). V1oaoo ; g). V 120409, 

R. a) 37; b) 49; c) 41 ; d) 62.; e) 462 ;· I) 321 ; 11) 347. 

IV .2. Oaloula.ţi : 
a). V121; b). V144 ; c). Vl69, d). Vm; e). Y225 ; f). y25&; 

g). V28ii ; 11). V324°; i). V3s1; j). V46225 ; t}. y11449; 

I): lOO 601;; m). VU)ll:29. 

R. a) 11 ; b) 12 ; c) 13; d) 14; e) 15; f) 16 ; g) 17; h) 18 ; i) 19 ; j) 215 ; k) 1071 
I) 301 ; mp23. 

J.V.3. Determinaţi num~ raţional pozitiv (I)' ştiind c§.: 
a). a,2 = 441 ; b). a:2 = 484; c). a:2 = 529; d). a:2 = 576; e). (1)1 = 

= 625 j f), a,2 =: 676 j g}~ (IJI = 729 j h), a:2 = 784 j i), a,2 = 841 j j), a,2=900. 

R. a) :i = }'«I, :i = 21 ; b), :i = 22; c) 3l = 23; d) :r: = 24; e) :r: :z:: 25; f) I/& :::a 

= 26 ; g) X = 27 ; h) % = 28 ; i) :r; = 29 i j) :r; = 30, 

IV.~. Oalcula.ţi : 

a). V9,61; b). Vio,24; c). 'Vl0,89; d). Vll,56; e). yi2,25; 

t). y12,96 ;· g). V13,69; h). V14,44; i). V15,21; j). Vo,16. 

R. a) 3,1 ; b) 3,2; c) 3,3·; d) 3,4; e) 3,5; f) 3,6; g) 3,7; n) 3',8; i) 3,9; j) 0,4. 

IV .5. Extrageţi rădăcina pătrată a numerelor : 
s). 547,56; b). 11,9025; c). 0,207936 şi apoi faceţi propa. 
R. a) 23,4;; b) 3,45 ; ~) 0,466. 

IV .6. Afla.ţi primele cinci cifre ale fracţiei zecimale ce reprezinti 
numărul iraţional : 

a). Vs ;>b). ·-va; c). V Q, 15. 

) 
R. a) 2,2360; b) -1,7320 ; c)/0,8660. 



1\7.7. Care dintre următoarele propoziţii sînt adevărate şi care falset 
a). V2 < 1,401; b). V3 = 1,73; c). yr;- < 2,24; d). -Vî<-2,55. 

R. Propoziţiile a, b şi d slnt false, propoziţia c) este adevărati. 

IV.8. Calculaţi cu aproxima.ţie cu eroare de o miime, numerele 
y2 şi Vă. 

n. a> Y2 = 1,414, b) Vs= 1,132. 

IV .9. Calculaţi : 

a). Vl6-49,; h). l'rn; ·C). l(ii25-fil ;, d). Vl,69·1;,6; 
e). ~; f). l"3 2 -34 -36 ; g). lf7.2.5.2.5-7; h). V21 .33 -21 ; 

i)._V5·7-5 3 -7 3 ; j). V3-48; k). \1'72-50•4:9; I). V13.52'; m). Vl'l-68. 
R; aj Aplicăm regula· Va-,,= Va- Vi; oricare-ar fi „ t nţionale pozitive fi obţinem 

4 .7 = 28; b) 3 .9 = 27; c) 25 -21 = 525; d) 1,3 ·1,4 = 1,82; e) f2• 0 2' = J(21)'(28)1 =
= 21- 2a = 32,: r> 3. 31 • 3a; g) V1•. 21 • s• = 1. s. 2; h) ~ = 21 • 3 = 12; 1) vs•. 1• = 
=51 ·71 ; j) Va-16·3=Va1 -16=3··4=•12:; k) f36·2·25·2·49=1·2·5·7""420J 
1>Vt3-13·4=13·2=26; m> V11.11-4=t7-2=34 • 

. IV ~1 O. Caţcµlaţi : 

a). V3, 1fli~; q).: lf15.,Yoo;; o).; V72·V648; d). V27·l'i2·t'i; 
e. V13 · lf52; f). V7 ·3 3 • y3 .5z.7; g). Jo,9 • V10 · flOO; h). (1,21 ~ 

• Y100. 

R. a) Aplicăm formula 1/a · V,,= f,ib, pentru orice a tl 6 raţionale poziUve ti obţinem i 

l'4-12 =:=V36=6; b) Y1s-6o=f9oo=so; c> ~=fs•.21 ~2•.s•=f2'·3'= 

= Y<2•)11 .,3•)1 = 21 ; sa== s .21 = 21&. d) ya•:.21 • s .31 ~~ =3•-2.= s~, 
e> -Y13. 13 .4 = ~ = 13 .2 = z6; f) y1 ._3•._3.5~.7„ y,-.s-.51 = 1.sa.s == 315 1 

s> v o,9 .10 .100 = vrn = 3 .10 = 30; h> Y1,21 .100 == v121 == 11. 

1v.11ro. Determinaţi numerele raţionale pozitive •, astfel incit s 
= • . - a 1 

a). y; = 1; b) y; = O ; c) Vi = 2,5 ; 4) Vi = 2 ; e) Vi = 5 ; 
f) Viv = -2; g). fi= 2,(3); h). Vi= - 0,(1); i). Vm• = e; 
j). lf a;2 = -{I). 

R. a) Din definiţia radicalului unW. numir raţional pozitiv rezaltl s == 11, :,; = t I 

9 1 
.b) z == O; c) z = (2,5)1 , x = 6,25 ; d) x = - , e) :,; = - J f) Nu exlsti Mei uns, deoarece. 

4 25 
prin definiţie, rădăcina pătrată a unui număr raţional pozitiv este mi numir rallo&al pozlUv. 

l)z=(2,(3))8,z=(23 ; 2r, x=( 2:r, z-(~r,•-: 111) Nu a1ati •a 
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I) Obţinem, prin definiţie :,;S = :,;S, şi, ţlnlnd cont ci radicalul unui număr raţional pozitiv este 
pozitiv, rezultă că egalitatea are loc pentru orice :,; raţional pozitiv. j) Condiţia -x ;;,i. (I şi 
~- (-z)I, implici faptul ci. orice:,; raţional negativ satisface egalitatea. 

IV.tf. Oaleulaţi: 

V2& y1,21 y 96,l 
a). 49 ; b). -9- ; c). 0,001 d). 90 601 y2 3 .5 

10 OOO ; e). 5 3 -2. 

R.a) Aplicăm regalav a ='fă, oricare-ar fi a şi b numere raţionale pozitive şi obtl-
6 '/6 

_, ~=:. 

Y1,2t ,,,1~ 1.1 voo,i"' v96100 y--1>) - =--· ==-1 c) -.-== --= 96100 =310; 
t 1e 3 0,001 1 

d) = V 9,0tiOl == 3,01 ; e) -· ·- == -· - • V~ 2 

51 5 

IV. 13. Calculaţi 1 

a' V~ · b) ~ · c) V9i 
,,. f112 -o ' V1375 ' · V1a.13 

B a)Avem --= --=--=---=-=-·, V~. v5•. 11 . ·vr,•. 11 J15i • y~ 5. 1 35 • 

• --- 111 -5 111 vu• yua 11 11 

V 11·5 1/T 1 v91 v7·1:1 v-1- 1 
li) 11.125 = J25=5; c) '7*-ii= 78 ·13 = 71=7· 

IV.14. Calc$ţi :. 
a). V9+16; b).r Ya6, + 64; c). v\l~ T 122 ; d). V2u - 16; 

e). v100 - 36; f). f15 2 - 122 • 

•. a) Avem: Ye + 16 = }125 = 5. SA observăm cil v~ +16 "F }/9 + Vî:61 

li) Yi'oo == :10; c) YBt+ 144 = f225 = 15; d) 3; e) 8; f) 9. 

IV .16M • .Aşezaţi în ordine creRcătoare, numerele 1 

1of2,. s ; &Va. 21; ~ V36. 
2 

B. Avem 101278 = 1of2 .2• = 10}'2' = 10-21 = 40; 6V3·27 = 54 s ..!.. Y36 == ~7. 
2 

Deci ontinea numerelor esie 1 ..!... (36; 10}'2:"if; 6f;s · 2/. 
2 

JV.1SM • .Aflaţi t» şi y astfel incit numărul ff.xy (x #= y) să.fienumir 
natural. 

R. lxy trelmie si fie pătrat perfect; cifra unităţiilor y i:oate fi 1 ; 4; 5 ; 6 sau_ 9.: Obţl
aem z = 2 ; li = 1 sau z = 6 şi y = 9 sau :,; = 9 şi u = 6. 



CAPITOLUL V 

MONOAME ŞI POLINOAME 

ECUAŢII DE GRADUL i CU O NECUNOSCUTĂ. 

V.1. Sînt monoame numerele: 

3 -5 
2 · 5 · -3 · 7 · - - • -- ! 

' ' ' ' 2 ' -8 

R. Da. 

V .2. Cu ajutorul simbolurilor 3, :a, b să se co~ monoame. 
\ 

R. Avem monoamele 3 ; a ; b ; Sa; 3b : ab ; 3ab ; 3a1b:; etc. 

V .3. Să se ser~ sub formă canonici monoamele : ' 
. i ~' 

( 7)( 12)(. 9): i a.)-(-3):cy;b)(-5)~(-9):c}C) - 3 - 14 • - 8 .fi(ab); 

4) (xy) · (xz) · (~x); e) 3a(-2)( ~a); f) 14:. 

9 .. 
R, Avem scrierile : a) 3xy : b) 45x ; c) - 4 a1b ; d) rgzl; e) .Ila' ; I) 14. 

V .4. Să. se determine coeficienţii . monoamelor de la, exerciţiul 
precedent. 

9 
R. Avem coeficienţii : a) 3; b) 45; c) - -; d) 1; e) 6; I) 14. 

4 

V.5. Să. se determine gradele monoamelor de la, exerciţi~ ~.3. 

R. Avem : a) 2 : b) 1 ; c) 3 1 d) 6 1 e) 2 ;--f) O. 

V .6. Să se determine gradul monoamelor a 



a) 4:cy; b) 5x2y; c) -17,5 ~v 3y2a 

ln raport cu literele : i) x; ii) y; iii) .r 5i y. 

R. i) 1n raport cu x, gradel~ monoamelor slnt : a) 1 : h) 2 ; c) 3; 
ii) 1n raport cu y, gradele monoamelor sint : n) 1 ; h) I : c) 2 : ; 

lii) ln raport cu x şi g, gmdele mononmelor slnt : a) 2 : u) 3 : c) 5. 

\7.7. Care din monoa.mole: a) 3x2y; b) -5ab2 ; c) -12x2y, d) 
6b2a sînt asemenea! 

n. Si11t asemenea a) cu c), respectiv b) cu d). 

V,8. Să se-reducă, ter.nonii ~semenea: . • .. 

a) /:ia+ O· a; b) 3x + 2x; c) 5x - (-2x); d) -7x -12x; 

e) 7a +·2a,- 5a; f). 8a: + 4x + ~x + 9a;; g) -(-3)::cy + 
+ ( -5.ry) - (7 :i;g - 3:cy) (b) -;:C2y2 - -a:2y~'; i) __!_ a; + _!_X; 

2 3 

j) .!.. .zg -• _!_ wg ; k) :c + a:y + y + 1 - 2:c - 3y - 6a:y ; 
4 3 

3 5 i 3 i 3 3 
1)-- a: +- ~ + y +- y ..,.. -x; m) a:2y - - :c + - x2y - 1 + - ~ 

4 6 2 4 2 4 2 

li. Avent: 

5 
a) IG1,1~) f>ar; e) 7z: d) -19:i: ~) 4a: f) 22a:; 11) -bg; b) -2.:i:1,,S; l)Ţz; 

l 5 3 7 
l) - - z,: k) -s - 2g - 5q + 1 ; I) -.-. a:+ -g; m) - ~ + s - l. 

12- 6 2 4 

l".9. 8' ae 8Cl'Îe 'sub formi· canonică lll'lnitoa.rele produse de 
monoa.IQe :. 

a)(2aJ)•(3aJ); b) (-7abl·(-5a:ya); c) (-: aoo)·( ! ); 
d) (0,8 ••p2) • (-5amttpqa) ; e) (6ab) • ( -5ab3:c) ; f) (12abz) • 

• (-0,(3,mtaa]; g)( ~ :cy),(~ a:z)·( ~ w)·(-5abz); 

h) [(-l)ll(Olla:y]• [(-1)1•+1>(•+2la:a], ti e 1N; i) ca·b·) • 

•(a•b•) ;j) a•a2 •a3 ,a4 , •••••• ,a•. 
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15 
R, Avem: a) 6:i:1 : b) 35a86xy: c) - - abo: d) - 4 anrn1p3,t I e) - 30 6'61•1 

8 

-5 
f)- 4 a'bmm; g)- x1yz8uab; h) xlya, deoarece (-l)ll(a+I) = (-t)<a+1><....,=1, n, m+t. 

96 • 
11(•+1) -,-

NSpectiv n + 1, n + 2 fiind numere consecutive (deci unul par) : i) aia+• blll+II ; j) 41 

V.to. Să, se efectueze, scriind sub formă canonică: 

a) -3(ab)2 ; b) ( -3ab)2 ; c) (2a1b)3 ; d) 6(ab)2 • (a1b}1 ; 

e) (-5ab2a;)4{-3ab3a;2y) 3(2ab)1 ; f)(0,(3}a;;,)1 • C0,(4:)r~)•. 

64 
IL Avem : a) -3a1b1 ; b) 9a8b1 ; c) 8czlb8 ; d) 6d't,I; e) -3750a'Prer'; I) -- rr,'d. 

Hit 

V.11. Bi se efectueze, scri_indu-se sub formi ca.nonici 1 

a.) 51113.g ; b) 7 a;1 ; c) 3,2abc1 ; d) -•'; 
-3a; 3a; 1,5abo -·· 

~~· . e) -14:a;ly f) ·9 • ) -3;1;'gY. 
2a;y ; 2 ' g 2311.-a ' 

-36},. 

h) &abc • ') -17 t11bodl 
--, l ----· 

5bo 13a1bc. 

5 7 , 32 2 , 3. 
li. Avem ca) - -:i:11; b)-i:; c)--o;d) a'1e) -7z; I) --z'w;I) -- l!r,1 

3 3 15 3 2 

8 17 
b)-. -a: i) -·----· : 5 13 

:V.ta. Să se , efectueze,, .r~ducin4~se.. ~nij; ~e.n~.: 

aj 6a;,(-3y} + (-3iv2y) 3 : (-9a;iy2); b) 12:Dly: (-2xt + 
+ '6a:y ; c) 6«Py2z + (~3~) ·{ +2a'.) •,( ~5rf + . 

( 17 a;1y2fs) ( 5a3b1z ) + (2:1) • ( ,-:.3a;y)ll r d) . 3a,y• . : '1 . . 6au -. 
:-(-3:tz) . (~2b) • ( -5a)2 ; -e) (al,·. 1,o. ca.)8 + (ouo)' -j. 

----·· 



2785 
B. Affl!I a) -15~: b) O: c) :\4ry1z; d) -- a2b xz ; e) 622u'l,•~. 

· · 18 

V.13. Si se scrie sub formă. canonică, polinoamele : 

a.) + 'lt,g - ( +s:vy) + (-5xy) ; b) - 3~2a; + ( + ; a2a;); 

e){-: ab)+(: a2b)+c+ab)+(-: a2b)+(-: ab); 

5 3 
d.)=a +- b + 6ab + (-5ab) - (-6a) + (-7b); 

2 8 

e) .!. s! + 3,5 :v - ...!... :v2 - _!_ a: + 5 ; f) - ( -18x2) - (17 a: - a:2) + 
4 2 8 4 

1 1 1 3 
+(-k+Ga,2); g) -6a1 -(-4,5a2); h)-a:--y+-x+-y; 

2 4 2 4 

i) ,.zy - a:y1 + 2a:y2 + (-5xy) - (-6x2y) 

20 5 1 17 53 
B.Awm1 a) -si,s b)--d'x1 c)--ab--rb; d)-a--b+a11s 

9 4 6 2 8 

S 3 1 
e)- s8 + - s + 5 S I) 25s' - 22:,;; g) -1,5a1 ; h) :,; + - y ; i) 7-ry + xy8 - 5xu. 

8 2 2 

V.H. BI se det.ermine gradul polinomului : 

3 
a) 'lfll'y + S.,• + 6; b) -6tD2yt11 + 14xy4 ; c) a:y2 - -xy8 + 7a -

5 

- 7blo& + ~ a2 - .!_b • 
2 9 ' 

1 1 2 
a)-a& +-bo- -ao; e) flJ - y -t11; f) uvt; g) 6 

5 7 3 
B. Gradele ldnt : a) S s b) 5 s c) 7 J d) 2 ; e) 1 ; f) 3 ; g) o. 

V .15. SA se efectueze adunArile de polinoame , 

a.) (•·- b) + (b - a)+ (a - a); b) (xy - yt11) + (t11flJ - xy} + 
+ (a:, - p); o) (7a;I - 3a, + 1) + (-5flJ2 + 6flJ - 8); 

4) - a16+ - a1,I - 5Gb . + - - a2b - --- ab2 + 8 3ab - 1); ( 2 6 ) (~ 4 5 
3 9 6 9 ' 
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e) (_!_ ba;y - o,3 x'ty - o, 7:JJ iy - .!_ b.1:y) + (0,85~3g - 0,5 •~); 
~5 2 2 

f) (6 + 1(1} - 9:r,2) + (_-5 + 18:.c t 0,9.xZ + :i;I); 

g) ( : xy - ; a2 b) + { - : :.cy + 6ab3 - fia3b ) ; 

h) (1 + a, + a,2 + . . . + m2") + (1 - m + mz - xs + . . . - x211-1 + a:21') 

ne IN*; i) (xs _ ys) + (xs + ya); j) 2a2 _ (2aa _ 31,2) • . 
1 

R. Avem : a) O ; b) ix+ xy - 2yz : c) 2x1 + 3x - 7 : d) - ab8 + 3,3 a/J - 1 ; e) O j 
9 

17 22 
f) 1 + 25x - 8,lxl + x8 ; g) - xy - - alb + 6ab8 ; h) 2 + 2x1 + 2z' + ••• + 2~; 

8 3 · 

i) 2x8 : j) 3b1• 

V~tG. Să. se efectueze scăderiţ~ de polinoame: 

a) (6 - a2 + b2) - (5 + 2a2 - 3b2); b) (15a2z + 3a:y - 7) -
-( -6xy + 16 - 5a2x + 3x) ; c) 3.:.c - (6:.c - 7); 

d) 6ab - 3 - (6ab - 3); e) (8x2y - 5) - (3.x2y + 7) - (2a:2y - 9); 
f) .(6ab· - ,5cd) --- (-3ab + Scd) - (5ab :- 8); 

g) (a~b - ,~ xy - : xa2)-{ !_.cy ~-;: xa2 - 4abJ; 
h) (X2 + :.C + 1) - (1112 - X + 1,3); i) (1 + X + X2 + :c3 + . ., . 

. . ·. + ::c2•) -

- (1_.- fli+ x2 - x3 + , .. - .1;2"-1 -f: _~2"); j},J8~x - 5_) -JŞ.~b~ ţ. 5). 
R. Avem: a) 1 - 3a1 + 4b8 : h) 20a8x+ 9xy - 23- 3x :c) -3x+ 7 ;d)O ;e) 3.ziiy-3ţ 

101 17. L 
f) 4ab - 13cd+ 8; g) 7ab - 63 xy - 4 ~a' h) :.i:c· .... -o,3; i) 2x+ 2x3 + ... + 2x••-~ 

j) - 10. 

\ 7.17. Să. se scrie polinomul: 

16 5 7 3 
-x2y --ax2 +-bxy--o 

3 4;, ~ 8_ 

sub forma..nnei·sume dintre un;polinomşi-un monom, respectiv,sub forma. 
unei diferenţe dinta-e un polinom şi un monom. . 

R. Avem: 

16 5 7 3 
-- x1y - -ax•+ _::.._b:#1/-,,·,:-. -••· 

3 . 4 9 , 8 

.'16 



( 16 _. ) _ ( . 5 .:..• 7 . 3 _ ·( ;I; ..:...)· = 3 .-g + - 7 a.- + 9 b:a:11 - 8 o) = - 4 a.-· + 

+ -·-z•g+ -bq- -c • ( ·16 7 3 ) 
3 & 8 -

etc. şi: 

- :1:111 -- az•+ -bzg- -o= -z8g- - ar+ 16 5 7 3 ( 16 5 
3 4 9 8 3 4 

7 ) ( 3 ) . ( 5 7 3 ) ( 16 ) + 9 bzg - 8 o =; - 4 a:11• + 9- bxg - 8 o - - 3 z.lg 

41tc, 

V.18. Sit se.efectueze înmulţirile·: 

a) O· (4a + 3b); b) 2(a - b + c); c) -7(x + y - z); 
d) x(x + y + z); e) xy(x + y + xy) '; f) abc(a + b + C); 

g) x2yz{- 2abc2 + ~ xy + 6 ) ; h)_!_ x(x + 4); 
8 , 2 

i) (7a - 8b + 9c) 13d: j) 3a2b(5ab2a; - 7aby + 9z); 

k) ( - : ){ - : a+ : b - ; c); 1) (4m - 2:t ~I3ab _., 

-7cu) · aby; m) (a - b + c - d + e) 3a2b3c4z7 ; 

1 
n) (-4ab)(a + b + 2c - 3abcz) :; o) 17 ab(c + 2d - 7c3 ). 

R.Avem:a)O;b)2a-2b+2o; c) -7z-7u+'7z: d) x•+xg+xz; e)ry+ 

3 1 + zy1 + ~ii~ ; l) a1bo + ab1o + a.brP ; g) -2Abc8z2yz + 8 x3y2z + 6ry: ; h)Z zi+ 2z; 

i) 91ad - 104bd + 117cd; j) 15a3b3z ....i·!ta~i,11y + 27a1bz '; k)' 25 'a - ~a 6 +· 4JS C ; 
36 48 54 

.l) 4abmg - ·2abxy -+: 3a2b1y -;- 7abcuy; m) )a3b3c'~7 - 3a2~c'z7 + 3a'-b8o'zi - 3a1b,8otdz7 + 
. I •. • '• • 

· · _ 5. ·s 35 ·· 
+ 3a'-bBc'ezî ; n) -4a8b - 4111Jll - Sab11 + ;t2a&J,1cz; o) - abc + - abd .;._ - aba8. 

4 2 4 

V .19. Care din expresiile : 

6x 3li - 2c: 2· 
a,)....,.....· b) · • c)-· 

'1' · '4 '··x' 
sînt fracţii algebrice raţionale. 

6 - x a2bc 3ac - b1 
d) -.....-· e}--- ·, f) --
. Ş, + a:' xy ' 6ac - 2 

V.20. Pentru ce valori ale lui x, fracţiile algebrice raţionale : 

) 3 • b) 6is • ) 3x - 1 • d) 2am + l a -, -, C . , 
:&, 3x 5a: a: - 2 

nu au sens {nu sînt definite) t 

T'J-



1 / 
V.21. Ca.re dintr.e numerele O· __. · 1 '• 2;. 8 este soluţie a ecuaţiei ' 3 ' ,, F • 

3(a; - 1) - 3 = 2a; + 2,~ 
R. Pentru x = O egalitatea devine 3(0 - 1) - 3 == 2 · O + 2 sau - 6 = 2, fals. 

Verificlnd fiecare număr, se constată că x = 8 este soluţie. 

V.22. Care dintre numerele -0,3; 2,(4); 3; 202 - 1 este soluţie 
a ecuaţiei 

(l) + 1 - 3 = (l) - 3 ~1, 
2 2 

R. Apliclnd proprietăţile relaţiei de egalitate dintre numere reale obţinem, succesiv, 
ecuaţia echvalentă x + 1 - 6 = x - 3 - 2 •au -5 = -5, de unde rezultă că ,orice- xeCQ 
este soluţie a ecuaţiei. Rezultă, ln particular, că numerele propuse ln exerciţiu slnt soluţii. 

V .23. Rezoivaţi ecuaţiile : 
a) 3a; - 7 = 5a; - 3 ; 

a; 1 1 
b) - - - = flJ - -

2 4 2 

in mulţimile IN, 7l, (Q. 

R. a) Ecuaţia este echivalenti cu : 

3x-5x= -3+ 7 

4 
aau - 2x = 4, de unde x = --, x= -2. Deci ecuaţia nu are soluţie ln IH, dar are soluţie. 

-2 
to 7l şi CI, anume pe :i: = - 2. 

1 
b) Analog obţinem x = 2 , deci ecuaţia ·nu are soluţie ln 1H şi 7l dar are soluţi~, in Q, 

V .24. Să, se rezolve în mulţimea ,(Q ecuaţiile : 

a) 2x =O; b) 5x =O; c) 2a; = 2; d) 2 = 3x; e) 2x + 3a; = 5; 
f) 3a; + 7a; + 9x = 15; g) 4a; - 2a; = 8; h) 4x - (2a; - a;) = 9; 

i) 3x + (Sx - 2a;)= 7; j) 2x + 5a; = 6x - 2a;; 
k) 2a; + 3 -:- - a; + 8 ; 1) - 3x - 5x = - 3x. + 2x + 6 ; 
m) 4a; - 3 = 2x - 7; n) 6x + 9 - 5a; = - 3a; + 7 + 2a;; 

o) 3a; + 5 = - 3a; + 5; p) - 6a; - [9(3:x: - 5) - 6x] = 
= 2:x: - 7; r) 2{3a; - 5[6 - 2(3a; - 2)] - 5} = 6x + 9; 

s) 4x - 3[2 - 6:x: (2a; - 6)] = 36:x:2 - 9. 
2 

R. A,vem soluţiile: a) x = O; b) :i: =O; c) :i: = 1,j d) :i: = .. 3 : e) :i: = t t 

15 7 5 6 
f) X = 19 ; g) X = 4 ; h) X = 3 ; i) X =9; j) X =0 ; k) :i: = 3 ; I) X = - T f. 

52 119 3 
m) :i:= -2; n) :i:= -1; o) x=O; p) :i:= 29 ;_ r) :i:= 60 ; s) x= 104 • 
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V. 25. Să. se reprezinte fiecare dintre următoarele mulţimi scriind 
elementele sale între acolade (acolo unde acest lucru este posibil) : 

A= {mia: e [N, 3m = 9}, B = {mim e IN, 2m = 16}; 

O= {ml a: e Z, 6a: = -18}; D = {ml x e Z, 3x = 7}; 

E = {xi a:~ iZ, 3x = -6 sau 5x = 15}; F = {xi xe Z, 5x = 15 şi 

Bx = 25}; G = {xi x e 7l - IN, 3x = 6}; H = {xi a: e CQ - Z, 
- 5x = - 25}. 

R. Avem: 
A = {3}; B = {8}; C = {-3}; D = 0; E = {-2, 3}, F = 0; G = {2}; H = 0. 

V. 28. Să, se rezolve ecuaţiile : 

a) !xi =0; b) jx-11 =0; c) lm-21 =3; d) lml+lm-·11 =OJ 

e) Im - .31 = Im - 21; f) 2lx + 51 = Im - 71; g) 1-flJ + li = 

= 61111 + 31. 
R. Avem : a) :e = O; b) :e = 1 ; c) :&1 = 5, :t1 = -1 ; d) ecuaţia nu are 10luţle; 

V. 27. Pe'iitru 'ce valori, numere naturale, al~ l:iµ ,,% 1fţ'a,cţ~ 
15 

· este numit' ,întrei f. 
·2x +a 

R. Peatru ca fracţia Iii fie numAr lntreg este necesar ca 2:e + 6 sl fie un divizor lntreg 
:al lui 15. Se ebservl că da~l 2:e + 6 este ~gal cu Utt cilvlzt>r rnegatiV allui 15 atunci :e nu este 
numlr natural. Trebuie deci, ca 2:e + 3 sl fie egal cu un divizor natural al lui 15. Dar D11= 
'= {1; 3; 5; 15} deci 'âvem:etttaţiile 2:e+·3'=· 1;/ ~11 ii•;,.; ~li IH, 2:t'+ 3 = 3, .ca'..s = 0 E IH, 
.2:e + 3 = 5, cu :e = 1 E IN, 2:e + 3 ia: '15/ cit' 1:t·:::: :6-~'ul(- '' ! l 

·Aşadar, valorile. :e e 1N care satisfac enunţul shlt_ o, 1, 6. . . \-. .,. i . ' .• ,·i 

V.28. Dublul unui număr nat-urai n mărit cu :f este···ega1 cu 27. Să 
:ee afle numărul. 

R. Potrivit enunţului, n verifică ecuaţia 2n + 3 = 27 de unde 2n = 27 - 3 = 24, deci 
24 

~=-=12. 
2 

V.29. Un număr este cu 4 mai mare dectt altul. S~ se afle nume
:rele ştiind că, suma lor este 250. 

R. Fie :eal doilea număr.Atunci primul este :e + 4. Suma lor este :e + (:e+ 4) = 2:e+ 4. 
240 

Deci 2:e + 4 = 250 de unde 2:e = 250 - 4 = 246, deci :e = - = 123. Primul numlr estet 
2 

.llilldar, egal cu 123 + 4 = 127. 

79 



V.30. Un număr este de două ori mai mare decît aJt număr. Să se 
determine numerele ştiind că diferenţa lor este 18. 

R. Fie x al doilea număr. Primul număr este egal cu 2x. Diferenţa lor este 2x- x = x, 
deci x = 18 şi deci, primul numilr este egal cu 2 • 18 = 36. 

V.31. Să se afle un număr raţional ştiind că. dacă-l înmulţim en ~, 
obţinem acelaşi rezultat dacă. scădem 6 din el. 

- r 
R. Fie x numă,ul căutat. El satisface, aşadar, ecuaţia 3x = x- 6, deci 2x = -6, adicii 

X=-3, 

V.32. lmpă.rţ;ind un număr la 5 obţinem cîtul 4 şi restul 4. Ş,A s~ 
determine numărul. 

n. Potrivit teoremei lnpărţirii numerelor tntregi, numărul căutat este ,î·; 5 + 4 = 24 •. 

V.33M. ·l\'1-am gîndit la un ,număr. L-am adunat cu 4. Rezultatul 
l-am înmulţit cu 2; Din noul rezultat am scăzut 8 şi am obţinut n~ul. 
la care m-am gîndit. La ce număir m-am gîndit 7 

R. Numil:rul·x'căutat satisface e~uaţia: 

2 (z + 4)-8 = X 

adicii 2x + 8-8 = 'z, ,de unde x = O. 

. V .34. Să se . determine cinci numere naturale consecutive. Ş:tiind ci. suma lor estif5it ': ' .·· j : · . ·: .°!' 

R. Fie x, x + 1, x + 2, x + 3, x + 4 numerele clutale. Potrivii enunţw.ţ 'iJ.'i(~ ecuaţia:; 
' ~ . 

,, X+ (X+ 1) + (X+ 2) + (X+ 3) + (X+ 4) = 50 
· .. ~ . . 

11&U 5x + 10 =. 50 dei u~de :,; = 8. Deci nuţnerel,e. sJnt Ş, 9, 10, 11, 12. 

V .35. Un munltr de trei cU',re are cifrele p~ consecuit~e. Să se. 
a.fie nunw.rul ştiind că. suma CUl'$Qr sa.le este 18. · · 

R. Fie abe iumlrul elutat. Alflldar, 6 = a+ 2, c = a + 4 fi a + (li -1:' ~). +. (4+ -O,= ţ'
de unde a = 4. Deci numlrul elutal e&le 468. 



GEOMETRIE 

CAPITOLUL I 

INTRODUCERE INTUITIVĂ IN GEOMETRIA PLANĂ 

§. 1. Punct, dreaptă, plan, semidreaptă, semiplan, segment, unghi, cere. 

1.1.1. Noţiunile de bază cu care se operează ingeometrie sînt: punctul, 
dreapta· şi planul. Enumeraţi din situaţiile ce urmează pe acelea prin ca.re 
vă puteţi fa.ce o idee cit mai clară, despre noţiunile fundamentale ale 
geometriei- : 

a) marginea. unei foi de caiet de dimensiuni foarte mari ; b) vîrful 
unui creion bine ascuţit; c) o foaie netedă de hîrtie foarte mare; d) colţul 
ascuţit al unei mese; e) o sfoară foarte lungă bine întinsă; f) suprafaţa 
mării în timpul unei furtuni; g) faţa netedă a unei mese; h) 
direcţia. traiectoriei unei pietre care ca.de liber; i) marginea unei monezi 
de 5 lei; j) suprafaţa unei a.pe liniş.tite; k) suprafaţa. unui teren în urma 
arăturii; I) urma lăsată de creion cînd se scrie litera „c" ; m) traiectoria 
unei pietre a.runcată orizonta.I; n) virful ascuţit a.I unui stilp; o) fa.ţa 
netedă, a unui perete din clasă. 

IL Planul este reprezentat ln situaţiile e) ; . g) ; . j) ; o) ; dreapta, ln cazurile a) ; e) ; h); 
punctul, ID cazurile b) ; d) ; n). · · 

I.t.2. A, B, O, D, E sint puJjcte (vezi figura). Scrieţlvaloarea.logicăa 
următoarelor propoziţii : 
a.) A -:J, D; b) .A. = O; c) Â ':J: E; d) .A. ':J: B; e) D = E; A= B == C 

f) B = o; g) C = D; h) B ::/< D; i) C ,,, E; j) C = .A; X X D 

k) C = E. Ex 

B. Notlnd cu A valoarea de adevAr a unei propoziţii.-adevArate şi cu Fa uneia false avem: 
a) A ; b) A ; c) A ; d) F; e) F; f) A ; I) F; h) A ; i) A I j) A; k) F. 

I.t.3. Se dau punctele .A., B, O. Rea.liza.ţi un desen ştiind că sînt ade-
vărate simultan propoziţiile : .A. = B, .A #: O. A = 1 

B. Unul clin cazurile posibile este prezentat 1n l:llura. ~tarati : 
X xC 
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d --·--• -A eB 

I.t.4. A şi B sînt puncte iar d o dreaptă.. Realizaţi un desen în 
cazulcînd avem adevărate simultan propoziţiile: Aed, B$d . 

R. Un caz posibil este prezentat ln figură. 

I.t.5. Se dau punctele: A, B, O, E, M şi P. Precizaţi la care din 
notaţiile următoa,re se respectă. convenţiile învăţate: a) A e B; b) A = B; 
c) B =A; d) A ii B; e) A =I= O; f) A c B; g) M <t. P; h) An B = E. 

R. Convenţiile se respectă ln cazurile b), c) şi e). 

~~---,,..+,-d~ 
O E -

J.t.G. A, B, O, D, ]IJ, F sînt puncte iar 
dJ., d2, da sînt drepte. Scrieţi valoarea logică 
a următoarelor propoziţii : a) A e d1 ; b) F e 
E d8 ; c) A e da; d) A ii da; e) B E d1 ; f) B e 
e dij g) B ii da; h) O ii d1 ; i) De d1 ; j) Dii 
j fla; k) E e d2 ; 1) E ii d1 ; m)F ii da; n)F j d1• 

~E di, 
R, Notlnd cu A, respectiv F, valorile logice 

ale propoziţiilor de mai sus, avem : a) F; b) F; c) F; 
d) A; e) A; f) A; g) F; h) F; i) A; j) F; k) F; I) A; 
m) A; n) A. 

I.1.7. Se da.u punctele: . .A, B, O, D, E, M, N şi dreapta d: PrPci
za.ţi la ca.re din notaţiile unµătoare se respectă, convenţiile învăţate: 
.a) A e dr. AO; l>) M c dr . .AB; ţ) A= d; d) dr. AB = OD; e) d = dr. 
BE; f) A e dr. BA; g) dr. AB =I= M; h) dr. AB = dr. OD; 'i) dr. AB :.... 
= dr. AB; j) dr. MN = dr. NM;.k) dr. ABe M; 1) dr. AB c M; m) 
dr . .AB </:. Jl; ;o) Jl =I= tl; o) Jl ::I, dr . .AB; p) '11 n da = {A}. 

B. Convenţiile se res~~ctă ln caurile a), e), f), h), i), j), p). 

I.t.'.8. A fi B sînt punct,e ţar tJ este o dreaptă. Este posibil ca. pr~po
_:zjţiile A = B, A j d, B e il d fie adevărate simultan! 

R. Nu este posibil. Daei BE d şi B = A ar rezulta ci Aed ceea ce este .impoel.bU 
,(absurd), căci se spnne ci A 4, tl. · · 

··c 

:i~t.9. A, B, O sînt·.puncte-,iar·di;·t1s,·!la sînt 
drepte. Realizaţi un desen în cazul ·cînd -urmă
toarele ·(toate) propoziţii· sînt adevăra,te : A =I= B, 
B ::I, O, O #:- A e d1 şi A: e il2, B (: d1 şi -B e fh, O. e 
j ·d2 şi O e· d3 • 

R. Cazul clnd toate propoziţiile slnt adevărate este re-
d prezentat tn figură. · , 

3. -~ . ·, ,. . ,. .. . . . . ' .,. 
1.1.10. Se dau propoziţiile adevărate,: a) A E: dr. BO; 1:>)·.B e !ir, AQ; 

.,c) O .I dr . .AB •. OMe din el~ in4ică faptul oă, punctele A, B, O sînt puncte 
-001inia.ret ·····:·., .. ,,,· ' '· ' · ' 



I.I.li. Analiza.ţi d•3senul ală.turat işi enumera.ţi 
t-0a.te dreptele care sint determinate. 

R. Dreptele stnt: AD, AB, AC, BA, BC, BD, CA, CB, CD, 
DA, DB, DC. 

Ll.12. PuncteleD, E, F, M sint puncte diatincte 
(diferite) două cite două, iar propoziţiile următoare 
sînt adevărate: a.) Dii dr. EJJ'; b) E e dr. DF'; 
c) M e dr. DM; d) JJ' ii dr. EM. Care din aceste 
propoziţii 30munică. faptul că este vorba de puncte 
necoliniare ! 

R. Punctele stnt necoliniare tn propoziţiile a) şi d), 

1.1.13. A, B, O sint puncte. Cîte drepte dife1'ite se pot scrie ştiind ci 
.A E dr. BO! 

R. Se poate construi o singură dreaptă, A E dr. BC înseamnă că A, B, C slnt puncte 
coliniare, 

1.1.14. Se dau punctele A, B şi O distincte două cîte două şi coliniare. 
Enumeraţi toate dreptele care se pot scrie. Cite din a.ceste drepte coincid! 

R. Putem forma dreptele dr. AB; dr. BA; dr. AC; dr. CA; dr. BC; dr. CB. Toate 
aceste drepte coincid (slnt confundate). 

Observatie. Toate drepkle ce se pot 1:mne ln evidenţă cu puncte coliniare slnt drepte 
confundate (drepte care coincid); se poate spune că avem o singură dreaptă scrisă ln mai 
multe moduri. 

1.1.15. A, B O sint puncte. Scrieţi dreptele diferite ce se 
pot forma.. (vezi figura) xB 

Ax 
xC 

B. Putem forma dreptele: dr. AB, dr. BC, dr. AC. 
Observaţie. Convenţia din desen ne arată că punctele A, B, C slnt necoliniare. 

1.1.rnx. Analizaţi desenul ală.turat şi scrieţi: a) toate perechile posi
bile formate din cite două puncte ; . b) toate dreptele determinate de fie
ca.re din aceste perechi de puncte; c) toate dreptele diferite. 

R. Avem: (A; A), (A; B), (A; C), (A; D), (B; A), (B; B), (B; C), 
(B; D), (C; A), (C; B), (C; C), (C; D), (D; A), (D; B), (D; C), (D; D); Ax 

b) Avem: dr. AB, dr. AC, dr. AD, dr. BA, dr. BC, dr. BD, dr, CA, 
dr. CB, dr. CD, dr. DA, dr. D,B, dr, DC. 

Observa/ie. S-a păstrat o ordine ln scriere pentru a nu fi omise unele 
drepte. · 

c) dr. AB, dr. AC, dr. AD; - 3 drepte 
dr. BC, dr. BD - 2 drepte 
dr. CD -1 dreaptă 

Dx 

xB 

xC 

Observaţie. Aşezarea respectivă permite aflarea numărului de drepte diferite fi faptul că 
nu se omit unele din ele. 

l.1.t7PP. Enumera.ţi toate dreptele diferite determinate 
de punctele din desenul aJătura.t, unde nu avem cite trei 
puncte coliniare. Cite astfel de drepte sînt ! 

B. Procedăm enumerlndu-le lntr-o anumită ordine pentru a permite 
numărarea comod, a lor. Astfel avem : 

dr. AB, dr ,iC, dr. AD, dr. AE - 4 drepte 

A 
X 

E IC 

B 
X 

C 
X 

xD 
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dr. HC, w·. IJJJ, dr. BE - 3 drepte 
dr. C:D, dr. CE - 2 drepte 
dr. DE -1 dreaptă. 

Avem ln total : 

1 + 2 + 3 + 4 = (1 + 4) + (2 + 3) = 2 • 5 = 10 (drepte) 

I.t.18PO. Enumera.ţi toate dreptele diferite determina.te de punctele 
A, B, C, D, E, F diferite, unde nu a,vem cîte trei puncte coliniare. Cîte 
astfel de drepte sînt Y 

R. Avem dreptele : 
d!' .. 4B, dr. AC, dr. AD, dr. AE, dr. AF - 5 drepte 
dr. BC, dr. BD, dr. BE, dr. BF - 4 drepte 
dr. CD, dr. CE, dr. CF - 3 drepte 
dr. DE,. dr. DF - 2 drepte 
dr. EF - 1 dreaptă. 

Rezultă ln total 5 + 4 + :-1 + 2 + 1 drepte. a..tică (1 + 5) + (2 + 4) + 3 = 6 + 6 + 3 ; deci 
15 drepte. 

Comentariu. ln această problemă cele 6 puncte au determinai 15 drepte. Dacă s-ar da 
7 p11ncte, după ce le enumerăm, constatăm că avl·m 6 + 5 + 4 + :1 + 2 + 1 drepte. Această 
adunare se poate efectua, după cum s-a văzut mai sus astfel: (6 + 1) + (5 + 2) + (4 + 3) = 
= 3· 7 = 21. 

Asemănător, dacă s-ar da 8 puncte, vom avea 7 + 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 adică 
(7 + 1) + (6 + 2) + (5 + 3) + 4 sau, 3 · 8 + 4 deci 28 drepte. 

tn cazul ctnd s-ar da 9 puncte, vom avea 8 + 7 + 6 + ... + 3 + 2 + . 1 adică (8 + 1} + 
+ (7 + 2} + (6 + 3) + (5 + 4) = 4 · 9; deci 36 drepte. · 

Observaţie. Dacă stnt 6 puncte suma lncepe cu 5 ; dacă stnt 7 puncte suma lncepe cu 
·6; dacă slnt 8 puncte suma incl'pe cu 7 ; dacă slnt 9 puncte suma începe cu 8, .t\.şa se va 
lnttmpla ctnd vor fi date 10 puncte: suma va începe cu 9. Du dacă ar fi 21 de puncte? 
Suma va lncepe cu 20. Vom avt·a : · '· · · 

20 + 19 + 13 + ... + 3 + 2 + 1 = (20 + 1) + (19 + 2) + (18 + 3) + ... + (13 + 
+ 8) + (12 + 9) + (11 + 10}. 

Se observă că sînt 10 paranteze deci 21 · 10 adică 210 drepte diferite. 
Acest procedeu ne permite să calculăm mai comod 'suma tuturor numerelor naturale 

.pln,ă la. un nulJl~ natural dat. , 
Aşa se poate calcul~, de exemplu, .suma 1 + 2 + :i + 4 + ... + 1.97 + °198 + 199 + 

+ 200, adică (1 + 200) + (2 + · 199) +' ; .. + (100 + 101) ~ 100 · 201, pentru că stnt · :100 
de paranteze. · · · 

în cazul clnd avem, de exemplu, 1 + 2 + 3 + ... + 198 + 199'+ 200 + 201, adică 
primele 201 · numere naturale diferite de zero, scriem : 

.: 

(1 + 201) + (2 + 200) + ... + (99 + 103) + .(100 +· 102) + 101 

deci 100 · 202 + 101, pentru că slnt tot 100 de paranteze dar mal este numărul „de la 
mijloc" 101. 

Aşadar trebuie să fira atenţi tn cazul ln care se adună un număr . impar «l;e numere. 
Pentru a înlătura acest incovenient putem, (folosind o altă scriere), ·proceda astfel : 

(1 + 2 + 3 + ... + 199 + 200 + 201)· + (201 + 200 + 199 + ... + 2 + 1) = 2S 

unde am notat cu S suma ce o avem de calculat, (S = 1 + 2 + 3 + ... + 200 + 201), Avem : 

(1 + 201) + (2 + 200) + ... + (199 + 3) + (2.00 + 2) +· (201 + 1) = 2S 
Cum slnt 201 de paranteze putem scrie : 

202 n+ 1 
2S = 201 · 202, deci S = 201 • - = 201 • 101, sau, mai general, S = n · --• 

2 2 
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1.1.19. A, B, O sint puncte distincte două. cîte două. Ce p11teţi spune 
-despre punctele A, B, O da.că dr. AB coincide cu dr. BOT Rea.liza.ţi un 
desen. 

R. Punctele slnt coliniare, ca 1n figură. 

----1-1-1--
A B C 

I.t.20. A, B, O, D sint puncte diferite (distincte) două, cite doua.. Oe 
puteţi spune despre a.~este puncte da.că dr . .AB şi dr. OD coincid 'Y 
.Rea.liza ţi şi un · desen. 

R. Punctele A, B, C, D slnt coliniare, ca ln [igură: 

--1---1--- 1--l--
A B C D 

1.1.21. A, B, C, D şi 
.E sînt puncte distincte 
{diferite) două,· cite două. 
Din a.cestea., două, triplete 
formează puncte coliniare: 
A, B, C şi B, E, D. Enu
mera.ţi toa.te dreptele diR
·tincte ce se pot determina. 
,mi aceste p_uncte; 

R. Se forml'ază drl'pkle: 
,dr, AD, dr. AE, dr. AB, dr. BD, 
-dr. DC, dr. CE. -. 

Observa/ie. Avem: dr. AB = dr, BC = dr. AC pentru că punctele A, B,. C slnt cot
,Q.iaFe-; deasemenea siilt confundate dreptele BD-; BE şi DE ctci punctele -B;- ·E · D slnt' ao• 
liniare. · --· 

1.1.22. Punctele A, B şi O 
·sînt diferite două cite două, şi 
:aparţin dreptei d iar D şi E nu 

E 

.aparţin dreptei d 1şi :hu sînt colini- .J_: __ 

.&re nici cu ...4., nici cu B şi nici cu a 
O. Puneţi în evidenţi într-utl;desen; · -~~,;;;;,..~,...c~--~:::.,.!'---
.dreptele care sint determîru»te~ 

R. Vezi figura: 

1.1.23. Puneţiin evidenţă, într-un desen 
·trei drepte concurente într-un. singur punct 
M. 

Folosiţi notaţiile învăţa.te. Mai există şi 
calte drepte concurente în M t 

R. Figura alăturati eate .un exemplu de concuren
ţii. lntr-un punct a 3 drepte. Există q infinitate de drepte 

.ce conţin un acelaşi p.unct. ' 
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1.1.24. În desenul ală.tura.t d17 d2, d2, d4 ~înt drepte, unele dintre ele 
s~nt drepte concurentJ. Enumeraţi ·acţiste perechi de drepte concurente 
ŞI punctele lor de intersecţie. 

d2 R. Avem cazurile : d1 concurentă cu d1 
ln A ; d1 concurentă cu d3 ln B; d1 concu
rentă cu d, ln F; d2 concurentă cu d3 ln C; 
d2 concurentă cu d, ln E ; d3 concurentă cu 
d4 in D. 

Observaţie. Ik~igur că mal slnt perechi 
de drepte concurente. de exemplu: d9 con
curentă cu d1 ln A, dar o con~iderăm enu
merată mai sus. 

Deci, dacă afirmaţia „d1 este con
curentă cu d8" este adevărată, atunci şi 

afirmaţia „d8 este concurentă eu d1 " este 
adevărată. 

1.1.25. Ana.lizaţi fiecare din desenele ală.turate şi enumeraţi : punctele 
unde s-au pus în evidenţă numai cîte trei drepte concurente ; punctele 
unde nu sînt puse în evidenţă numai cite trei drepte concurente. 

R. Slnt puse tn evidenţă numai cite trei drepte concurente astfel : la desenul a) tn punc
tul .A; la desenul b) tn punctele .A, B, C, G; la desenul c) tn punctele .A, B, C; la desenul 
d) 1n punctele A, B, C, D, O. Doar la desenul c) avem punctul M unde s-au pus ln evidenţă 

A 

e .___...._ __ _ 
.. D 

a 

A 

D 

b c- d 
numai patni drepte concurente. Punctele unde nu s-au pus ln evidenţă numai cite trei drepte 
concurente : la desenul a) slnt B, D, C; la desenul -b) slnt E, D, F; la desenul c) slnt G, 
E, D, F, H, M; la desenul d) slnt E, F. 

1.1.28'°. Puneţi în evidenţă, într-un desen 12 puncte, a.~tfel incit 
ele să, aparţină. cite 4: puncte unei drepte şi să, avem numai şa.se drepte. 
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c) d) 

R. Un desen la lntlmplarc nu poate fi cel din figura a); poate fi cel din figura b). 
Dacă impunem ca figura formată să fie simetrică putem să considerăm figura c) sau 

figura d). 

1.1.27. Folosiţi desenul a.lăturat şi precizaţi valoarea. logică, (de ade
văr) a. propoziţiilor următoare: a.) A e (BO; b) O ,ţ [BO; c) B e [BO; 
d) O (ţ (.A.O; e) B e (AM; f) M ,ţ (AB; 

M 
g) A e (BM; h) B e (BO. 

R. Propoziţiile adevărate slnt a) ; c) ; e) I 
iar cele false b) ; d) ; f) ; g) .: h). 

~--1--1-1-

1.1.28. Folosind desenul a.lăturat scrieţi valoarea. 
logică, a. următoarelor propoziţii : a) A e dr. DB; 
b) B e dr. OB; c) D e·dr. AB; d) Oe (B.A; e) .A ,ţ 
(J(...4.0; f) Oedr. AE; g) d = dr . .AO; h) d + dr. 
BD; i) (.AB şi (.AO sînt semidrepte opuse; j) ( OB şi 
(O.A sint semidrepteopuse; k) B e [EB; 1) B e (BE. 

R. Notlnd eu A valearea logică a unei propoziţii adevăra
te şi cu F cea a uneia false, avem: a) F; h) A; c) F; d) A; e) A; 
O nu se poate spune el e11te adevărată sau ci •te falsă; este o 
propoziţie adevărati daci punctele A, O şi E stnt coliniare; g) A; 
b) A ; 0 F; J) .A,_; k) A ; I) F. 

A '1.1.!9 . .Analizaţi desenul indicat şi scrieţi 
tq~te segw.eµt~le. deschise, dţferite, ce ,se pot hun.E 1iµ ~yi(ţenţă, folosii;t~ punci;elt] A,, J;J, O, 

, ... '-~-

R. Avem segmentele (AD), (AB), (AE), (AC), (BD), 
(BE), (BC), (CD), (CE), (ED). . . . 

1.1.30. Scrieţi, folosind desenul a.lăturat, 
valoarea. logicii a. propoziţiilor următoare: 

~) 1-"f e\.Bâ,; "b) ,.iB:e (BD).; c) B E [G.Dj; 
I , • .• ""' ' • • ., •\ • ~- ' 

d) O e f4.E] ;- e)· B e (GF),; f). ~ e (.GE); 

g)"G "f (MG);-~). :F e' [B.F]. 

R. Avem : a) A : b) F .'. ~) A; d) A; e), F; f) F; 

g)A;h)A. 

F 



1.1.31. Folosind figura. a.lătura.tă. răspundeţi la. următoarele întrebări : 
e.) O.i.re sînt punctele comune semidreptelor (BA şi (D.A Y b) Oa.re sînt 
punctele comune semidreptelor (OD şi (O.A Y c) Oa.re sînt punctele comune 
semidreptelor [DB şi [DE, d) Oa.re sînt punctele comune semidreptelor 

-1---,--1-1--1-
A B C D E 

:BD şi (DA f e) 01re sînt punctele C\Omune semidreptelor (.AB şi [.ADt· 
f) Dar punctele comune semidreptelor (DB şi (AE? 

n. Avem: a) (BA n (DA = (R4.: b) (CD n (CA =<I>: [DB n [DE= {D}; d) (BD n 
n (DA = (BD) ; e) (AB n [AD = (AB; f) (DB n (AE = (AD). 

J.1.32. Desena.ţi patru puncte A, B, O, D colinia.re, distincte două 
cite două astfel încît: a) orice punct inte1ior lui (AB) să fie interior şi 
lui (OD); b) nici un punct intel'ior lui (AB) să nu fie interior lui (OD); 
c) (AB) şi ( OD) să a.ibă puncte interioare comune, dar nici unul din ele 
flă nu :i.ibă. mulţimea de puncte interioare ale sale inclusă (conţinută.) în. 
mulţimea de puncte interioare a.le celuilalt. · 

R. Stnt mai multe situaţii tn fiecare eaz, ca de exemplu ; 

a) ---1-1--1-. -1- -1-1----1--1-
n A B C 

-1-1--1-1--:-
c B A D C _A B D 

b) -1-1--1-1-- -1-1-1-1-· 
A B C D C D B A 

c) -1-1-1---1- -1-1-1-1- --,-·-•1rl-1-
A C B D c A._ D B D B C A 

_ I.t.33 . .A, B, <J, D, E sînt puncte diferite (distincte) două cîte doui~ 
Se ştie cil. A, ·o şi D sînt puncte coliniare.· Realizaţi 11"1 desen Îll ,aşa fel 
încît B şi E să. fie în semiplane diferite determinate de dreapta ..d.0. 

R. Diatingem euiarile : 

xB xE 

--.--.---.-- --.--.---.--
C D -A C D 

xE xD 

1.1.M. ln figora,.alătorată enumeraţi : a) Punctele ce.se află de aceoo,şi' 
parte a dr • .AB; b) Punctele ce se am. de, a~i parte a dr. BD; c}· 

Ax 

Bx 

xF 

88 

xC 

Punct.ele care sînt de aceeaşi parte a. dreptei .AE ca şi O;. 
d) Punctele ce aparţin semiplanului deschis determinat 
de dr. OE şi B. e) Punctele ce se am. în semiplanul. 

xD opus lui (dE, unde d = dr. J!O. 

xB R. Avem: a) C, F, E, D; b) A, C de o parte fi E, F de cea
laltA parte ; c) D; d) A, F, B ; c) A, B. 



1.1.35. Se da,u două, drepte d1 şi da con
curente în punctul A şi B e da, A #: B. In
i.licaţi ce mulţime de puncte este [d1B n da. 
Folosiţi-vă, de un desen. 

R. l\!t:l\imra dl' puncte este [d1B n d1 = [AB . 

. !·1.3~. ~1 şi d~ sînt drepţe concurente în .A, iar B şi O aparţin dreptei 
d1 ş1 smt d1stmcte mtre ele. ş1 nu sînt confundate cu .A.. Punctele B şi O 
sînt, în acest caz în acela~i semiplan determinat de dreapta d2 Y 

. R, ~apta. d1 determin~ douA semi pi~. DupA informaţiile din problemA, punctele 
B ş1 C pot f1 numai lntr-un semiplan, dar poate fi unul tntr-un semiplan iar celAlalt ln semipla
nul opus. Situaţiile se prezintă astfel : 

~. 8 

~- 8 

.~;.ia ... · 
... -8 

d1 A 
C 

1.1.37. Folosiţi rigla gradată. şi mă.sura.ţi toate segmentele.,ciise pot 
pune în evidenţă, in desenul ală.ţlll'ţj,f· , : . . ; , . w w · • • ·' • 

Scrieţi· măsurile lor„ folosill;d unit~tea d,e masura milimetrul . . 
-1--· -1--1 : 1--
\ ·A B D · C · 

J.t.38. Se dau : AB = 10 cm, OB = 20 -cm;,: MN. = 10 cm, .Pp '7'î. 
.:... 20 cm, A.L = 1, cm, ST= 21 cm, .OL =.:J.Q .cm, TM = 2 dm, UL= 
= 3 dm, LT = 1)0 mm, RB = 25 cm, UlJ, · 1,5 dm.: ·Enumeraţi seg-
1:nentele congruente între ele. · 

R. Segmentele congruente intre ele slnt date de relaţiile: (AB) = (MN) = (OL) e (LT); 
(CB) =(PD)='™): (AL)= (UR). 

1.1.39. Se dau segmentele (AB) şi ( OD) unde AB = 5 cm şi OD = 
= 4 cm. Folosiţi rigla grada.tă şi desenaţi (construiţi) cîte două. segmente 
congpll0nte cu.segmentele da.te. Nota.ţi apoi segmentele construite. 

1.1..40. Qăsiţi valoarea logică a următoarelor propoziţii : a) Dacă. două, 
segmente sînt egale atunci ele sînt segmente congruente; b) Dacă două, 
segmente sînt congruente atunci ele sînt segmente egale. 



R. Avem : a) Adevărată. Două segmente egale au aceeaşi lungime (măsură) deci 
slnt congruente. b) Falsă, căci două segmente congruente, adică eu aceeaşi lungime, nu slnt 
neapărat egale. 

1.1.41. 1n desenul a.lăturat avem : 
-1--1---1-1---1---

M A C B E 

MA = 1,5 cm; AO = 3 cm; OB = 0,5 cm; BE = 2 cm. 

Determinaţi lungimile segmentelor: (MO); (AE); (OE); (ME). 
R. Avem: 

MC = MA + AC = 1,5 cm+ 3 cm = 4,5 cm; AE = 5,5 cm; CE = 2,5 cm; MB= = 7 cm. 

1.1.42. 1n desenul a.lăturat avem: 

AB = 5 cm, OB = 2 cm, BE = 
= 6 cm, OF = 8 cm, BO = 3 cm 

Determinaţi măsurile seg
mentelor: (AO); (OE); (BF); (EF). 

R. Avem: AC=AB-CB=5-
- 2 = 3 (cm); OE = BE - BO = 6 - 3= 
= 3(cm); BF= BO+OF=3 cm+S cm

= 11 cm; EF = OF - OE = 8-3 = 5 (cm) ; EF = BF - BE = 11 - 6 = 5. 

1°1.43. Folosiţi rigla. gradată, pentru a realiza. un desen ştiind că urmă
toarele propoziţii sînt adevărate : A e d, B ed, O e d, AB = 2 cm, OB = 
= 3 cm, AO = 5 cm. 

1.1.44. Ana.liza.ţi desenul ală.turat şi decideţi valoarea. logici apropo
ziţiilor: 

a.) B este între A şi O ·, b) B este între O şi A ·,. -1-1-1-1-1-
A 8 c D E c) O este între A şi B; d) O este între B şi 

A ; e) D este între B şi E; f) D este între 
E şi A ; g) O este între E şi B; h) E este între E şi D; i) B este între 
D şi .A; j) D este între E şi B. 

R. Valorile logice ale propoziţiilor slnt: a) A ; b) A; c) F; d) F; e) A; f) A J. 

g) A ; h) F; 1) A ; j) A. 

1.1.45. Rea.lizaţi un desen cu punctele A, B, O coliniareiarAB== 
= 4 cm şi AO = 2 cm. 

R. Distingem mal multe situaţii : 

C A B A C B 

B A C B C A 
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1.1.46 . .A, B, O sînt punc:te coliniare. Se ştie căAB = 3 cm şi BO =· 
= 6 cm. Oa.lculaţi mă.sura segmentului (AO). 

R. Răspunsul nu este unic. Analizaţi următoarele figuri : 

--1-1-1- -1-1---1-----
c A B A B C 

·tn cazul clnd B este Intre A şi C avem AC = AB + BC = 3 + 6 = 9 (cm). În cazul cind 
.A este Intre· C şi B avem AC =·BC - AB == 6 - 3 = 3 .(cm). 

:8 1.1.47. Este corect de1:1enul a
lăturat Y 

- C A·; - 30 . 
R. Desenul nu eşte corect deo~c:6 

AB + BC ::: . 30 = AC. - Folosind miSurile 
respective, se consfafă cil' B'trebuie să apar-

ţină lui (AC). 

1.1.48. Sînt date punctele A, B, O distincte două. cite două. a) ln 
,ce caz avem AB + BO = AOT Rea.liza.ţi un desen; b) în ce caz a.vtm 
.A.O+ BO = ABY 

R. a) Punctele A, B, C slnt coliniare şi punctul B este Intre A şi C ca. ln desenul 
.alăturat. · f--1 ., · I 

A B C 

b) Punctele A, B,· ~.,slnt coliniare.şi punctul C este t~tre.A şi B. 

l.l.49. PO. A, B, O, D, B Bînt puncte diferite şi coliniare. Se dau : 
..A.B = · 3 cm, BO = 4 cm, OD = 5 cm, DB = 6 cm. Oerceta.ţi. :' '· 

a) Da.că. .A.O = 7 cm, atunci B e (.A.O). 
b) Dacă. BD = 9 cm, atunci Oe (BD); 
e) Da.că. OE = 11 cm, atunci D este între O şi B. 

R. a) Deoarect: AB + BC = AC, adică 3 cm + 4 cm = 7 cm, rezultă. el .B este Intre 
.A şi C, deci Be (AC). · 

b) Pentru ca Ce (BD) trebuie să avem BC + CD= BD. Avem: BC =;: .4 cm, CD= 
= 5 cm şi BD = 9 cm. Deci propoziţia este adevărată. 
_ c) Avem : CD =;: 5 cm, DE = 6 cm, CD+ DE = 5 cm+ 6 cm = 11 cm = CE ded 

De (CE), deci D este 'rntre C şi E. . 

1.1.50. Se dau următoarele măsuri de segmente: AB = S cm; CD= 
= 6 cm; BF = 2 cm; GH = 5 cm; MN = 40 mm; PS= 1 dm.; QT= 
= 0,07 m. Desena.ţi segmentele respective şi apoi, cu rigla, găsiţi m.ijloa.
,cele lor. 

1.1.51. Pe o dreaptă. avem punctele A, B, O îna.cea.stăordin~.Notăm 
,cu M şi N mijloacele segmentelor AB şi BO. Afla.ţi măsura lui (MN) ştiind 
-că: a.) AB = S cm, BO = 10 cm; b) AB = 20 cm; BO = 4 dm; c) 
AB = 6 cm; BO = 4 cm; d) AB = 120 cm; BO = 90 cm; e) .A.B = 
= 60 mm; AO = S cm; f) .A.O= 14 cm; BO = 6 cm. 

R. Ne vom folosi de următorul desen pentru a fi mai uşor la raţionament : 

----,l---1-------1----,--·-. 
A. M B N C 
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Avem: 

AB 8 BC 10 
a) MB = - = - = 4 (cm), BN = - = - = 5 (cm). Ordinea este M, B, N, dci : 

2 2 2 2 

MN = MB+ BN = 4 + 5 = 9 (em); 

20 4 
b) MB = 2 =.10 (cm), BJ:v = 2 = 2 (dm) = 20 (em), MN = 10 + 20 = 30 (cm); 

c) 5 em ; d) 105 cm ; e) AOAm BC = AC - AB = 8 cm - 60 mm = 8 em - 6 cm = 
= 2 cm, deci MN = 3 cm+ 1 cm= 4 cm; d) 7 em. 

1.1.52. Pe o dreaptă avem punctele A, B şi O a~tfelîncît AB = 6 cm, 
BO = 2 cm şi AO = 8 cm. a) Aflaţi distanţa dintre mijloacele segmentelor 
(.A.B) şi (BO) precum şi distanţa dintre mijloacele segmentelor (.A.O) şi 
(AB). b) Acela.şi cerinţe în cazul cînd AB = 8 cm, BO = 4 cm şi AO = 
= 12 cm. 

R, a) Notăm cu M, N şi P mijloac<'.le segmentelor (AB), (BC) şi respectiv (AC). 

---,----1--1--1--1---1--
A M P B N C 

Avem: MB= 3 cm, RN = 1 cm, deci MN =MB+ BN = 3 cm+ 1 cm= 4 cm. Apoi, 
AP = 4 cm şi AM= 3 cm, iar MP = AP - AM== 4cm - 3 em = 1 cm. b) MN = 6 cm, 
MP= 2 cm. 

Ll.53. Un segment (AB) a.re mă.sura de 10 cm. Un elev a afirmat că 
mijlocul acestui segment este de 5 cm. OJ a greşit el! 

B. Mijlocul unui 1ţgment este un · punct, ce ,parllne iRterieruJui ~ml'ntului şi care 
tmparte se~tn două.segmente congtuente. ·ln caiul nostru, unul dtn·segmentele formate· 
are mlnira de 5 cm şi nu mijlocul. 

1.1.54. Se ştie că (.AB) = 
= (.A. O). ţn ce situa.ţie punctul 
A este mijloc pentru (BO) ! 

R, Dacă ar fi numai condiţia 

(AB) = (AC) am putea a,·ea situaţia 

ilustrată ln figura alăturată a) 
tn cazul ctnd avem condiţia supJimentară, 
ca punctul A să fie mijloc pentru ( BC), 
este necesar ca punctele A, B, C să fie 
coliniare ca ln· situaţia din desenul b). 

B/ 

A 

/\ 
I \ 

\ 
\c 

o 

B A C 

b 

1.1.55. Folosind desenul alăturat, enumeraţi dintre situaţiile urm:'
toare pe acelea unde s-a folosit convenţia corectă pentru scrierea unghiu-

• 

o 
92 

~o 
A 

lui respectiv: a) i=.A.00; b) i:EBO;c) i=DOB; 
d) -i=AOA; e) i:EOD;f) i=OAO; g) i=OOA; 
h) i: AOO; i) i: DEO; j) i: BOD; k) i: DOO ;. 
1) i: O ; m) i: B. 

R, Convenţia corectă s-a folosit ln cazurile a) ; c); j) ;; 
k); I). 



I.t.56. Enumeraţi unghiurile proprii 
diferite puse în evidenţă. în figura a.lăturată. 
(dr. ED şi dr. FC sînt concurente). 

R. Avemunghiurilt>: ,t;:FAE; ,t;:FAB; ,t;:FAD; 
,t;:EAB; ,t;:EAC; ,t;:BAC; ,t;:BAD; ,t;:CAD. 

1.1.57. ln desenul a.lăturat care din 
semidrepte formează. unghi difdit de 
unghiul nul Y 

R. Perechile de semidl'l'pte &lnt (BA şi (BC, 
(BD şi (BC, (BA şi (BJJ. 

A 

B 

1.1.58. Folosiţi desenul a.Iii.turat 
şi haşma.ţi intersecţia. interioarelor 
unghiurilor AOB şi COD. 

R. AOB şi COD. 

' ' ) < (\ 
1.1.59. Folosiţi desenul aJiitura.t şi găsiţi valoarea logică a ri.rmătoa-

relor propoziţii : 
a) (OB este inclmă în interiorul i=:AOO; b) (OD este inclusăJn inte

riorul i: DOB; c) Interiorul -t:. EOD este inclus în interiorul i=l!'OC; d) 
(OJ,1 eRte inclusă în interiorul -t:. AOE; e) Interi
orul i: EOD es_te intersecţia interiorului i=FOE 
şi interiorului i: EOO; f) interiorul i=:FOA 
reunit- cu interiorul i: AO B este interiorul i: 
i=F'OB; g) interiorul -+:AOO reunit cu interi
orul unghiului 001! este interiorul i: AOF; 
h) (O.A şi (OF sînt semidrepte opuse (în pre
lungire); i) [OB este inclusă. în interioruli: 
i=AOE. 

R. Valorle de adevAr ale propoziţiile slnt a) A; b) F; 
1) A ; d) A; e) F; f) A; g) F; h) F; i) F. E 

1.1.80. În desenul a.lăturat a.veţi puse în evidenţă. mai multe unghiuri 
în diferite „poziţii". Folosiţi raportul şi găsiţi mă.sura. lor (aproximativă.) 
in grade sexagesimale. 

_J 

~~~-



I.Un. Transformaţi în minute: a) 15°; b) 25°; c) 30°; d) 90°; e) 
60"; f.) 100°;. g) 120"; h) 360"; i) 428,, ; j) 315" ; k) 140"; 1) 3425"; 
m) 13240". · 

. R. Av~m : a) 15° = 15 · 60' = 800'; b) 25° = 25 · 60' = 1500'; c) 1800 '; d) 5400' 1 
e) 3600'·; f) 6000' ; g) 120 : 60 = 2 ;deci 120" :;:· 2'; h) 360 : 60 = 6 deci 360" = 6'; i) 428 : 60 

;:;;7 deci 428" =7'8" j) 315: 60;:;;5 deci 315" = 5'.15"; k) 2'20; I) 57'5"; m) 254' 

1.1.82. Transformaţi în grade, minute şi sectm.de : a) 3605"", ~} 17.248"; 
c) 1245'80"; d) 1435"; e) 5109'120"; f) 42005'. 

R. Avem: a) "3605: 60;;:;60, deci 3605" = 60'5" = 1°5"; b) 17248: 60;:;; 287, deci 
17248" = 287'28!'; 287: 60;;:; 4, deci 287' = 4°47' Aşadar: 17248" = 4°47'28"; c) 1245: 60 
;;:;20, deci 1245' = 20°45, 80: 60 ;:;;l, deci 80" = 1'20' Aşadar: 1245'80" = 20°45'+ .1'20' = 
= 20'46'20" d) 23'55"; e) 85°11'; f) 11°40'5" 

I.t.83. Se ştie că: i: AOB = 30°; i: .AOO = 45°; i: BOD= 60°; 
-,t: BOO '·45° ;- i:: OOE .:.._ 55"1'; i: EOA = 30°; -+:FOE = 30°; i: EOL = 
='180° ;·~LOM= 55°1"; i: NOL ... 179°60'; -+: MON = 75°; -+: NOP = 
= 29°; ~POT= 0°; i: DOB . 60°; -+: XOY = 180°; i: .AOM = 180°:4 
Scrieţi toate unghiurile congruente între ele._ 

R AOBa ~ EOA ai: FOE; ~·AoC a~ BOC=~ AOM; ,t:EOLa,t:NOLEXOY; 
,t::BOD. i:: DOB. 

. I.t.84 . . Ou l:l,jutoru.J raportorului construiţi (desenaţi) 4 unghimi dife-
rite, ooilgrilente între ·'ele cu u:n unghi ca.re are mă.sura de 90°. 

L.t:85. Găsiţi valoarea logică a următoarelor afirma.ţii: a.) Dacă două 
unghiuri sînt unghiuri egale atunci ele sînt unghiuri congruente; b) .Dacă 
două unghiuri s~t ~ghiuri congruente atunci sînt unghiuri egale. 

R. Daul. unghiuri egale slnt- doul unghiuri cu aceleaşi semi drepte şi cu acelaşi vtrf. Ele 
au aceeaşi mlsuril deci stnt congruente şi deci afirmaţia este adevărată; · b) Două unghiuri 
congruente stnt ·două nnghiuri cu aceaşi măsură dar nu stnt egale. Ele pot avea chiar acdaşi 
,1.rf dar pot fi form!lte din semidrepte diferite. Exemplu: i: AOBa i:: BOC, ~ AOB · 
elsţe format din (OA ,şi (OB, iar ,t: BOC din (OB şi (OC. Aşadar afirmaţill, eşte falsă. 

1.1.GG. Analizaţi următoarele desene: 
! 

L:_-- <--· 
a h 
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I 
I 
I. 

JP>· 110 

C' ·d 

~12~·- __ 

Ao· 
g) 

I \ 
h) 



~-. 
J 

În care dintre ele, semidreapta pusă, în evidenţă punctat, este bisec
toare Y 

R, Semidreapta punctat! este bisectoare ln cazurile c, d, i. 

1.1.87. Se da.u unghiurile cumă.surilelorrespectivea.stfel: a) ~ BOO = 
= 60°; b) ~ A.00 = 30°; c) ~ MON = 90°40'; d) ~BOL= 135°25'40''; 
e) ~ B'OO' .....; 80°; f) ~ A'OO' = 90°; g) ~ M'O'N' = 100°; h) ~ MPN = 
= 120°; i) t:. LOO = 180°; j) ·~LOT= 45°. 

Oalcula.ţi măsurile unghiurilor determina.te de bisectoarea. fie~i 
unghi dat.· · 

R, Avem : a) 60° : 2 = 30°; b) .300: 2 = 15°; c) 90°40'.: 2 = 45°20'; d) 135• : 2 = 67°30', 
25' : 2 = 12'30" ; 40" : 2 = 20", deci : · 

135°25'40" : 2 = 67°30' + 12'30" + 20" = 67°42'50" ; 
e) so• : 2 = 40°; f) 90° : 2 = 45° ; g) 1000 : 2 = 50°; b) 1200 : 2 = 600; i) 1800 : 2 = 900; 
j) 45°: 2 = ?2°30'. 

\, 
.J.1.88.' Folosiţi echerul şi spuneţi care, dintre unghiurile desenate 

ală.turat, pot "fi unghiuri ascuţite şi care obtuze. 

D 

R, Unghiurile ascutile sint: i: AOB, i: CDE, i: TOR, i: SOF, i: (h1, k)), iar unghiurile 
obtuze slnt: i: MNP, i: (h; k), i: (l; m). 

1.1.89. Două, semidrepte cu originea în vîrful unui unghi incluse în 
interiorul lui în a.şa fel încît să formeze trei unghiuri congruente se numesc 
trisectoare. 



Desenaţi un unghi şi trisectoarele lui, apoi calculaţi măsura unghiu
rilor formate de trisectoarele unui unghi în cazul cînd măsura lui are: 
a.) 36°12'; b) 71°4'15"; c) 114°25'30"; d) 90°; e) 60°; f) 120°; g) 180°; 
h) 150°59'30". 

R. Avem : a) 36°12' : 3 = 12°4'; b) 71°4'15" : 3 = 23°41 '25"; c) 114°25'30" : 3 = 38°8'30" 
d) 300; e) 20°; f) 400; g) 60°; h) 50°19'50". 

A 
C 

D 

A 
D 

1.1.70. Se dăunghiulAOB. [00 
şi [OD sînt trisectoarele lui. Oe rol 
joacă [00 pentru i: A.OD f Dar [OD 
pentru i: 00 B Y 

C R, A vţm două situaţii, ca ln figură : 
~--- 1n cazul a), [OC este bisectoarea unghiului 

Q 

AOD; [OD este bisectoarea unghiului COB. 
D. 1n cazul b), [OC este o semidreaptă tn 
c;J exteriorul unghiului AOD; deasemenea [OD 

este semidreaptă ln exteriorul unghiului COB. 

J.1.71. Oare din situaţiile din desenul alăturat indică faptul că. sînt 
puse în evidenţă două unghiuri adiacente f 

a 

Â_ ~ 

#-Ir; k 
R. Două unghiuri adiacente se di1Ung ln cazurile b, c, d, h, k. 

\ 
1.1.72. Trei semidrepte (O.A., (OB, (00 

sînt ca, în desenul alăturat. Enumera.ţi un
ghiurile adiacente ce se formează. 

A AA 
R. Unghiurile adiacente slnt AOB şi BOC; BOC 

AA A 
fi COA ; COA şi AOB. 
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J.1.73. Unghiurile .A.OB Şi BOO sînt unghiuri a.diacente. Cerceta.ţi 
~că. [OB este în interiorul "Q.nghinlui .A.00 în cazul cînd suma. măsurilor 
lor este: a) 170°; b) 230°; 
c) 150°; d) 290°; e) 300°; f) 50°. 

R.a) In situaţiaclndsuma mlisurilor 
celor două unghiuri adiacente este mai 
mică ca 180", [OB este ln interiorul lui 
A 
AOC (vezi figura} ; b) In situaţia clntl 
suma măsurilor celor două unghiuri a
diacente este cuprinsă intre 180° şi 360°, 
{OB nu este inclusă ln interiorul lui 

~; c} [OB este ln interiorul lui~; 
d) nu; c) nu; f) da. 

A 

·~ 

C 

q -~ 

1.1.74. Cerceta.ţi dacă sînt perechi de mă.suri (în grade) de unghiuri 
suplementare, următoarele perechi de numere: a) 45 şi 134; b) 120 şi 
60; c) 45 şi 135; d) 30 şi 150; e) 20 şi 140; f) 70 şi 110; g) 100 şi 80; 
h) 100 şi 100; i) 1 şi 189. 

R. a} Două unghiuri la care suma măsurilor lor (ln grade) este 180 ee numesc unghiuri 
suplementare. In cazul nostru: 45 + 134 = 179 =I- 180, deci nu avem unghiuri suplementare 1 
b} Deoarece 120 + 60 = 180, unghiurile sint suplementare; c) da; d) da; c) nu; f} da; 
g} da; h} nu ; i} nu. 

1.1.75. Calcula.ţi mă.sura suplementului unghiului AOB ştiind că, mă
.,/",... 

sura lui AOB este : a) 117°; b) 48°30'; c) 120°; d) 60°; e) 30°; f) 150°; 
g) 100°; h) 10°; i) 80°; j) 90°; k) 59°45'; 1) 2°48'35"; m) 179°35'14". 

R. a) Suplementul unui unghi AOB este un alt unghi Ia care măsura se găseşte calcu-
/\. 

llnd diferenţa dintre 1800 şi măsura lui AOB. Deci, suplementul unghiului cu măsura de 117-
are măsura de 180° - 117°, adică de 63°. b} 1800 - 48°30' = 179°60' - 48°30' = 131°30': 
c} 00°; d} 120°; e} 1500; f} ~oo; g) so• ; h} 170°; i} 100°; j) 900; k} 120°15'; 1) 177°11'25" 1 
m} 24'46". 

I.1.76ro. Punctele .A., B, D sînt necoliniare, iar punctul O aparţine 
semiplanului determinat de dr. BD în aşa fel încît .A. nu aparţine acestui 
semipla.n. 

Justificaţi dacă punctele .A., B şi O sînt puncte coliniare în cazul 
,,/"-.... /'"'.... .,/",.... 

cînd: a) m(.A.BD) = 125° şi m(DBO) = 55°; b) m(.A.BD) = 100° şi 
,,/"-.... /"-... .,/",.... /"-... 

m(DBO) = 79°; c) m(ABD} = 120° şi m(DBO) = 60°; d) m(ABD) = 30° 
/',. 

şi m(DBO) = 140°. 
C R. a) Pentru ca punctele A, B şi C să fie coliniare 

trebuie ca [BA şi [ BC să fie scmidrcp\c opuse (una tn 
„prelungirea" celeilalte) adică să se formeze un unghi alungit 
(cu măsura de 180°} ; se mai spune că trebuie să avem 
~ ABD şi ~ DBC unghiuri adiacente suplementare. tn cazul 

A A 
nostru : m(ABD} + m(DBC) = 125° + 55°= 180°. Deci pune-

. A A 
tele A, B, C slnt coliniare. b} m(ABD}+ m(DBC)=1000+ 

+ 79° = 179° .ţ 180". Deci A, B, C nu slnt puncte coliniare. c} Da; d) Nu. 
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/'... 
J.t.7'11'°. G~ţi m(.ABD) pentru ca punctele .A, B, O să fie coliniare 

/'... /'... 
în cazul cînd suplementul a.dia.cent al lui .A.BD, ca.re este DBO, are 1 
a.) 49°; b) 100°; c) 45°; d) 102°30'. 

A A A 
R. a) Trebuie să avem m(ABD) + m(DBC) = 180"; m(ABD) + 49" = 180", adică 

/'\ 
m(ABD) = 180" - 49° = 131°; b) so•; c) 135°; ci) 77°30'. 

1.1.78. Oerceta.ţi da.că sînt perechi de măsuri (în grade) de unghiuri 
complementa.re urmă,toa.rele perechi de numere: a) 25 şi 75; b) 50 şi 40; 
c) 20 şi 70; d) 10 şi 79; e) 41 şi 49; f) 1 şi 88; g) 30 şi 60; h) 45 şi 
45; i) 15 şi 65; j) 36 şi 44; k) 72 şi 17. 

R. a) Două unghiuri la care suma măsurilor lor (ln grade) este 90 se numesc unghiuri 
complementare. 

tn situaţia. noastră : 25 + 75 = 100 + 90, deci nu avem unghiuri complementare J. 
b) Deoarece 50 + 40 = 90, unghiurile slnt complementare; c) da; d) nu; e) da; f) nu; g) da J. 
h) da ; i) nu ; j) nu ; k) nu. 

I.1.79. Oa.lcula.ţi măsura. complementului unghiului .AOB ştiind că. 
măsura lui .AOB este· a) 42° • b) 50° • c) 43°12' · d) 30° • e) 60° • f) 45° • . ' ' ' ' ' ,. g) 15°; h) 75°; i) 36°; j) 72°; k) 18°; 1) 21°31'42". 

R. a) Complementul unui unghi AOB este un alt unghi la care măsura se găseşte calcu
llnd diferenţa dintre 90° şi măsura, ln grade, a lui AOB. Deci, complementul unghiului cu mă
sura de 42° are măsura de 90" - 42° adică 48°. b) 90" - 50" = 40°; c) 90° - 43°12' = 89°60' -
- 43°12' = 46°48' ; d) 60°; e) 30°; f) 45°; g) 75°; h) 15° ; i) 54°; j) 18°; k) 72" l) 68°28'18". 

I.1.80ro. Se dă unghiul drept DBE. Punctul .A a.pa.rţine semipla.nului 
/'... . 

determina.t de dr. DB, căruia nu-i aparţine E, astfel încît m(.ABD) = 70° „ 
· iar punctul .O aparţine semipla.nului determi-

G nat de dr. BE, căruia. nu-i aparţine D, astfel 
~ 

încît m(OBE) = 20°. Sînt punctele A, B, O co
liniare, Justifica.ţi d,spunsul. 

A A A 
R. Calculăm : m(ABD) + m(DBE) + m(CBE) = 

= 70" + 90" + 20° = 180°. Deci [BA şi [BC slnt opuse, şi 
deci A, C, B slnt colinia,re. Altfel se . observă că ~ ABD şi 
i:= CBE slnt unghiuri complementare şi tmpreună cu unghiul 
drept determină un unghi alungit, deci punctele A, B Ji C 

1lnt puncte coliniare. 

1.1.81. În figura alăturată., avem: 
./',.. /"-.... .,,/',... 

m(.ABD) =30°, m(DBE}=70°, m(EBO) = 
= 80°. Oercetaţ1 dacă punctele A, B şi O 
aînt puncte coliniare. 

R. P<'nlru a cerceta dacă A, B, C slot puncte 
~ /'... /'... 

coliniare csica1ani sr,~A lJD) + m(DBE) + m(EBC). 
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Daci acest rezultat este 1800, punctele slnt colin.,iare._ numai. ln cazul clnd Interioarele unghiu
rilor respective·shit.firi puncte comune, (disjuncte). ln': caz.ul nostru .interioare.le .unghiu• 

. .,,,-...., . .,,,-...., .,,......_ . 

rllor nu au puncte comune şi m(ABD) + rn(DBE) + m(EBC) = 30" + 70" + 800 = 1800, 
Deci punctele A, B, C stnt coliniare. ·,. · 

/'-..... ~ 
1.1.82. 1n desenul ală.turat avem m(AOO) = 70°, m(BOD) = 50" şi 

/"-.. . 
m(DOliJ) = 60°. Sînt punctele .A, O şi JiJ puncte coliniare! 

.,,,,..... .,,,,..... .,,......_ 
R. Calculim: m(AOC)+ m(BOD)+ m(DOE)= 

= 700 + 500 + 600 = 110". Censtatim că , deui .,,......_ 
din unghiurile AOC, BOD şl DOE, adici AOC şi .,,,-...., 
BOD, ·nu au interioarele disjuncte - partea comu.,,......_ 
ni fiind BOC. Deci punctele A, O şi E nu slnt 
coliniare. 

o E 

I.t.83. Unghiurile .AOB, BOO, OOD şi DO.A sînt unghiuri în jurul 
.,/'-... .,/'-... .,/'-... 

unui punct. Oa.lculaţi m( COD) în cazul cînd: a) m(AOB) = 80°, m(BOO) = 
/'-... ~ .,/'-... 

= 90°, m(DOA) = 110°; b) m(AOB) = 70°, m(BOO) este cu 15° mai mare 
.,/'-... .,/'-... /",.... .,/'-... 

decît m(AOB), m(DOA) este cu 10° mai mică. decît m(BOC~; c) m(.AOB) = 
. .,/'-... - .,/'-... .,/'-... .,/'-... 
= 70°, m(BOC) = 85°, m(DO.A) = 60°; d) m(AOB) = 62°, m(DO.A) este 

/",.... .,/'-... 
de 2 ori mai mic decît m(AOB), m(BOO) este cu 100° mai mare decit 

.,/'-... 
m(DOA). 

R. a) Suma misurilor unghiurilor ln jurul unui punct este 3600. Avem deci 1 

.,,,...._ .,,,,..... .,,,...._ .,,,...._ 
m(AOB) + m(BOC) + m(COD) + m(DOA) = 3~00, 

.,,,,..... 
800 + 90° + m(COD) + 1100 = 3600, 
.,,,...._ .,,......_ 

280-+ m(COD) = 360°, ndică m(COD) = 3600 - 280° = 800 . 
.,,,...._ .,,,...._ .,,......_ .,,,,..... 

b) Calculăm: m(BOC) = m(AOB) + 15° = 70° + 15° = 85°, m(DOA) = m(BOC) -
- 100 = 85° - 10° = 75". 
Deoarece: 

.,,......_ .,,......_ .,,,,..... .,,......_ 
m(110B) + m(BOC) + m(COD) + m(DOA) = 3600, 

lnlocuind Q.Vem : 
.,,......_ 

70° + 85° + m(COD) + 75° = 360°, sau 
.,,,...._ .,,......_ 

230" + m(COD) = 3600, de unde m(COD) = 1300. 
c) 145'; d) na•. 
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.,,,,,,,.......~.,,,,,,,....... .. 
1.1.84. Se dau : .AOB, BOO, 00.A, unghiuri în jurul unui punct. Găsiţi 

misurile lor în un:nitoarele situaţii: a) oele trei unghiuri sînt congruente; . .,,,,,,,....... .,,,,,,,....... .,,,,,,,....... .,,,,,,,....... ,/",....,,,,,,,....... .,,,,,,,....... 
b} .A.OB = BOO iar m(OO.A.} = 3 · m(.A.OB}; c} BOC= 00:A, iar in(AOB)=· 

,/",... ,/",... ,/",... ,/",... ,/",... 

= 2 • m(OOA); d) m(AOB} = 2 · m(BOO), m(OOA} = 3 · m(BOO}; e} 
,/",... ,/",... ,/",... 

m(AOB) este cu 40° mai mică decît m(BOO) iar m(BOO) este de doul 
,/",... 

ori mai ma.re decît m(OOA). 

R. a) Din lp11tl'ză rezultă eă unghiurile au acelaşi vlrf; 
/3 ele slnt unghiuri I• jurul unui punct la care suma măsurilor 

este 3600. Cum cele trei unpiuri slot cengruente rezulti 
,-.. /'.. /'.. 3'9° 

că m (AOB) = m(BOC) = m(AOC) = -- = 120°; 
3 

b) Slnt unghh!ri in jurul unui punct ; rnma măwrilor 
/'.. /'.. /'.. 

lor este 3600. Avem: m(.4.0B)+m(BOC) ;- m(.4.0C) ~ :160°. 
/'.. .,,,,......_ 

Ţinem seama de ipotrză: m(AOB) + m(AOB) + 
.,,,,......_ /'.. 

+ 3 · m(AOB) = 360", adică 5 · m(AOB) =3600. De aici avem 
/'.. 360° /'.. /'.. .,,,,......_ 

că m(AOB) = -- = 72°.Deci m (.4.0B) = m(BOC) = 72° şi m(AOC) =3• 72" = 216°impo-
5 

/'.. /'.. 
sibil, căci mămra unui unghi nu poate fi mai rr.are declt 180~. c) m(COB) = m(COA) = 90°, . 

.,,,,......_ .,,,,......_ .,,,,......_ /'.. .,,,,......_ 
m(DO,t) = 180°; d) m(AOB) = lW0 , m(BOC) = 60°, m(COA) = 180°; e) m(AOB) = 120°~ 

.,,,,......_ /'.. 
m (BOC) = 160°, m(CO,l) = 80°. 

I. 1 .85. PP. în ca.re din desenele a.lăturate sînt puse în evidenţă două.. 
drepte perpendiculare 1 

n. în desenul a) cele două 
drepte formrază patru unghiuri 
drepte, deci cele două drepte slnt 
drt·ple perpendieulare. ln desenul 
b) nr.ul din cele patru unghiuri nu 
arc 90° ci 89°, deci nu awm două 
drt•pk r:erpcndiculare. Asemănă

tor 111 desenul t"). ln desenul d), 
tr1•i ciin cl'le patru unghiuri in 
jurul unui punct au suma măsu

rilor egală cu 270°. Al patrulea 
are măsura de 360° - 270° = 90°, 
deci avem patru unghiuri drepte 
şi deci cl'lc două dr1·pte Eînt 
drepte perpendiculare. ln desenul 
eJ un unghi nu are 900, deci nu 
avem două clrl'pte perpendiculare. 
1n desenul () avem două drepte 
perpendiculare, pentru că suplt!
menl ul fiecărui unghi dat, de 90°, 
rslc cu măsura lot de 90° ; aşadar 
wm pairu unghiuri de 90", 

100 

al 

~ 
d/~2 

c) ,. 
. A 

e) 

89° d2 

b) 



I.t.8G. Folosiţi figura ală.turată (F e dr. AB iar L, D, H apa.rţindr. GB) 
şi găsiţ(valoarea logică a următoarelor propoziţii :. a) dr. AB este perpen
dieulara din A pe dr. OB; b) dr. OH este perpendiculara din G pe dr. OB; 
c) dr. HJJ este perpendiculara din H pe dr. GD; d) dr. FB este perpen
diculara în B pe eh. BO; e) dr. A'7 este 
perpendiculara din A pe dr. DH; f) dr. GL 
este perpendiculara în L pe dr. BD; g) dr. 
EF etite perpendiculara în F pe dr. AB şi 
perpendiculara din E pe dr. AB. 

R. a) Folosim problema anterioară (drsenul f). 
Constatăm că dr . • 4.B...L dr. CB, deci propoziţia l'Ste 
adevărată; b) Deoarece tir. GH nu t'ste perpendicu
lară pe dr. CB, propoziţia este falsă; c) Folosim 
preblema anterioară (desenul f). Dreapta HJJ este F gQo 
perpendiculară pe dr. GD ·deci propoziţia este ade-
vărată; d) S-a constatat la punctul a) că dr. AB ...1.. 
..L dr. BC. Din ipoteză. Fe dr. AB, dt>ci dr. FB...L dr. 
BC şi propoziţia este adevăraăt; e) falsă; f) falsă; g) adevărată. 

E 

1.1.87. Executaţi pe caiet figura ali
turată. şi apoi cu ajutorul echerului 
puneţ,i în evidenţă. pe desenul respectiv 
perpendicularele pe dreapta d din pune~ 
tele .A, B, C, D şi E şi apoi perpen
dicularele pe dreapta d în punctele F, 
G, H şi I. Realizaţi aceleaşi cerinţe şi 
cu ajutorul raportorului. 

. 1.1.88. Folosiţi figma prezentată şi indicaţi următoarele distanţe~ 
a) ele la B la d; b) de la D la dr. A B; c) de la F la d; d) de la A 
la E ; e) de la I la d ; f) de la H la I ; g) de la I la. F ; h) de la G 
la E; i) de la Ela dr. AV. 

R. Distanţa de la un punct la o 
drt'aptă este lungimt'a (măsura) seg
mtntului format din punct şi piciorul 
perpt>ndicularei pe dreapta respectivă· 

Deci distanţa de la B la d este BC; 

b) DC; c) FG; d) Distanţa. de la un 
punct la alt punct t'ste măsura segmen
tului format din cele două puncte. Deci 
distanţa de la ,4. la E este AE; e) IM; 
f) HI ; g) IP; h) GE; i) EC. 

A 

1.1.89. Se dă [ABl şi M mijlocul său. Punctul C nu ~.p:-:.rl,ire dr . .A.B 
iar dr. CM l. dr. AB. Oum se numeşte dr. CM t 

R. Mt'diatoarea St'gmentului AB. 

1.1.90. Se dă (AB) şi M mijlocul său. ln punctul M se consideri o 
dreaptă, d astfel incit d...L dr. AB. Fie Oe d şi De d în semipl.ane dife
rite determinate de dr. AB. Aflaţi valoarea logică a afirmaţiilor următoa-
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re: a.) dr. CD eRtt• mE>diato:i.rea lui (AB); b) dr. A·B 1. d; c) dr. AB 
este mediatoarea lui ( CDJ. 

R. a) Deoarece CE d şi DE d avem că dr. CD = d. Din· ipott'z:i · d..L dr .. A B .ln M: 
cart' este mijlocul lui (A.B): rezultă că d este mediatoarl'a lui (XR} deci dr. CD rstc· nll',ciia
toarea lui (AB). Avem că propoziţia rstc adevii.rată; b) Deo1ir«•· cir. A B..Ld rezultă. că ~i 
d..L dr. A B adică relaţia , ,eslP perpendicu
lară pe" este o relaţie· simetrică. Avem 
deci propoziţie adevărată; .c) Punctele C şi 
D au fost date la intlmplare pe drrapta 
d = dr. CD deci punctul M nu este mijlocul 
lui (CD). Aşadar dr. AB nu este media
toarea lui (CD) chiar dacă dr. AB..L dr. 
CD. l\e zullă că propozHia este falsă. 

d 

D 

C 

d 

D 
!!> ____ /.( __ _ 

C 
1.1.91. Se dă unghiul AOB. Pe [OA, în O, fie [OC a,'ltfel încît [OA 1. 

l. [OC. Pe [OB, în O fie [OD ai;;tfel încît [OB ...L [OD. Demonstrati <·1' .,,,.,........_ .,,,.,........_ .,,,.,........_ . . 

m(BOC) = m(AOD) în cazul cînd m(AOB) e~te: a) 70°; b) 25° ;c) 140°; 
d) oarecare cuprinsă între 0° şi 90° şi, 90° şi 180° . 

............. 
R. a) Deoarece, ln ipoteză, [OA..L (OC rezultă că m(AOC) = 90°. Cum [OB esle inclusă 

............. ./",.. ............. ./",.. .,,,,...... 
ln interiorul lui .4.0C avem că: m(BOC) + m(BOA) = 90° deci m(BOC) = 900 - m(AOB) = 
= 90° - 70° = 20°. 

o 
A 

o 

b) 
a) şi c) dar mai general. 

Asemănător raţionăm şi găsim cil 
............. 

m(AOD) = 20°. Cum cde două unl!hiuri 
./",.. 

au aceeaşi măsură r,,zultă că rn/ /JOC)= 
............. ./',.. ./',.. 

= m(AOD); b) m(B0C)=m(.A0D)=65°; 
c) unghiul AOB rsfl' unghi obtu1 deci [OC 
este inclusă ln interiorul lui AOB adicl 

............. 
m(AOD) = 140° - 90" = 50°: [OD este 

./",.. 

inclusă ln interiorul lui AOB, dl'ci 
m(B0C)=140°-90°-=50°. Deci i:: AODa 
a i:: BOC. d) asemănător ca la punctele 

Obseruafie. Se ştie că două unghiuri la !'are suma măsurilor este 90° se numesc unghiuri 
complementare. 

tn acest exerciţiu am avut 2 ungn1u1·1 care au acelaşi complement. S-a constatat că 
ele slnt congruente. 

1.1.92. Folosiţi desenele ală.tura.te şi enumeraţi unghiurile opuse la 
vîrf. 

C o 
A 

E D 

tt) /J) 
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B. a),t: COB '1 i: AOD. ,t: AOC şi i: BOD; b) i: .AOB şi i: DOE. i; BOC şi i: FOB. 
i: COD şi ,t: AOF, i: .AOC şi i: DOF, ,t: BOD şi 4: AOE, i: COE şi ,t: BOF; c) i: ABE şi ~ F BC, 
i: .ABF şi i: EBC, ,t: EFC şi ,t: HFG etc. 

1.1.93. Unghimile AOB şi OQD flînt unghiuri opuse la vîrf (A, O, O 
sînt colin.ia.re). Calcula.ţi rnă,,urn fieeărnin, dintre unl,!'him'i!.• OOD, AOD 
şi BOO ştiind că. m(.AOB) e,;te: a) .50"; b) 1:30'0 ; c) 30°; d) 110°; e) 72°; 
f) 89°. . 

R. a) Se ştie că doull unghiuri opuse la vlrfsint unghiuri congruente. Dl'ci i: .,10B;;;; i: COD .,,,,....._ 
Iar m(COD) = 50". 

În cazul clnd avem două unghiuri opuse la virf mai avem încă două unghiuri opuse la 
'Virf, fiecare din ele este suplementul unuia din unghiurile date. 

Deci mai avem ~ AOD = ,t: BOC. Deoarece i: AOD este suplementul lui ,t: AOB srm .,,,,....._ . .,,,...__ .,,,,....._ 
al lui i: COD, avem că m(.AOD) = m(BOC) = 180" - m(.4.0B) = 180° - 50° = 130°; b) .,,,...__ .,,,,....._ .,,,,....._ .,,,,....._ .,,,...__ .,,,,....._ 
m(COD) = 130°, m(AOD) = m(BOC) == 50°; <') m(COD) = 30°, m(.AOD) = m(BOC) = 150°; 
d) 1100, 70", 10°; e) 72", tos•, 108°; f) so•, 01°, 91•. 

1.1.94. În figma a.lătura.tă dreptele d1 şi d2 sînt concurente în O. Cal
culaţi măsura fieeii.ruia din unghiurile .AOC, AOD, DOB şi BOO ştiind că.: 

a) ,t:.A.00 a.re mă.·mra de 3 ori mai mică. 
/',... /',... .,,,,,,,....... 

d.mît m(.AOD); b) m(BOO) = 2m(DOB); .,,,,,,,....... 

·O .rl c) m(DOB) este cu 30° ma.i mică. decît 
~ .,,,,,,,....... .,,,,,,,....... 2 .,,,,,,,....... 

----~------- m(DO.A); d) m(AOD) = - m(DOB). c. 3 

R. a) Datori Lă cunoştinţelor despre unghiurlle 
opuse la virf avem : ,t:".AOC a i: BOD şi i: .AODa 

• i:BOC. .,,,,....._ .,,,,....._ 
Dar ,t: .AOC şi i: . .AOD slnt unghiuri adiacente suplementare şi deci m(.AOC) + m(.AOD) == .,,,,....._ .,,,,....._ .,,,,....._ .,,..... 

= ii.SO". Din ipoteză avem că m(AOD) = 3 • m(.4:0C). Deci· m(.AOC) + 3 m(.AOC) = 1800, .,,,,....._ .,,,,....._ .,,,,....._ .,,,,....._ .,,,,....._ .,,,,....._ 
acllcUm(.AOC)=1800,m(.AOC)=45°=;m(BOD); m(.AOD)=3 · 45°=135°=m (BOC). b) m(.AOC)== .,,,,....._ .,,,,....._ ./.'.. 
= 600, m(.AOD) = 120", m(.OOB) = 600, m(BOC) = 120°; c) 75°, 105°, 75°, 105°; d) 108°, 
72°, 108°, 72°. 

I.J.$. Pent:ru a. recunoaşte două, drepte perpendiculare, cu ajutorul 
definiţiei din nia.nua.lul de geometrie, este nevoie să se dea. cele patru 
unghiuri proprii forma.te de cele două, drepte concurente, fiecare de cîte 
90". . . 

Ou ajutorul cunoştinţelor despre. unghiurile 
opuse Ia.. virf, cite unghiuri din_ cele formate tre
buie,si ştim pen't;:ru a. recun~a.şte două drepte per-
pendicula.re t · 

R. Un singur unglil ·cu mi.sura de 90°, adică un singur 
11Jl8hi drept. J11stHlaare. : folosim desenul alăturat ; fie dată . .,,,,....._ . 

m(AOC) = 90"; i: AOC şi i: AOD slot unghiuri adiacente suple-

c· 

A 

·O cr 
.e. 
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.,,,,...._ .,,,....._ 
mentare, deci m(AOD)=1800-m(AOC)=1800-900=90"; i:: AOCşi i:: BODslnt unghiuri opuse .,,,....._ 
la virf, aşadar slnt congruente, adică m(DOB) = 90"; asemAnător, i:: AOD şi i:: BOC slnt .,,,....._ 
unghiuri opuse la vlrf, adicA m(BOC) = 90°; rezultă că cele patru unghiuri slnt unghiuri de 
90°, deci dreptele slnt două drepte perpendiculare. 

I. 1.96. Demonstra.ţi că bisectoarele a, două unghiuri opm1P la vîrf 
formează. cu la.turile unghiurilor patru unghiuri congruente şi că. a.eei,;te 
bisectoare sînt semidrepte opuse. 

.,,,....._ 
R. Notăm cele două unghiuri opuse la vtrf cu AOB 

..,,,,,,....... 
şi A'OB' şi cu [OC şi [OC' bisectoarele lor respective. Ştim 
că dacă două unghiuri slnt unghiuri opuse la villf atunci 
ele slnt congruente. Deci, avem : i:: AOB = i:: A'OB', (1). 
Din datele problemei, [OC este bisectoare, deci 

rezultă că: 

i::AOC = ~ COB 

.,,,....._ .,,,....._ 
m(AOC) = m(COB) 

.,,,....._ 
m(AOB) 

2 
De asemenea, [OC' este bisectoare, deci 

A'OC' = i:: C'OB' 
rezultă că: 

..,,,,,,....... 
..,,,,,,....... ..,,,,,,....... m(A'OB') 

m(A'OC') = m(C'OB') = --- • 
2 

Folosind (1), (3) şi (5) găsim că: . 
i:: AOC = i:: COB = A'OC' = i:: C'OB'. 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

Aceasta arată că cele patru unghiuri slnt congruente. Pentru a justifica că cele doui 
bisectoare slnt semidrepte opuse, arltAm că ele slnt laturile unui unghi alungit. Vom calcula: 

.,,,....._ .,,,....._ .,,,...._ 
m(COA) + m(AOA') + m(A'OC') 

folosind faptul cA 

Deci: 

..,,,,,,....... 
.,,,....._ ..,,,,,,....... m(A'OB') 

m(COA) = m(C'OA') = --- 0 • 

2 

.,,,....._ .,,,....._ ..,,,,,,....... ..,,,,,,....... .,,,,...._ ..,,,,,,....... .,,,....._ 
m(COA) + m(AOA ') + m(A'OC') = m(A'OC') + m(AOA ') + m(A'OC') = m(AOA ') + 

..,,,,,,....... 
..,,,,,,....... .,,,....._ m(A'OB') .,,,....._ ..,,,,,,....... .,,,,...._ 

+ 2m(A'0C') = m(AOA ') + 2 • 2 = m(AOA') + m(A'OB') = m(AOB') = 1800. 

Rezultă ci [OC şi [OC' slnt semidrepte opuse. 

1.1.97. Se dă AB = 10 cm. Desena.ţi (construiţi) cercul cu centrul 
în A, de raz§. ega.lă cu 4 cm şi cercul cu centrul în B, de rază e~1' ou 
3 cm. Observa.ţi da.că cele două cercuri au puncte comune. 1 

R. Nu. Intersecţia celor două cercuri este mulţimea vidă. Suma lungimilor razelor. 4 + 
+ 3 = 7 este mai mică dtclt. distanţa dintre centrele lor, AB = 10 cm.. 
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1.1.98. Se dii. .AB = 10 cm. Desena.ţi (construiţi) cercul cu centrul 
în .A de razii. egalii. cu 4 cm şi cercul cu centrul în B de razii. egalii, cu 6 
cm. Observa.ţi dacă, cele două cercuri au puncte comune. 

R. Da. Intersecţia celor două cl'rcuri este o mulţime cu un singur punct. Suma lungimi
lor razelor este 4 cm+ 6 cm = 10 cm. Ea cstc1 egală cu distanta, AB, dintre centrele celor 
două cercuri. 

l.t.99. Se ştie că OA= 4 cm, OB = 3 cm, 00 = OD = 5 cm, OE= 
= OF = 3 cm, OG = HO = 4 cm. Ca.re dintre punctele A, B, O, D, E, 
F, G, H sînt puncte ce aparţin cercului de centru O şi de rază cu lungi
mea. de 3 cm! 

R. Un punct M aparţine cercului de centru O dacă OM este egal cu lungimea razei 
cercului. ln cazul nostru egale cu 3 cm sint- numerele OB = OE = OF. Deci, punctele respec
tive stnt B, E şi F. 

1.1.100. Două, cercuri au acelaşi centru O, iar razele 
B x au lungimile de 3 cm şi respe<:tiv de 5 cm. (Ox inter

sectează cercurile în .A şi respectiv B. Calcula.ţi lungi
mea. lui (AB}. 

R, Avem OA= 3 cm şi OB = 5 cm. Punctele O, A şi B slnt 
coliniare iar OA+ AB = OB adică 3 + AB = 5, de unde AB = 5 -
- 3 = 2 (cm). 

l.t„101. Două cercuri au centrele în punctele A şi B ca.re aparţin 
dreptei d. Cercul de c~mtru A are raza de 3 cm iar cel de centru B de 
7 cm. Dreapta 'd inte:rs~tează cele două cercuri în punctele O, D, E, F 
(ordinea. este O, A, D, E, B, F}. 
Calculaţi DE şi OF ştiind că.: a} 
.A.B = 12 cm; b} .A.B = 20 cm; 
c} AB = 11 cm. 

R. Avem a) AD+ DE+ EB= AB 
sau 3 cm + DE + 7 cm = 12 cm, de unde 
DE = 12 cm - 10 cm = 2 cm. 

C 

CF = CA+ AD+ DE+ EB + BF; CF = 3 + 3 + 2 + 7 + 7 = 22 (cm) ; 

b) DE = 10. cm, CF = 30 cm ; c) DE = 1 cm, CF = 21 cm. 

F 

1.1.102. Se dii. AB = 10 cm. Construiţi (desena.ţi} cercul cu centrul 
în .A. de rază egală, cu 5 cm şi cercul cu centrul în B de rază 8 cm. Ob
servaţi dacă. cele două. cercuri au puncte comune. 

R. Da. Intersecţia cercurilor respective este o mulţime formată din două puncte diferite. 
Suma lungimilor razelor este 13 crii' care este mai mare decit distanţa dintre centrele lor, AB = 
= 10 cm. 

ObsţrDa/,ie Nu lntotdeauna clnd suma lungimilor _razelor este mai mare ca distanţa dintre 
centrele cel°' Aouă cercuri, intersecţia lor este ro.rmată din două puncte diferite tn cazql ctnd, 
de exem.vlu, AB = 3 cm, iar razele cercurilor .slnt respectiv ae ·5--em- şi 8 cm, int~-~c,ţia este 
formată dlntr-un sl,ifi'W' punct; diferenţa lungimilor .razelor, 8 cm - 5 cm= I crţiif~fe egali 
eu distanţa dintre eele două centre. tn .cazul clnd, de exemplu, AB = 2 cm ie,r,,'ltau1e slnt 
tot de 5 cm şi 8 cm. intersecţia este muJ,ţimea vidă ; diferenţa lungimilor rar:i!ior, 8 cm -
- 5 crrf = 3 cm, este mal mare declt distanţa dintre centre, AB = 2 cm. 
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§2. Triunghiul. Congruenp triunghimiler 

1.2.1. Folosiţi desenul ală.turat pentru a enumera în fiecare caz r 
a) virfurile triunghiului ; b) laturile triunghiului ; o) unghiurile triunghiului. 

R.Avem: a) A, B, C; E, N 
F, D; M, P, N; b) [AC), [AB], 
{BC); [FD], [FE], [ED]; [MN], 
[MP], [PN] ; c) i: ABC, i: BCA, 

I\ I\ A A A 

i: CAB; F, i:FED, D;M,N, P. 

1.2.2. Se dau triun
ghiurile : ABC, MNS şi 
PAD. Enumera.ţi pentru 
fiecare triunghi: a) vîrfurile; b) laturile; o) unghiurile. 

R. Avem : A, B, C; M, N, S; T, A, D; b) JAJ?.], fAC], [BCJ ; [MNJ, [MS], [NS] J 
(TA], [TD], [AD]; c) ~ ABC, i: ACB, ~BAC; M, N, i: MSN; T, i: T AD, i: ADT. 

1.2.3. Se dă triunghiul ABC şi urmă.toarele afirmaţii: a) [AC] este 
- ~ . I\ 

latură opusă. lui B; b) [AB] este latură opusă lui (J; o) [BC] este latură 
A A ~ 

alăturată lui A; d) A este cuprins între laturile [AC] şi [AB]; e) B este 
cuprins între laturile [AB] şi [OB]; f) O este cuprins între l.a.turile [AC] 

A A 

şi [AB]; g) A este alăturat laturii [AC]; h) B este ală.turat laturii 
A A I\ • 

[CB]; i) O este opuR la.turii [AB]; j) .A şi O sînt la capetele laturii [.A.O]. 
Care din aceste afirmaţii sînt adevărate! 

R. Afirmaţiile adevărate stnt a), b), d), e), g), h), i), j) 

1.2.4. Folosiţi desenul alăturat pentru enume
rarea triunghiurilor în care: a) i:ABP este unghi; 
b) [AM] este latură; c) i: PAN este unghi. 

R. a) ~ ABP este unghi tn triunghiurile:' MBP, MNB, 
A.BP, ABN. b) ln triunghiurile :AMP; AMN, AMC; c) 1n 
triunghiurile: APN, APC. . . 

Obserr,atfe. Se tnţelege că se iau tn discuţie .nUIJ1al punctele 
ce stnt puse tn e,idenţă tn desenul dat · ·· 
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/",... 
1.2.5. Triunghiul ,ABO a.re m(ABO) = 90°; triunghiul MNP are 

/",.. 
~(PMN) = 150°; în triunghiul EFD a.vem [EF] = [ED]; în triunghiul 
IKL avem [IJ(J = [KL] = [IL]. 

Ca.re din aceste triunghiuri este triunghi isoscel, care este triunghi 
dreptunghic, 08/~e este triunghi echilateral şi ca.re obtuzunghie Y · 

R. Triunghiuri isosce]e stnt 6.EFD şi 6.IKL, căci au clte două laturi congruente; triun
ghiul ll{L este triunghi echilateral; AABC este un triunghi dreptunghic, clcl are un singur 
unghi drept ;AMNP este un triUlllhi obtuzunghie pentru că are un unghi obtuz, cu mbura 
de 150°, 

1.2.6. Triunghiul dreptunghic MAB a.re unghiul drept cu virful în B. 
a.) Ca.re :este ipotenuza.7 b) Ca.re sînt ca.tetele Y 

·. · R. a) Ipotenuza este latura opusă unghiului drept, adică [AM]; b) catetele stnt laturile 
triunghiului ce formează tJ!18hiul drept, deci [AB] şi [BM]. · 

1.2'.7. 'O~etele· triunghiului dreptunghic :ABO sînt [AO] şi [OB]. 
a.) Ca.re este unghiuldreptY b) Ca.re este ipotenuza.! · 

R. a) Virful unghiului drept este „capăt" comun la cele două catete, d~ci i:: ACB. b) 
Ipotenuza este latura opusă unghiului drept, adică [AB]. 

1.2.8. Ipotenuza. triunghiului dreptunghic ''.EPO este [PC]. Enume
ra,ţţ,.:,,a.) ,ţa.tetele; b) unghiurile care nu,sînt drepte . 

. ·n~; ~) ·cJf~t~l'c sfnt (PE] şi [EC]; b) i:: EPC şi i:: ECP pentru că i:: E este unghiul 
drept. · 

, 1.2.9. În triunghiul ABC a,vem De (BO), E e (BC) şi 11' e (BC) astfel 
incît (BD)= (DE) = (EF) = (FC). S? dau următoarele afirmaţii: ~) 
(AD) este metliană. în triunghiul A.BE; b) (AD) este medfa,nă. în MEF; 
c),(.A.E) este mediană. in A.ABC; d,) [Alt1] nu estl\ mediană în AABC; 
e) (AF) este mediană în .AA.EC; f) (AE) nu este mediană în AAD"l!'. Oare 
din a.~este afirmaţii sînt a.dcvă.1 a.te 1 

R •. A(irmaţiile adevărate slnt ·a). c), ci), e). 

1.2.10. ABC este un 
triunghi ia.r [AD] ei;te înăl
ţime (De<lr. BC). Puneţi 
în evidentă în desen fiecare 
situa.ţie. ' · 

R. Distingem cazurile <lin 
figura alăturată. 

1.2.111'. ,,Două laturi 
şi unghiul cuprinR" ;,o la.~· 
tură şi unghiurile: ală.tura.
te" şi „trei laturi" l!lînt sin
gtlrele moduride âda.·trei' 
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din cele şa.se numere asociate unui triunghi! Oare. sînt celela.lte 
moduri! 

~ 
R. Fie triunghiul ABC. a) ,,Doul laturi şi unghiul cuprins" lnseamnl: [BA], BAC, 
~ ~ 

IAC) sau [.tBJ, ABC, [BC) sau [AC], ACB, [CB). b) .,O latură şi unghiurile allturate" ln-
~ ~ ~ ~ ~ ~ 

11eamnă : CAB, [AB), ABC sau ABC, [BC], BCA sau BCA, [CA] CAB. c) ,.Trei laturi" 
tnseamnă: (AB], [BCJ, [CA]. Acestea slnt cele trei situaţii clnd, cu datele respective, se poate 
construi un singur triunghi, Ele mai slnt numite şi cazuri de construcţie ale triunghiurilor. Mai 
slnt Inel trei situaţii care nu slnt numite cazuri de construcţie pentru că obţinem unele „sur-

~ 
prize". Avem : a) ,.Două laturi şi un unghi opus uneia din ele" care lnseamnl : [BA], BAC, 

~ ~ ~ ~ 
[BC] sau [BC], BAC, [AC] sau [AB] ABC, . [AC] sau [AC] ABC, [BC] sau [AC], ACB, 

~ 
{AB] sau [AB], ACB, [CB]. b) ,,O laturi şi două unghiuri, nu amlndoul allturate" care 

~~ ~~ ~~ ~ 
lnseamnă: (BC], CBA, BAC sau [AC], CBA, BAC sau [BA], BAC, ACB sau [BC], BAC, 
~ ~.,,,...._ ~~ ~ 
ACB sau [AC], ACB, CBA sau [AB], ACB, CBA. c) ,.Trei unghiuri" care înseamnă: ABC, 
~~ 
BCA, CAB. Se constată că slnt şase situaţii ln care cele şase elemente ale triunghiului au fost 
combinate clte trei obţintndu-se ln total 20 de cazuri. 

" 1.2.12:11. ,,Oonstruiţi" {desenaţi)un triunghiABOcunoscîndm(..4.)=35°, 
AB = 5 cm şi BO = 4 cm. Oîte soluţii a.re problema.! 

R. Cu rigla gradată construim segmentul AB cu lungimea de 5 cm. ln punctul A 
cu raportorul construim [.iX astfel lnclt să avem m( i: XAB) de 35°. Cu ajutorul compasului con
struim cercul cu centrul ln B de razi 4 cm. Acest cerc intersectează [AX ln două puncte 
C şi C1 . Avem BC = BC1 = 4 cm. 

Aşadar, obţinem doui triunghiuri cu datele problemei: L1ABC şi .:1ABC1 , deci problema 
are două soluţii. 

Observa/ie. Datele problemei slnt : doui laturi şi un unghi opus uneia din laturi ; nu este 
un „caz de construcţie". 

1.2.13.11• Construiţi un triunghi ABC cunoscîndm(.Â) = 150°,AB = 
= 2 cm şi BO = 5 cm. Cite soluţii a.re problema.! 

R. Cu rigla gradati construim segmentul AB cu lungimea de 2 cm. ln punctul A cu 
raportorul construim [AX astfel lnclt să avem i: XAB de 150". Cu ·ajutorul compasului con
struim cercul de centru B şi raza de 5 cm. 

Acest cerc intersectează [AX lntr-un singur punct C. Avem BC = 5 cm. Obţinem un 
singur triunghi, dABC, deci avem o singură situaţie adică problema are o singură soluţie. 

Observaţie. Ca şi ln problema precedenti, datele problemei slnt : două laturi şi un unghi 
opus uneia. Spre deosebire de problema precedenti unghiul este obtuz, iar cercul cu centrul ln B 
intersectează [AX lntr-un singur punct şi avem un singur triunghi. Problema precedentă a 
dat două triunghiuri diferite, deci nu lntotdeauna avem un singur triunghi. 

" 1.2.1411• Construiţi un triw;,ghi ABO cunoscînd: ·a.) m(A) = 60°, 
" AB = 4 cm, BC = 2 cm; b) m(.A) = 145°, AB = 5 cm, BO = 4: cm.. 

R. Cu rigla gradată construim [ABI de 4 cm. ln punctul A construim [AX astfel Incit 
~ . 

m(XAB) = 60". Cu compasul construim cercul eu centrul tn B avtnd raza de 2·cm. Se.observi 
ei acest cerc nu interseeteazi [AX ln nid-un pan.cţ. J.}..eci ~9 eidstăipe.4:A.K un puncţJ::.,Jllltfel 
Incit BC = 2 cm. Se spuae oi problema nu are Mlatu,, adfCi n11 eilst'i un triunghi 'l:u ilatele 
din prablem ă. 
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b) Prcrl'dăm asl'mănător ca la a) şi constatăm din nou că cercul cu centrul ln B 
nu lntrrs!'C!l·ază I AX, Dl'ci problema nu are soluţie. 

Obstll'< (ir. lncă două probleme care întăresc motivul că nu poate fi caz de construcţie 
situaţia: ,.c'< uă laturi şi un u11ghi opus uneia din ele". 

1.2.15 Po. Construiţi triunghiul ABC, cunoscînd BC, lungimea media· 
pei [AD] şi unghiul ADB format de media.na [AD] cu latura [BC]. 

A B. Ccnsi~ni'm triunghiul ABC. Otscnăm că problema nu 

~c 
.o o 

i:rr:rintă nici o oiticul1afl'. Criclt de mici !&U mari ar fi AD şi BC 
iru n t!rnra unghiului ADB (evident ir.ai mic dectt 1800), problema 
are soluţie. 

Ccnstruim 1:n !r[rr.cnt congruent cu [BC]. Ccnstrulm mij
lccul D al acntui H{Jr.tnt. 1n D ccntruim un ur.ghi congrucntcu 
ughiul dat ADB. Pe latura acului unghi, diferită de [DB, fixăm 
punctul A cu ajutorul lungimii mediar.ei. 

A vlnd cele trei vlrfuri ale triunghiului, completăm construcţia triunghiului. 

1.2.1(;.M. A1ă.taţi di, nu poate exista un triunghi ca.re arela.turilecu 
următoarde mă.suri : a) 4 cm, 9 cm, 3 cm; b) 4 cm, 9 cm, 14 cm. 

R. Cu ;igla gradată construim un segment AB de lungime egală cu 9 cm, de exemplu. 
Construim cercul de centru A şi rază de-lungime egalii cu 4 cm, apoi cercul de centru B şi rază 
pe lungin e egală cu 3. cm. Observăm că aceste cercuri au ca intersecţie mulţimea vidă, deci 
nu se poate construi un triunghi cu măsurile laturilor, numerele date tn problemă. Aşa:dar 
pu există triunghiul. 

b) Asl'mănător observăm ci cele două cercuri, de exemplu, de raze de lungime 4 cm şi 9 
,cm nu se inll'rsectează, deci nu existii un triunghi cu datele problemei. 

Observaţie. Nu întotdeauna ln cazul de construcţie: ,,latură, laturii, latură" avem (există) 
_un triunghi eu măsurile laturilor, numerele c!ate. 

1.2.17. Se ştiu ade,ărateurn:ătoarele enunţuri: a)MBC= ÂMNP; 
·'b) 11A' BT = 11B' PC'; c) ÂÂMN = 11AST. Scrieţi congruenţele care 
.există cu privire la laturile şi unghiurile triunghiurilor respective. 

R.Avem:a) <A=<M, <B=<N, <C=<P, [AB]=[MN], [AC]=[MP], 
,{BC] = [NPI; b) < B.4.'T = < PB'C', < A'BT = < B'PC', < A'TB = < B'C'P, [A'B] = 
.e [B'P], [.4.'T] = [B'C'], [BT] =[PC']; c) <A= <A, <AMN = <AST, -t.N e ,t. T, 
[AM]= [AS], [AN] e [AT], [MN] e [ST]. 

1.2.18. Din afirmaţia. adevărată: 11A' B'C' = MBO un elev a dat 
-.urmă.torul răspuns: [A' B'] = [AB], [B'C'] = [BC'], [CA'] = [O'B], 
~A'= -+:=A, ~ B' = -i: B, -i: O= -i: O'. Este corect răspunsul t Justifica.ţi. 

R. Nu. Nu sini: corecte congruenţele [B'C'] e [BC'], [CA'] e [C'B]. Ele trebuie sl fie 
)lStfel: [B'C') = [BC) şi respectiv [C'B'] e [CB]. 

1.2.19. Se ştie că.: (AB') = (A' B) şi (B'C) = (BC'). Sînt suficiente 
..aceste congruenţe pentru ca afirmaţia: l1AB'C = 11A' BC' să fie adevă
rată Y De ce f 

R. Nu. Pentru a se lndeplini un caz de congruenţă este nevoie de trei congruenţr. ln 
.eazul nostru trebllie au ~ AB'C a ,t. A'BC' pentru cazul L.V.L. su [AC]= (A'C'] pentru 
.cazul L.L.L. 

1.2.20. Oe greşea.li conţine figura. a.lf.turată eu privire la elementele 
.,celor două triunghiuri f · 
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R, Avem: [AD]a-[EF], i::ADCEi;:EFB, [DC]s [FB]deci lUCDaAFBE şi rezultl 
el i:: ACD a i:: EBF; dar aceste unghluri ln figuri nu stnt cu misuri ep]e, 

A 35 

~~ C 5° 30 
B 40 F 

1.2.21. Oe greşeală conţine figura alăturată. cu privire la. elementele 
celor două triunghiuri t 

.,,,,,,....,....,,,,,,....,... 
Se constată că BAC a NMP, 

.,,,,,,....,... .,,,,,,....,... 
[AB] a [MN], ABC= MNP şi con
form unui caz de congruenţi avem ci 
!:i.ABC a !:i.MNP, Din aceasti congru
enţi ar rezulta ci [AC]a [MP]. ln cazul 
nostru AC = 20 iar M P= 22. Deci, gre
şeala consti ln faptul că laturile AC şi 6 
M P nu au măsurile egale. 

Ă 

1.2.22. 1n desenul a.lăturat se ştie că. [BP] = [PO] şi [MP] = [NPJ. 
Demonstra.ţi că -t:..ABN = -t:..AOM. 

M B 

C 

R. Din ipoteză [BP] a [PCl(l) şi [MP] = [NP] 
(2). Se constată căi:: MPB = i:: NPC(3) deoarece 
stnt unghiuri opuse la vlrf. Folosim (1), (2), (3); apli
cînd un caz de congruenţă a trunghiurilor, (L.U.L.), 
avem că!:i.MPBa!:i.NPC. Dinaccasta avem :i:: MBPa 
ai:: NCP dar i:: MBP= i:: ABN şi ~ NCP= 
= i:: ACM. Deci : ~ ABN = i:: ACM. 

I.2.23M. Triunghiul .ABC a.re m(.Â.} = 90°, .AO = 4 cm, .AB = 3 cm. 
Da.că „prelungim" la.tura O.A cu .AM = 3 cm, şi la.tura .AB cu BN = 
= 1 cm, compara.ţi [MN] cu [BO]. 

R. ,.Prelungim" latura CA, considertnd pe semi
dreapta opusă lui [AC punctul M astfel .ca AM= 3 cm. 
Asemănător, avem punctul B ce aparţine la semidreapta 
opusă lui [BA. Din ipoteză m(Â) = 900 lnseamni 

/'o. .,,,,,,....,... 
m(BAC) = 900, dcci şi m(MAN) = POO. Deci i:: BAC a 
a i:: MAN (1). Constatăm că AN = AB+ BN=4 cm= 
= AC. Obţinem ci [AN] a [AC) (2). 

Din ipoteză AB = 3 cm şi AM=3 cm deci [AB]s 
a [AM) (3). Folosim. (2), (1) şi (3), conform cazului de 
congi'uenţi'L.U:L., obţinem că !:i.MAN = !J.BAC, de uiade 
[MN] a [BCJ. 

no 



1.2.24„1• ln desenul alăturat se ştie că [AM] = [.AN], -t:: A.MO = 
e -t:: .A.NB. Ou se poate spune despre: a.) -t:: B şi -t:: OY b) [BN] şi [.MO]! 

R. a) Astfel de întrebare se referă, de regulă ln proble
me, la congruenţa sau necongruenţa unghiurilor r't'spective. 
Pentru a cerceta dacă unghiurile slnt congruente, folmim 
metoda triunghiurilor congruente. Cercetăm din care triun
ghiuri fac parte i: B şi i: C. Se observă că i: B este unghi 
ln triunghiurile MBP, ABP şi ABN iar i: Cin triunghiurile 
NPC, APC şi AMC. Dacă asociem şi afirmaţiile adevărate 
din ipoteză, Ia aceste triunghiuri, găsim că trebuie să compa-

A N . răm triunghiurile ABN şi .AiUC. Deci, din ipoteză ştim că 
.( [AM] s [AN] (1), i: AMC a: i: AN B (2). Cum i: A este 

cemun acestor două triunghiuri rezultă, folosind şi rela
ţiile (1) şi (2), conform cazului U .. L.1J., că ÂABN a ÂACM. Din această congruenţ.ă avem că 
i: Ba -+::C. 

b) Din congruenţa triunghiurnor anterioare avem că şi (BN] s (MC]. 

·' ~- 1.2.25~. Dr~- .AB şi dr . .A' B' sînt drepte concurente în punctul O astfel 
lncît [.A.O] a [.A'O] şi [.BOJ = [B'O] • . Arăta.ţi că: a) MOB' = d.A'OB; 
,b). MBB' = M' B' B; c) MB.A' = M' B'A. 

R. Din ipotezi [AO] = [A'O] (1) şi [OB] = (B'O) A BI 
(2). Deoarece unghiurile AOB' şi A'OB slnt unghiuri 
opuse la vlrf avem că i: AOB' = i: A'OB (3). Din (2), (1) ....,.l'ill:~------.......
~ (&)\ 'iQ,Uclnd un 1:az de congruenţă a triunghiurilor, 
L. U.L., obţinem 'ci t:.:A&B; a AA'<JB. 

b) Din ipoteză [AO] a [A'O] şi [BO] a [1''0] re

zultă că AO + BO = A'O + B'O deci AB = A'B' adică 

[AB] s [A'B') (4). Din congruenţa triunghiurilol'. de la punctul a) avem: i: OAB' 5!= 

= i: OA' B (5) şi [AB'] = [A' B] (6). Din (4), (5) şi (6) avem, conform cazului de congruenţi 
l:..U.L., ÂABB' = ÂA'B'.8. 

c) Tot din congruenţa triunghiurilor de la punctul a) avem căi: AB'O = i: A'BO (7) 
Din (4), (7) şi (li) rezultă, conform L.U.L., că ÂABA' = ÂA'B'A. 

1.2.28/0 • Se dă triunghiul .A.BO cu .Â ascuţit. ln punctul .A conside· 
d,m [.A.E perpendiculară pe dr. AB astfel încît (AB) = (.AE) iar E şi O 
1n semipla.ne opuse determina.te de dr. A.B. ln punctul .A ma.i considerăm 
{AG .ldr . .A.O a.stfel incit (.AO) = (.A.G) iar G şi B în semiplane opuse 
.de~ermina.te de dr . .A.O. Demonstraţi că : (EC) = (BG). 

R. Din ipotezi avem: (AB) s (AE) (1), (AC) s (AG) (2), 
/""o,... 

[.AE .L dr. AB, ded m(EAB)= 90" (3) şi [AG .L dr. AC, deci 
/""o,... /""o,... /""o,... . 

m(GAC) = 90" (4). Se constată ci m(E.AC) = m(EAB) + 
.,,,-.. /'o. /'o. .,,,-.. .,,,-.. 

+m(BAC)=9Cl"+m(BAC) şi că m(GAB)=m(GAC) +m(BAC)= 
/'o. 

= 90° + m(BAC) (s-au folosit relaţiile (3) şi (4)). Rezultă el 
.,,,-.. .,,,-.. . . 

. m(EAC) = :ra(GAB) deci i: EAC a ~ GA.B (5). Din (1),(2) ŞI 
(5) cwm că ABAC = J.l.11.AG (6) de unde. (EC) a (BG). 
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CAPITOLUL II 

Geometrie bazată pe judecată (raţionament) 

§ 1. Triunghiul isoscel 

\_ 11.1.1. Fie PBOun triunghi isoscel cu ba.za. [BO] şi unpunctAastfel 
încît. P să fie în interiorul triunghiului ABO. [OP intersectează pe [AB} 
în M iar [BP intersectează pe [AO] în N. Se ştie că [1lf P] = [NP], 
Demonstraţi că -t.ABN = ~ AOM. 

R. Din ipoteză triunghiul isoscel PBC are baza [BC) deci avem că [BP) = [PC]. Dacll 
alăturăm rt•stul problemei la această congruenţă obţinem problema 1.2.2211 pag. 110,eu rezolvarea 
corespunzătoare. 

-11.1.2. Se dă triunghiul isoscel AIJIN ([AM) = [AN]). Pe [.Â.M se 
consideră B astfel încît M e [ A B] iar pe [ AN punctul O l!i ;tfl mcît N e; 
e[AO]. Se ştie că ~AMO= ~ANB. Ce se poate spune tl<,spxe: a) ~Bşţ 
~ Oţb) [BN] şi [MO], 

R. Comparaţi cu problema 1.2.24. pag. 111. Hezolvarea este identică. 

11.1.3. Triunghiul ABO este un h-iunghi isoscel unde (AB) = (AO) .. 
./",... 

Se ştie că m(ABO) = 40°. Fie punctele .M ~i N astfel încît B e (MO) şi 
./",... /'--... /'.... 

Oe (BN). C.1lculaţi: a) m(AOB); b) m(ABM); c) rn(ACN). 

·M 

A 

/\ 
L \ 
B C N 

R. a) Din ipoteză (AB} =(AC), deci triunghiul isoscel, 
ABC arc baza [ /1C). Aplicăm teorema: Dacii un triunghi_ 
este triunghi i~<$cd, atunci ungbirrile de la 1::u:.i lui stnt un•. 

ghiuri congruente. în cazul 1;ntrn < ABC = < A(::B deci 
.,,,,....__ 

m(ACB) = 40°, cilci ln ipoteză te ştie că rr.( i:: ABC) = 400 •. 
.,,,,....__ /"'. 

b) Se ob~ervă că m(ABM) + m(ABC) = 1800. Decl 
./",... ./",... 

m(ABM} = 180° - m(ABC) = 1800 -400= 140°; c) 1400. 

JJ.t.4PP. Triunghiul ABC este un triunghi 
isoscel cu baza [BO]. Fie IJ! şi N punete a.st· 
'fel încît Be (MO) şi Ce (BN). Dt:monstraţi că 
~ MBA= ~NOA. 

A 

R. Soluţia I. Din ipoteză [BC) este baza triunghiului isoscel. 
Aplicăm teorema: dacă un triunghi este isoscel, ntunci unghiurile 
'de la baza lui slnt unghi„ri congruente. ln cazul nostru, 
i: ABC = i: ACB (1). Din ipoteză, B e (MC) deci punctele 
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~ /',.. ~ 
M, B şi C stnt puncte coliniare. Avem ci: m(MBA) +m(ABC)=1800, adicli.m(MBA)= 

/',.. 

= 1800 - m(ABC) (2). Tot din ipotezli., C e (BN) deci punctele B, C şi N stnt puncte coli-.,,...._ /',.. /',.. /',.. 

nlare. Avem că: m(ACB) + m(Ar;.v) = 180°, adică m(NC~4.) = 180"-m(ACB) (3). ln reia-· 
ţiile (2) şi (3) folosim relaţia (1) şi găsim că i:: M BA = i:: NCA. 

Soluţia a II-a : i:: M BA ~ii:: NCA sint suplementare unghiurilor congruente ale tri
unghiului ABC, deci slot congruente. 

U.t.5:r.t. Da.că. M şi N sînt puncte situate pe 
„prelungirea" bazei BO a. unui triunghi isosael 
ABO, astfel în.cît [BM] = L ON] şi B să fie între 
M şi O, iar O între B şi N, atunci [AM]= [AN]. 

Il,Din ipotezli. triunghiul isoscel ABC are hazu RC, deei 
[AB]s (.4.C] (1). Din problema anterioară avem că i:: .UBA 5 

s i:: ACN (2). Din ipoteză [B.U] as [CN] (:-!). Din (1), (2) şi 
(3), aplicînd un caz de congruenţă a triunghiurilor, L.U.L., /1 
rezultă cil AMBA = ANCA şi deci, [A.U] s [AN]. 

6 C 

II. t.GM~ În figura alătmată, triunghiurile ABO şi ADO sîn.t triunghiuri 
isoscele [AB] = [.A.O], [.A.CJ = [AD). Demonstraţi că ~ABD = i::ADB. 

A 

R. Deoarece triunghiurile slot isoscele (din ipoteză) şi 
se dau care sint la1urile congruente, ob~ervăm că datorită 
faptului că rda\ia „congruent" intre ugmcnte este o relaţie 
tranzitivă, din [AB] s (AC] şi (AC] s [AD] obţir.rm că 
[AB] = [ADJ deci AABD este un triunghi isoscel. Con
form tcorrmei : dacii un triunghi este Jriunghi iEncel :itunci 
el arc unghiurile de la bază eongruenk, rezultă că i:: ABDs 
= i::ADB. 

Observaţie. Dacă în ipoteză nu se indicau laturile 
congruente la cele douil triunghiuri, problema dl·vrnca 
dificilă din cauza situaţiilor ivite. Cercetaţi, de exemplu, 
situaţia cind [BC] s [AC] şi [AC] = (AD]. 

'-

u.t.7M. Perpendiculara. în.A pe latura AB a, unui triunghi ism;cel 
ABO „taie" baza BC în M, iar perpendiculara în A pe latura AO „ta.ie" 
BO în N. Demonstraţi că: a) [BM] = [ON]; b) AA.MN t-ste un tl'iunghi 
isoscel. · 

A 

N C 
a) b) c) tl} 

R. a) Daci alntem atenţi la textul ipoteui, adlr.il la cuvintele „tale" hu.A BC, obser
\'!ilm oi fig. a) nu eonvlne problemei clei ln cazul r.lnd triunghiul ABC are ln A nn unghi ascu• 
ţit, perpeildieularele Nlpdtiw nu lntersectead baza RG. 
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Cazul clnd m(Â) = 900 se exclude cilcl M = C şi B = N. Rilmtne situaţia clnd m(Â.);;:,. 
>90" adicil fig. b). Pentru a compara comod triunghiurile respective, ele au fost desenate „se
pant„ ln fig. c), d). 

Din ipoteză AABC este un triunghi isoscel cu baza BC, deci [.A.BJ = [AC] (1). Fiind 
tmmghiisoscel, are şi unghiurile de la bazil congruente (confOl'Dl teoremei), rezultil cili:; ABMs 

/",... 
• ,t3ACN (2). Din ipotezil, dr. AM.L dr. AB, deci m(BAM) = 900. (3) Tot din ipotezil, dr • .,,,,...... 
.A.Ni dr. AC, deci m(CAN) = 900 (4). Din (3) şi (4) avem cil i:: BAM = i=: CAN (5). Din (1) 
(2) şi (5), folosind un caz de congruenţii a triunghiurilor, U.L.U., avem ABAM;;;; ACAN şi 
deal (BM] = [CN]. . 

b) Metoda I. Din congruenţa celor două triunghiuri (BAM şi CAN), rezultil [A.Ml = 
a lA.NJ. Deoarece triunghiul A.MN are două laturi congruente, conform definiţiei, este un trlun
Shl Isoscel. 

Metoda a II-a. Tot din congruenţa celor două triunghiuri, rezultil cil i:: AMB = i=: ANC. 
Deoarece triunghiul ANM are douil unghiuri congraente, conform 11Dei teoreme, rezultă că este 
un triunghi isoscel. 

ObseT1JaJie: tn aceeaşi ipotezil se poate cere să se demonstreze că [BN) = [MC]~ Pentru 
aceasta demonstraţi mai intti cil i:: BAN = i=: CAM şi apoi folosiţi cazul L. U.L. 

n. t.OPP. Perpendicula.rele în B şi O pe baza. BO a unui triunghi isoscel 
ABO formează. cu [BA şi respectiv cu [OA unghiuri congruente. 

p 

R. Folosim notaţiile din desenul alilturat. Se observil cil 
datoritil dreptei MP care este perpendiculară ln B pe [BC) 

N avem douil unghiuri care au ca laturi pe [BA. Acestea slnt: 
i=: MBA şi i:: ABP. Aseminitor, datorită dreptei NQ avem 
alte două unghiuri care au ca latvră pe [CA : i:: NCA şi -t:: ACQ. 
Din ipotezil [BCJ este baza triunghiului ABC, deci conform teo
remei : Dacă un triunghi este tri1rnghi isoscel atunci unghiurile 
lui de la bazil stnt congruente, avem : i:: ABC = i=: ACB (1). 
Deoarece, din ipoteză, dr. MB .L <k. JIC şi dr. NC.L dr. BC avem 

[ .,,,,...... .,,,,...... .,,,,...... 
că i:;MBC = i:: NCB (2). Dar m(MBA)=m(MBC}-m(ABC) 
căci [BA este tn Interiorul lui i:;MBC. .,,,,...... .,,,,...... .,,,,...... 

f2 Asemănător, m(NCA) = m(NCB) - m(ACB). Folosim 
ln ultimele două egalitlţi relaţiile (1) şi (2) şi constatănl că 

~ MBA = i=: NCA. 
Se demonstrează apoi că avem şi i:: P BA e i:: QCA. 

Il.t.9.11• Perpendicularele în B şi O pe ba.za. BO a, unui triunghi isoscel 
.ABO „întîlnesc" bisectoarea unghiului format de [AB şi de „prelungirea." 

'tH 

semidreptei notată, [AO, respectiv bisectoarea. ur,
ghiului format de [.A.O şi de „prelungirea." semi
dreptei nota.tă [AB în punctele M şi N. De
monstra.ţi că [BM] = [ON], (text completat). 

R. Notăm cu [AE opusa lui [AB şi cu [AD opusa lui 
[AC. Unghlurile DAB şi EAC sint unghiuri opuse la vlrf. Din 
ipotezil [AM şi [AN slnt bisectoarele lor respl·ctive. Se ştie că 
bisectoarele a două unghiuri opuse formează cu laturile un
ghiurilor, patru unghiuri congruente. în cazul nosti·u, avem 
oi: MAB = i: NAC (1). . 

Folosind problema anterioară putem spune că 
oi: MBA = ,t: NCA (:l). Din ipoteză triunghiul AB(i. este h·1-
unghi Isoscel cu baza [BCJ, deci fAJ3] = [AC] (3). . 

Din (1), (2) şi (3) obţinem că :6.MB-4 = ANCA (U.L~U.), 
deci rezultă concluzia problemei: [BMJ a [C.NJ. · 



D.1.1011• 1n triunghiulisoscel .ABO ([AB] = [AO]} avem [BM]e 
= [O.N] (M e dr . .AB, Ne dr • .AO) şi [BP] = [QO] (P, Q e dr.BO). Demon:-
stra.ţi că, [MP] = [NQ]. . 

B. Din ipoteză avem la MBC, [AB] a [AC], deci baza este [BC] şi cum unghiurile 
de la bazi slnt congruente avem of: MBP = i= NCQ (1). Deuemenea, [BM] = [CN] (2) şl 
(BP] a (QCJ (3). Din (1), (2), (3) remlti că t:i.MBP = t:i.NCQ şi deci [MP] ia [NQ). 

A A t1 A 

~ 
e· P a c 

Q ~ 
B a p C 

nl b) 
N 

el d) 

O&,eroa/ie .. Problema nu este complet rezolvată. In ipoteză avem că M e dr. AB şi Ne dr •. 
AC ar lnsemna că am avea şi o situaţie ca ln figura b), clnd triunghiurile M·BP şi NCQ nu mai 
llntcongruente şi deci [MPJ ;;f! [NQ]. Ammaj, putea avea şi situaţie caln flgurac), clnd t:i.MBPa
e;fl.NCQ deoarece [BM) a [CN], [BP] a [CQJ şi i: MBP a i: ACB = i: QCN. Rezultă 
ci [MP] a [NQ]. Desigur, mal slnt situaţii pe care nu le maj, enumerăm. Pentru a nu 
avea multe situaţii şi pentru ca afirmaţia [MP] a [NQ] si fie adevărată, putem pune restric,. 
ţia ln ipoteză ca 1U e [ABJ, Ne [AC], Pe [BCJ şi Qe [BC]. In ac:st mod nu avem declt 
altuaţiile din desenele a şi d. 

II.1.11. a} Triunghiul ABO are m( i::.Â.)=25° ia.r m( i:: B}=25°. Triun~ 
ghiul MN Pare unghiul MN P de 48° iar m(..P) =4 7°60'. Sint cele două triun-

" ghiuri isoscele! b} Se dă, triunghiul .A.BD cu m(B} = 80° iar O e (BD}: 
/',... 

astfel încît m(AOD) = 100°. Ce fel de triunghi este triunghiul ABO! 

R. a) Aplicăm teorema : dacă un triunghi are două unghiuri congruente atunci el este. 
un triunghi isoscel. In cazul nostru ~ABC are două unghiuri de aceeaşi măsură, adică congruente, 
deci este isoscel. Deoarece m(P) = 48° şi t:i.MNP este isoscel. b) Punctele B, C, D stnt coli, 

-- ~ /'o,. /'o,. .,,,,....,., 
Diare deci m(AC.B) + m(ACD) = 180". Din aceasta, avem că m(ACB) = 180" - m(ACD) = 
= ii.SO" - 100" = 80". 

Deoarece t:i.,lBC are două unghiuri congruente, el este un triunghi isoscel. 

D.1.12M. Se dă, triunghiul isoscel ABO. Perpendiculara în B pe ba.za. 
BO „întîlneşte" perpendiculara. în A pe [AO] în M. Perpendiculara, în a 
pe ba.za BO „întîlneşte" perpendiculara. în A pe [AB] în punctul N. 
Demonstra.ţi că [MB] = [NOJ. 

B. Un triunghi isoscel poate avea unghiul de. la vlrf : unghi ascuţit, unghi drept, unghi 
obtuz. Fiecare situaţie este pusă ln evidenţi ln desenul alăturat. 
Vom -face raţionament pentru fîecare situaţie. 

a) Din Ipoteză baza triunghiului ABC este [BCJ deci avem (AB) a [AC] (1). tn pro-. 
blema ll.1.8 P,P,pag,114 am demonstrat că of;: ,'\,lBA= of;; NCA (2). Din ipoteză dr. MAl,dr. AC deci 
i: MAC este unghi drept. Deasemenea, dr. NAl. dr. AB deci i: NAB este unghi drept. RezultA 
ci i=MAC a < NAB. Se observă că unghiurile ;\IAB şi NAC au acelaşi complement, pe i: BAC. 
Se ftie că douii unghiuri care au acelaşi complement slnt unghiuri congruente. Obţinem că 
t:: MAB a i: NAC (3). . 



N 

a 

H,,8 

8 

Din ( I), (2), (3) ·folosind 
unul din ca:r.urile .de congrueniă a 
trim,g.1iurilor (U._L.U.), rezultă că 
j.M AJJ = ANAC şi deci [MB)=1 
= [.\'CI, 

--~------..,.[ b) ln această situaţie per,-
, pendiculara ln A pe [AC] se con-

M 

I 
/ 

I 

A 

b 

C 

C=N 

\ fundă cu dr. AB şi intersectează 
, perpeadlculara ln B pe [ BC J tn B 

N deci M = B şi nu se poate vorbi 
de [MB] din concluzie. Asemănă
tor, nu se poate vorbi de S<'gml'n
tul [NC] 

c) Ca şi ln cazul a), [ A BJ = 
= [AC] (1). Deasemenea, ln proble
ma XII. 1,gPP,pag.114, s-a regăsit 
că i:: ABM = i:: ACN (2). Din ipo
teză dr. MA l. dr. AC, deci 
i:: MAC este unghi drept. La fel, 
i:: NAB este unghi drept. Re

Zllltă că i:: MAC= i:: NAB. Se observă că [AM şi [AN slnt incluse ln interiorul un-,,,,,,......_ ,,,,,,....... ,,,,,,....... /".. ,,,,,,....... /".. 
ghiului obtuz, deci m(BAM) = m(BAC)-m(MAC)=m(BAC)-90° şi m(CA.l\ )= m(BAC) -,,,,,,....... /".. .,,,....,_ /".. 
- m(BAN) = m(BAC)-900. Din aceste două egalităţi putem spune căi:: BAMsa i:: CAN (3), 
Din (1), (2), (3) avem că AMAB = ANAC şi deci [MB]= [NC]. 

Obserua/ie. Demonstraţia de la a) se deosebeşte de cea de la c) prin faptul că relaţia (3) 
a fost justificată cu cunoştinţe diferite. 

D.1.13. Oe greşeală. conţine desenul ală.turat 1 

R. Dacă admitem că AB =AC= 5 cm lnseamnă că tri-
" 

A 
unghiul .4.BC este isoscel cu unghiul de la vlrf, A. Dacă adnd-

/".. 
tem că [AD] este înălţime, căci m(ADB) = 900, rezultă că 
tnălţimea corespunzătoare bazei este şi bisectoare şi ar trebui 

/".. /".. 
ca m(BAD) = m(DAC). Greşeala constă ln faptul că unghiurile 
BAD şi DAC nu slnt congruente. 

Dacă admitem că aceste unghiuri nu slnt congruente, 
tnseamnă că [AD nu este bisectoare şi deci nu este nici lnălţi-

. ,,,,,,....... 
me, iar greşeala constă ln faptul că m(ADB) = 900. 

II.t.ux. Demonstra.ţi c§. dacă una din bisectoarele unui unghi al unui 
triunghi determină cu latura a treia unghiuri congruente, triunghiul este 
un triunghi isoscel. 

11.6 

R. Notăm triunghiul cu ABC. Să alegem ca unghi 
unghiul cu vlrful ln A, Notăm cu [AD, bisectoarea aces
tuia. ln acest mod avem că i:: BAD = i:: DAC (1). Ob
servăm că [AD intersectează [BCJ şi formează patru un
lbiuri, Conform ipotezei, aceste unghiuri slnt congruente. 
Putem deci scrie că i:: ADB= i:: ADC (2). 

Din faptul că avem (1), (2) şi (AD} laturi co
mună pentru triunghiurile .ADB şi ADC putem serie con
form cazului de congruenţă U.L.U., cil AA.DB a ĂADC 
de unde obţinem eă [AB) • (A.CJ li Mii triunghiul 
.ABC este un triuqbi iaoacel. 



0'1ser11aţie. Cele patru unghiuri cu vtrful tn D stnt unghiuri congruente, din lpoteză,decl 
fiecare este drept. Aceasta tnseamnă ci dr. AD.l dr. BC şi deci [AD] joacă rol de lnălţime ln 
.t..4. ne. Problema se mai poate enunţa astfel : Dacă tntr-un triunghi una din bisectoarele unui 
unghi conţine şi tnălţimea triunghiului (,.bisectoarea este şi tnălţime") atunci triunghiul eate 
un triunghi isoscel. Acest enunţ poate fi folosit frecvent ln diferite probleme. 

I1.1.15M. Pe la,turile [Oa: şi [Oy ale unui unghi nealungit (l)Oy alegem 
punctele A şi Başa. încît [OA] = [OB], iar în interiorul unghiului alegem 
un punct O alitfel ca [AO] = [BO]. Demonstraţi că [00 este bisectoarea 
ung1li.ului. 

n. Din ipoteză: lOA] = [OB) (1) şi [AC] = X 
= [BC] (2). Cum latura (OC] este comuni., folosind 

,cazul L;L.L. de congruenţă a triunghiurilor şi relaţiile 
(1) şi (2) avem că LlOAC = .10BC. De aici obţinem O 
că i: AOC = i:: BOC şi deci [OC este bisectoarea un
_ghiului AOB pentru că C este un punct tn interiorul 
lui. 

Obseroaţie. Din ipoteză : [OA) = [OB]. Rezulti. 
,că triunghiul AOB este un triunghi isoscel. Am de- Y 
monstrat, de fapt ln aceasti. problemă, că un punct 
C, luat la tntlmplare, la distanţe egale AC = BC de vlrfurile unui triunghi isoscel, apar
iine bisectoarei unghiului de la vlrf (clnd C este tn interiorul unghiului respectiv) sau opusei 
ţale (clnd C este ln exteriorul unghiului de la vtrf al triunghiului isoscel). Se poate demonstra 
sli aeest punct aparţine şi mediatoarei [AB] ceea ce duce la concluzia că tntr-un triunghi 
,csoscel mediatoarea bazei conţine bisectoarea unghiului de la vlrf. 

U.1.16 PP. Dacă a şi b sînt două. drepte perpendicula,re ce se interseo
tează în punctul O, da.că A şi A' sînt două. puncte ce aparţin lui a, diferite 
între ele şi diferite de O, aliltfel încît (0...4.) = (0...4.') şi dacă. B şi B' sînt 
două puncte ce aparţin lui b, diferite între ele şi diferite de O, demonstraţi 
,că, triunghiurile ABB' şi .A' BB' sînt triunghiuri congruente. 

a 

b b 

A' 
a A 

a 

b 
o B'. 

A -b 
,;1l 

R. Din ipoteză ştim că A, A' şi O slot diferite tntre ele. Tot din ipoteză, (O.A.) = (OA'). 
Aceste aspecte permit să afirmăm că O e (.A.A') şi ci O este mijlocul segmentului A.Â'.. Raţiona
mentul nu se modifici cu nimic dacă punctele B, O şi B' slnt tn diferite situaţii ca ln desenul 
alăturat. Din ipoteză a.Lb, deci ln triunghiurile ABA' şi .A.B'A', (OB] şi .,;.pectb'. [OB'] 
11lnt Inii~. Deoarece O este mijlocul lui (AA'] re&ultă că [OB] şi (0B'] slnt fi n!ll!ili.ne to 
Crlungbiurile re&pecUve, 
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A.plicim teorema: dacă lntr-un triunghi înălţimea este ş'l mediană, atunci trlunghlul 
este un triunghi isoscel. Obţinem că triunghiurile ABA' şi AB'A' slnt triunghiuri isoscele cu 
baza [AA'], Avem, deci, (AB) = (BA'] şi [AB') = [A'B'], Aceste relaţii şi faptul că [BB'} 
este latura comună, permit să afirmăm că l!i.ABB' = l::,.A'BB' conform cazului _de congruenţă 
a triunghiurilor L.L.L. 

Oh.serva/ie. ln această problemă se conslată că dreapta b este mediatoarea lui [AA']. 
ln cursul demonstraţiei am arătat că triunghiurile ABA' şi .AD' A' slnt triunghiuri isoscele. 

Aşadar punctele B şi B', care slnt oarecare şi aparţin mediatoarei unui 1eem1nt, aU: format 
triunghiuri isoscele cu baza segmentul respectiv. Din aceasta, datorită faptului că distanţele 
BA şi BA' slnt egale precum şi distanţele R' A şi B' A' slnt egale, putem afirma următorul 
adevăr : punctele ce aparţin mediatoarei unui segment slnt, fiecare, la egală distanţă de „ca
petele" acelui segment. 

II.t.17K. Se dă. [AB] = [OD], M şi N sînt respectiv mijloacele celor 
douii. segmente. Mediatoarele lor M P şi N P au punctul comun P. De
monstra.ţi : 

a) Dacă. 

b) Dacii. 
[MP] = [NP], atunci [AP] = [BP] = [PO] = [PD]; 
[AP] = [PD], atunci [BP] = [OP] şi [MP] = [NP]. 
M •,B R. a) Din ipoteză dr. MP este mediatoarea lui [AB]· 

:-,_..;.,. __ .__ Din observaţia de la problema anterioară rezultă că triun

D 

ghiul APB este un triunghi isoscel deci [AP] = {BP] (1). 
Asemănător, deducem că l!i.PCD este un triunghi 

isoscel, deci [PC] = [PD] (2). Din ipoteză (AB] = [CD], 
AB CD 

deci .4.M = - = - = CN, adică [AM]= (CN] (3). Din 
2 2 -

ipoteză (MP] = [NP] (4). Cum rlr. MP este mediatoare, 
/"'... ' ./",.. 

avem că m(AMP) = 90". La fel avem m(CN P) = 90". Rezul
tă că i:: AMP= i: CNP (5), 

Din (3), (4) şi (5), conform cazului L. U.L., rezultă eA 
l!i..4.MP = l!,,.CNP, de unde avem că [AP] = [PC]. Această 
relaţie „leagă" relaţiile (1) şi (2) şi obţinem concluzia pro
blemei. 

b) Din ipoteză dr. MP este mediatoare deci l!i.APB ..,,, 
este isoscel. La fel, l!i.PCD este isoscel. Ştim din ipoteză 

ci (AB] = [CD] şi (AP]= [PD] rezultă că cele cou:ă triunghiuri isoscele sint congruente. 
Din această afirmaţie avem că [BP] = [CP]. Dacă triunghiurile isoscele slrit congruente, 
atunci şi lnălţimile corespunzătoare bazelor slnt congruente, deci [M P] = (NP]. 

II.1.18ro. Oont-1truiţi tdunghiul ABO cunoscînd mediana [AD] con
gruentă, cu latura. [AB] a triunghiului şi ştiind că, media.na. [AD] formea.zli. 
cu înălţimea. [AE] un unghi de 30°. Ce fel de triunghi obţinem Y Justifica.ţi 
răspunsul. 

B. Considerăm triunghiului ABC. [AD], fiind con
gruent cu (AB], triunghiul ABD este triunghi isoscel. 
lnălţimen AE a triunghiului ABC este şi tnălţimea 
triunghiului ABD. Se ştie că lntr-un triunghi isoscel lnălţi
i:mea este şi bisectoare. Dacă unghhiul format de mediana 
AD cu tnălţimea AE este un unghi de 30°, atunci triun
ghiul ABD este triupghl echilateral, deci unghiul B, al 
triunghiului ABC, este un unghi de 60", Iar mediana AD 
este congruentă cu (BD], jumătatea laturii BC. Acum 
se poate rea1iza construcţia. Construim prima dată triun-
ghiul echilateral de latură AD. _ · ," . __ 

Pc (BD construim un segment nc·congruent cu [BD] şi astfel am 
rile triun&hiului ABC. 
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§2. Paralelism in plan 

D.2.1. Folosiţi figura alăturată, şi denumiţi perechile de unghiuri : 
A ADE şi .A.BO, .A.ED şi .A.OB. Este pus~ în 

·• . . evidenţă în desen situaţia. cînd se poate vorbi 
-''[) ' . E de o pereche de unghiuri alterne interne 1 

R. Corespondente. Da, unghiurile AED şi EDB 
sau unghiurile ADE şi DEC. 

~ C 

Il.2.2. Din desenul alăturat enumera.ţi perechi de 
ţmg.hiuri alterne interne şi apoi corespondente. 

R. Alterne interne slnt unghiurile : i:: A.DC şi ~ BAD, i:: CDA 
'fi i:: BAD etc. Corespondente sint unghiurile : i:: BDA şi ~ DCE etc, 

~ 
11.2.3. În fig. de la problema II.2.1 avem m(ED B) = 
~ ~------c 

-= 100° şi m(.A.BO) = 80°. Cercetaţi dacă unghiurile B 
.A.ED şi .A.GB sînt congruente. D 

/',.. /',.. 
R. Unghiurile ADE şi EDB sint adiacente suplementare, deci m(ADE)=1800-m(EDB)= 

-= 1800 - 100° = 800. Folosim teorema: dacă două drepte {di:. DE şi dr. BC) formează cu o 
=secantă, dr. AB, unghiuri corespondente congruente atunci cele două drepte stnt drepte paralele 
Deoarece ~ ADE = ~ ABC, rezultă că dr. DEii dr. BC. Folosim teorema: dacă două drepte 
11lnt drepte paralele (dr. DE şi dr. BC) atunci formează i;u o secantă, dr. AC, unghiuri 
icorespondente congruente. Deci i:: AED = ~ ACB. 

iI.2.4 P<>.M .• Bisectoarele interioare ale unghiurilor B şi o'' ale unui triun-
A. ghi .A.BO se intersectează în punctul I. Prin 

B C 

punctul I considerăm dreapta MN paralelă, 
cu BO. Arătaţi că MB+ NO= MN . 

.,,,,,,......,. /',.. 

R, Unghiurile MIB şi I BC sint congruente, fiind 
unghiuri alterne interne (dr. MN lldr. BC, BI seoimtă). Dar 

/',.. /',.. 

unghiurile IBC şi IBM stnt congruente, fiind jumătă-

ţile unghiului ABC. De aici rezultă că şi unghiurile 
.,,,,,,......,. .,,,,,,......,. 
MIB şi IBM slnt congruente; ·Atunci triunghiul BIM 
cate· isoscel ii (MI) = (MB). 
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,,,....._ ,,,....._ .,,,,......_ ,,,....._ 
La fel NIC= ICB (unghiuri alterne interne) şi NCI = ICB (CI bisectoare). Din aceste 

relaţii obţinem că i: NIC = i: NCI. 
Deci şi triunghiul ICN este isoscel şi (NI}= (NC). Avem MN =MI+ IN=MB+ NC 

D.2.5. Într-un triunghi dreptunghic în A, ABC, se consideră. înă.lţimeq. 
[AD]. Demonstra.ţi că. fiecare unghi ascuţit este congruent cu unghiul 
format de înălţime şi ca.teta ce este la.tură pentru celăla.lt unghi ascuţit, 
adică, -t.ABD = -t.DAO şi -t.AOD = -t.B.A.D. 

R. Triunghiul ABC este un triunghi dreptunghic tn A, ,,-..... ,,,....._ A. 
deci m(A.BC) = 900 - m(ACB) (1). Triunghiul ADC este un ,,-..... .,,,,......_ 
triunghi dreptunghic tn D, deci m(ACB)=900-m(DAC) (2). 
Li (1) folosim (2) şi avem : 

,,-..... ,,-..... .,,,,......_ 
m(A...lJC) = 90° - (90" - m(DAC)] = 90° - 90"+m(.i1AC)= .,,,,......_ 

~ 
= m(DA.C). 

8 O C: 

Aceasta ne arată că i: ABD = i: DAC. Asemănător, găsim cealaltă congruenţi. 

D.2.8. Două, triunghiuri ABO şi A' lJ'O' au unghiurile B şi B', O şi 
O' respectiv complementa.re. Oum sînt unghiurile A şi A' I 

I\ ,.. ,.. ,.. 

R. Faptul că B şi B' stnt complementare se scrie astfel: m(B) = 90° - m(B') (1), iar că 
C şi C' stnt complementare, astfel: m(C} = 90° - m(C') (2). ln triunghiul ABC avem: m(A}= 

" " = 180" - [rn(B} + rn(C)]. Folosim (1) şi (2): 

A. I\ ,._ " I\ 

,..m(A) = J80° - (900 - mtB') + 900 - !_'l(C')] = 1800 ~ 90° + m(fJ')-;_ 90° + m(C') = 
= m(B') + rn(C') = 1800 - m(A'). Deci m(A) = 180° - m(A') adică A şi A' sint unghiuri 
suplementare. 

11.2.7. Un triunghi isoscel ABO, [AB] = [BO], cite unghiuri drepte 
a.re! Oa,re este baza. lui! 

I&. Deoarece (ABJ = [BC] unghiul de la vlrf este i: ABC. Se ş1ie că orice triunghi nu 
poate sl aibă drcil un singur unghi drept căci dacă ar a,·ra dc::uă iuma măEurilor celor trei 
unghiuri depăşeşte 180". Şi ln cazul triunghiului isliscel avîm Id un i i1 p,r unghi drept. Acesta 
este unghiul de la vlrf ; deci baza triunghiului isoscel este latura c1msă unghiului drept, adică 
[AC]. 

U.2.8 . . A BO este un triunghi dreptunghic isoscel cu unghiul drept în B 
iar BOE eRte un triun_g-hi eehila.teral. Calcula.ţi măsUI'a unghiului B.AE. 

R. Slnt două i,lluaţii : a) A şi E tn scmiplane opuse dcte1mt- A 8 
nate ae nr. HC: : b) A ti ll ln acel3'i semiplan. 

a) lko:irecc lJ este unghiul drept avem [ABJ = [B~]. Tri-~ 
unghiul echilateral a1e una din laturi pl' [ BG]. Cum [ BC~E] E 
rezultă ci I A BI a r SB'1 deci AABE este isctcel Cll m(AB.li) = ,,-..... ,,-..... . 
= m(A BC) + m(Cfflit- 00' + 60" = 160". IJnghturilc de la baza ( 
triU1tg'hiului isoscel alllt congruente, CU?d 

u) 

/'... ,,,,,,......... 180" - 150" 30" 
m(».t~ ... m(»&At = ---.--- = -·= us•. 2 3 



A B 

~ 
b) De la situaţia a) rimlne valabil ci triunghiul ABE este tri• 

unghi isoscel; cum [BE este ln interiorul unghiul11.i drept ABC, avem 
.,,,,.......,__ .,,,,.......,__ ..,,......... 

m(ABE) = m(ABC) - m(CBE) = 90"-60°=30°. ln continuare avem 

m(BAE) = m(BEA) = 

b) 

180" - 300 

2 

150" 
= - = 75°. 

2 

II.2.9PP. Un triunghi nu poate să aibă. decît un singur unghi obtuz. 
R. Demonstrăm aceasta prin metoda reducerii la absurd. Presupunem că un triunghi 

poate să aibă două unghiuri obtuze. ln aceasti situaţie suma măsurilor lor este mai mare decit 
1800, ceea ce contrazice teorema că suma misurilor celor trei unghiuri ale unui triunghi este 
egală cu 180". Deci presupunerea nu este adevărată. Rămlne că un triunghi nu poate să aibă 
4eclt un singur unghi obtuz. 

D.2.10. Un triunghi isoscel are un unghi obtuz. Care este baza T 
R. Oriee triunghi nu are declt un singur unghi obtuz. Aceasta s-a demonstrat ln problema 

anterioară. Unghiul obtuz ln triunghiul isoscel este unghiul de la vlrf. Demonstrăm aceasta 
prin metoda reducerii la absurd: presupunem că unghiul obtuz este unghi alăturat bazei. Se 
,Ştie că unghiurile alăturate bazei ln triunghiul isoscel slnt congruente. Deci lnseamnă că acest 
triunghi are două unghiuri obtuze, ceea ce contrazice afirmaţia demonstrată ln problema ante
rioară. Aşadar presupunerea noastră nu poate fi adevărată şi a rămas că unghiul obtuz este 
unghiul de la vlrf. în această situaţie baza triunghiului isoscel este latura opusă unghiului obtuz 

D.2.11. Triunghiul .ABC este un triunghi isoscel cu -t:. .ABC df:d00°. 
Oare sînt laturile congruente Y 

R. Triunghiul este isoscel cu un unghi obtuz. Acesta este unghiul de la vid, deci baza 
este [AC] iar (AB) = (BC}. 

~ 
11.2.12. Despre triunghiul isoscel .ABC, cu m(.ABC) = 20° un elev a. 

afirmat că baza lui este [BO]. Are dreptate 7 .,,,,.......,__ .,,,,.......,__ .,,,,.......,__ 
R. Are dreptate tn cazul clnd avem m(ABC) = m(ACB) = 20" şi deci m(BAC) = 

180 - 2 · 20" = 140". Cum acesta este obtuz, baza este latura opusă lui, adici [BC). Dar =----
2 

ae poate ca unghiul ABC si fie unghi de la vlrf celelalte unghiuri congruente avlnd cite 80" 
şi baza să nu fie [BC), ei [AC). 

II,2.t3•. Să se demonstreze că măsura 
unghiului format de bisectoarele interioare 
a două unghiuri ale unui triunghi este egală 
cu măsura unui unghi drept plus jumătate 
din măsura unghiului al treilea. 

R. Fie triunghiul ABC, bisectoarele [BB1 şi [CC1 

iar punctul lor de intersecţie I. 1n triunghiul BCI avem: 
..,,......... ..,,......... ..,,......... 

m(BJC) = 1800 - [m(JBC) + m(ICB)) = 180" -

A 

C 
( m(B) m(C) ) m(.B) + m(C) 180" - m(Â) 
--2 + -2- = 180" - 2 = 180" - 2 ,a 

" ,. 
= 180" - 90-+ m(A) = 900+ m(.A) • 

2 2 
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0.2.UM-. Demonstraţi că. orice triunghi în care lungimea medianei este
ctt jumătate din lungimea laturii pe care „cade", este un triunghi drept
unghic. 

R. Notăm ABC triunghiul în care (AD) este mediană. 
Din ipoteză avem AD= BC: 2. Deoarece D este mijloc avem că ,,,,....._ A 

fu AD= BD=DC. Obţinem că l:l.ABD este isoscel, daci m(DBA)= ,,,,....._ ,,,,....._ 
= m(DAB) = x şi că !:iADC este isoscel, deci m(DAC) = ,,,,....._ 
= m(DCA) = y. Se ştie că suma unghiurilor unui triunghi 

B D C ,,,,....._ ,,,,....._ ,,,,....._ 
este 180°. Avem că: m(DBA) + m(BAC) + 1.1(.lJCA) = 180°, 
adică x + x + y + y = 180, adică 2x + 2!/ = 180. Ace st, · e ,,,,....._ 
dă că x + y = 90° deci m(BAC) = 90°, ceea ce demoustrcază că !:iABC este 
unghie. 

un triunghi drep. 

D.2.J5M . .ABC un triunghi şi fie [AD] - înălţimea din .A şi BE -
bisectoarea. din B. Fit, I - intersecţia dl'eptelor BE şi AD. Să se calculeze 
măgurile unghiurilor triunghiului .ABC ştiind că triunghiurile .ADO şi 
lJI.A sînt isoscele. 

A 

~ B O · c 
a) 

A 

~E 

O~-~ 
I B C I / 
I / 
,/ 
li 

R. Considerăm cazul cind D e (BC)ca ln figura a). 
tn triunghiul irnscel DCA unghiul ADC este unghi 

drept, deci unghiurile ascuţite sînt de cite 45°, adică ,,,,....._ ,,,,....._ 
m(DAC) = m(DCA) = 45°. 

Triunghiul BL1 fiind isoscel cu baza [AB], căci un
ghiul AIB este obtuz, deoarece unghiul BID este ascuţit, 
unghiurile JAB şi ABI au măsurile egale cu jumătate din 
măsura unghiului ABC. 

Suma măsurilor unghiurilor triunghiului ABC poate 
fi scrisă astfel : · 

m(~)+m(Aîiq+m(B~=180°, sau( 45°+ m~~) )+ 
,,,,....._ 

+ m(ABC) + 45° = 180° 
,,,,....._ .,,,,....._ 

Efectuind calculele obţinem m(ABC)=60"; iar (f,;AB)= 
= 45° + :10° = 75°. 
Considerăm cazul B e (DC) ca ln figura b) 

Triunghiul ADC este isoscel (din ipoteză). El este şi .,,,,....._ 

I dreptunghic deci m(ACB) = 45°. 
Din ipoteză /:i.1.Bl este isoscel. Deoarece unghiul 

ABI este obtuz, deoarece un~hiul BID este ascuţit, avem haza 
(AI) iar (BD) este !nălţime şi deci bisectoarea unghiului ABI. Avem deci .,: ABD = 
i: DBI. 1'ar i: DBI = i;; EBC (ca opuse la virf). Cum [BE] este bisectoare, obţinem că 

b) 

. /"... /"... /"... 180" . .,,,,....._ 
i: EBC = i;; EBA. Aşadar, m(ABD) = m(ABE) = m(EBC) = - 3- = 60° şi deci m(ABC) = 

,,,,....._ 
= 120". Rămlne ca m(BAC) = 15°. 

Cazul C e (BD) se rezolvă ln mod asemănător. 

n.2.rnx. Triunghiul .ABC a.re 6 de 30° şi B de 15°. Pe segmentul .AB 
se ia [.A.D] = [.AC] şi pe segmentul BC se ia [BP] = [.A.B]. Să se calcu
leze unghiurile formate de dr. DO şi dr . .AF (care se intersectează, în M). 
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A R. Ungblul BAC este de 180--(15-+30")::1 
= 135°. Triunghiul ADC este isoscel şi are unghiul 

~. 8 . F C 

180" - 135° 
ADC de -· . = 22°30'· .. 

2 
Triunghiul ABF este isoscel !ji are unghiul BAI! 

180" - 1S° 
de 2 =82°30'. ln triunghiul ADM, un-

,. 
ghiul AMDaM1 este de 180"-(22"30' + 82"30')=75" 

l>eei unghiurile, M1 şi M1, fiind opuse la vtrf, slnt ·de cite 75° iar unghiurile M1 şi M, 
slnt de cite 105°. 

II.2.t7PO-PP. Pe catetele [BD] şi [BE] ale unui triunghi dreptunghi.o 
DBE, în exteriorul lui, se pun în evidenţă triunghiurile dreptunghice 
isoscele BDA şi BEO cu unghiurile drepte în D şi respectiv în E. Sîn1J 
punctele A, B, O, coliniare! 

R. PentriJ. a cerceta dacă A, B, C slnt puncte coli- B .,,,...._ .,,....... .,,,...._ ·A · C 
Diare, calculim m(ABD)+ m(DBE) + m(EBC). Dacă · ll"'----..-----
acest rezultat este 180° punctele slnt coliniare, numai ln \L~ 
cazul cinci interioarele unghiurilor respective sint firă 
puncte -comune (disjuncte). In cazul nostru, din ipoteză, .~ E 
triunghiul BDA este triunghi drept~ic isoscel cu un- D 
ghi"!ll-~l!t tn D; înseamnă că m(ABD) = 45°. Tot din 
ipoteză, triunghiul DBE este dreptunghic cu catetele (DB) şi [BEJ; tnseamnă căi: DllE est.a .,,,...._ 
drept, deci m(DBE) = 90".Deasemenea, triunghiul BEC este dreptunghir isoscel cu unghiul 

.,,....... • d" i drept ln E; lnseamnă că m(EBC) = 45°. Cum triunghiurile dreptunghice isoscele sint ţ !n po-
tezi) ln exteriorul triunghiului DBE rezultă că interioarele unghiurilor ARD, DBE ş1aBC na .,,....... .,,....... .,,,...._ 
au puncte comune. Calculim m(ABD) + m(DBE) + m(EBC)= 45° + 90" + 45°= 180-. Deci 
punctele slnt coliniare. 

II.2.18PO. Pe ca.tetele [BD] şi [BE] a.le unui triunghi dreptunghic, 
DBE, în exteriorul lui, se pun în evidenţă, triunghiurile drepungllice 
isoscele BDA şi BEO cu unghiurile drepte în A şi respectiv în O. Sîn1J 
punctele A, B, O coliniare! 

R. Da. Dacă se compară această problemă cu precedenta se constată că avem la fel I .,,....... .,,....... .,,,...._ 
m(ABD) + m(DBE) + m(EBC) = 45° + 900 + 45° = 1800. D«.>ost"birea fală de problema an
terioară este, tn ipoteză declt numai la locul unde este vlrful unghiului drt"pt ln triunpiurile 
dreptunghice isoscele BDA şi BEC. 

ll.2.19. Se dă triunghiul ABO unde [AD este bisectoare (De dr. BO). 
Pe [BA fie punctul E ~stfel încît A e (BliJ) şi [.A.E] a 

E = [A.O]. Demonstra.ţi că dr. ADII dr. EO; 
.,,,...._ 

R. Deoarec«.>, din ipoteză, [AD t·ste bisectoare avt"m m("BAD) = 
.,,....... 1 .,,,...._ 

= m(DAC) = - 2-- m(JJ.4G)(1). Din ipoteză avem că [Ali] = [AC) i:e-

zultă că triunghiul ACE este isosc«.>l şi conform teoremei, unghiurile de 

D 
/"--.. .,,....... 

la baui sînt congruente deci m(AEC) = m(ACE) (2). Se cc.nstatll.c:ăun-
ghiul BAC este unghi exterior triunghiului isoscel .4.Ll!.". Ştim că Jill-
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!lllra unul unflhl exterior unui triunghi este egală cu sum1t măsuri~oi' unghiurilor, interioare, 
/'. /'. /'. ·, /'. 

· 1mliarent~ lui. Avem : m(BAC) = m(AEC) + m(A€E). Folosind ·(t) glsim oi m(BAC) = 2, 
/'.. 

•m(AE-C). Daci ln această relaţie aplieăm (1) putem scrie: 

/'. .,,,,.... 
2 m(BAD) = 2 m(AE;C) adică ir: BAD a ir: .A.C. 

Aceste den~ unghiuri slnt unghiuri COl'espondente formate de dr. A.D şi eh•. BC cu secanta BE 
td cum slnt congruente obţinem că dr. AD li dr. IEC. 

n.2.20ro.M. În triunghiul echila.tera.l ABC, Jf e [.AB] şi Ne [.AC] astfel 
ill'.~!t [B„V] = [AN]. Notăm cu P inter8ecţia. dreptelor BN şi OM. Oa.I

/"--... 
cula ţi m(b' PC). 

n. Din ipoteză dA BC este un triunghi echilateral . .,,,,.... 
Aceasta conduci' la faptul că [AB)= [BCJ(1) şi căm(ABC)= 

/'. 
~ m(BAC)= 60° (2). rnn ipoteză mai avem că [BMJ = = [AN] (-S). Din (2) awm eă i: ABC = i: BAC (4). 

Din (1), (2) şi (4) obţinem, conform cazului L. U.L. 
de congruenţă a triunghiurilor, că dABN= ll.BCM de unde 
av1;m : i: A ns = i: BCM (5). 

Obsl'rv:lm că ~ N PC este unghi exterior pentru ll.BPC 
./'-.. ./'-.. /'. 

şi drci m(NPC) = m(PBC)+ m(BCP). Dacă folosim (5) 
avem: 

/'. /'. /'. .,,,,.... 
m(NP€) = m(PBC) + m(PBM) = m(ABC) = 600. 

Obser1Jafie. Raţionamentul nu se modifică complet dacă demonstrăm că AAMC a ACNB. 

11.2.21 Po. tn ipoteza. de la problema I. 2.26. pag.111 demonstra.ţi că

dr. EO J. dr. BG. 

R. Notăm cu T intersecţia dreptelor AC şi BG. Vom folesi o parte din raţionamenttt 
din demonstraţii\ problemei enunţat!'. Din relaţia (4) rezultă că triunghiul GAT este dreptun
ghic in A. Ştim că suma măsurilor unghiurilor ascuţite este de 90" (unghiurile ascuţite ln triun-.,,...._ .,,,,.... 
ghiul dreptunghic slnt unghiuri complem<'ntare). Deci m(AGT) + m(GT A) = 90° (1 '). Consta-.,,,,..._ .,,,,.... 
tăm că unghiurile GT A şi CT B sint unghiuri opuse la vlrf şi deci m(GTA) = m(CT B) (2'). 

Din (6) (vezi problema) avem că i; AGB = i: AGE care se mai scrie: i: AGT e t TCE 
/'. /'. 

(3'). Calculăm m( TCE) + m(CT B) folosind (3'), (2') şi (2') : 

./'-.. /'. /'. .,,,,.... 
m(T6E) + m(CTB) = m(AGT) + m(GTA) = 900 (4'), 

Dacă notăm cu L intersecţia dreptelor BG şi EC constatăm că tn triu11ghiul LTC, folo
sind (4'), avem două unghiuri complementare. Aceasta lnseamnă că triunghiul este lireptunghic 
lj L adică dr. BG.l dr. EC. 

Obser1Ja/ie. Se consideră aceleaşi observaţii ca la problema e11unţati. 

11.2.:r2ro. Fie punctele M, N şi P mijloacele la.turilor triunghiului 
-ABC (M'e (AB), Ne (BO), Pe (.A6')). 

F.~_ D şi :ll astfel încît (MD) = (O.M) şi (PE) = (PN) şi De (OM 
iar Ee~P. 
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a) Demo11stra.ţi A:JJ = ~C şi AD = BO; 

b) Demonstraţi 0i punctele B, A şi D 1înt coliniare; 
c) 0alcula.ţi mă.sura segmentului.ED, dacă 

'~ 

lungimile laturilor triunghiului ABC, AB, BO 
şi OA, sînt invers proporţiona.le respectiv cu nu~ 
merele 3, 5 şi 10, iar semiperimetrul triunghiului 
ABC este 19 cm. 

B li C 
R. a) Triunghiurile APE şi CP N slnt congruente pentro 

/',.. /',.. 
că (AP] a (CP], (N P) a (EP] şi A />Ea CPN ca unghiuri 
opuse la vlrf; De aici 1-e2ultă că (NC) a (EA), dar NC eite 

BC 
jumătate din BC deci şi AE = --. Triunghiurile ADM şi BCl\1 slnt congruente pentru ci 

2 

(AM) a (B.lf), (CM) a (DM) şi unghiurile AMD şi CMB slnt opuse la· vlrf. De aici re-
zultă că .4D = BC. _ 

/',.. 
b) Din congruenţa triunghiurilor AEP şi NCP respectiv ADM şi BCM rezultă că EA Pa 

= i: BCA şi i: DAB = i: C B1\. Dar suma măsurilor unghiurilor unul triunghi este de 1800 

/',.. /',.. /',.. 

Atunci şi m(E.-1.C)+ m(CAB) + m(BAD) = 180", adică punctele D, A şi E slnt coliniare. 
c) Calculăm BC: 

AB 

1 

3 

BC CA 

1 

5 

1 

10 

38 

10+ 6+ 3 

30 

38· 30 

19 

RC 
BC = 12 cm iar ED = 18 cm, căci ED = AD + A E = BC -!- 2 · 

II.2.23PP. Se dă. triunghiul ismmel ABC unde [AB] = [AC]. Demon
str.aţi că. înălţimile [OP] şi [BN] sînt congmente (Ne dr. AC, Pe <k A.B) 

R. Problema este adevărată pentru 
orice triunghi isoscel. Vom face raţiona
mentul pentru triunghi isoscel cu virful 
unghi a~cuţit (fig. a), cu vlrful unghi ob
tuz (fig. b) şi cu vlrful un&IJ.i drept 
(fig. c). 

a) Avem i: ABC a i: ACB (1) 
căci triunghiul este isoscel unde (AB)a 
a (AC) baza fiind [BC]. Deoarece [CP] 
şi (BN) slnt lnălţimi rezulti că triun
ghiurile BPC şi BNC slnt dreptunghice e 
cu ipotenuza [ BC] comună. Dacă folo
sim şi (1) conform cazului de congru
enţă a triunghiurilor dreptunp.ice J.U., 

A 

.a) 

N' 

~A-=N 

.6 
h) 8 c) C 

avem că AP BC = l:i.NCB, tle uade rezultă că [CP] = (BNJ. b) Daci unghiul A este obtuz 
punctele N şi P slnt ln exterierul triunghiului. Raţionamentul nu se modificll cu nimic. faţi 

,-de situaţia de Ia a), chiar eacl „poziţia" celor două triunghiuri dreptunghice este alta. c) tn 
cazul ctnd triunglliul este şi dreptunghic ln A, picioarele lnllţimllor se confundl cu punctul 
,t, deci tnălţimile se c••funtli cu catetele, care slnt conaruente, 
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II.2.24PP. într-un triunghi isoscel înă.lţimil~ corespuuătoarc la.turiL r 
oo.ngruente formează, cu baza," unghiuri congruente. 

R. Fie .ABC un tJ;iuhghi isoscel unde [.AB] = [.AC] iar [.BN] şi [CP] cele două lnălţimi 
fn problema anterioară s-a demonstrat că !:!.P BC = !:!.NCB, deci i:: PCB = i:: N BC. 

I1.2.25u; Într-un triunghi ascuţitunghic iimscel .ABC ( [.AB] = [.AC] 
a.vem perpendiculara. in B pe dr. BC şi înălţimea. [OP] ca.re se intersec
tează în M(P e dr . .AB). 

Ştiind că, N este piciorul înălţimii din B demonstraţi că, ~ MBP = 
= ~ NBC. 

R, In problema precedentă s-a demonstrat că i:: PCB = 
• i: N BC (1), adică unghiurile formate de lnăl\imtle corespunzătoare 
laturilor congruente şi bază slnt congruente. Triunghiul M BC este 
triunghi dreptunghic ln B iar [BP] joacă rol de tnălţime. Se ştie că 
hrtr-un triunghi dreptunghic un unghi ascuţit este congruent cu 
unghiul ce are ca laturi !nălţimea şi cateta ce nu formează acest 
unghi ascuţit (vezi 11.2.5 pag. 120). Deci i:: PCB = < MBP (2). 
Din (1) şi (2) obţinem că i: MBP = i: NBC. 
Obseroa/ie. ln ipoteză, triunghiul isoscel ABC este ascuţitunghic. M 
Cercetaţi situaţia clnd este obtuzuughic. 

II.2.26M. Se dă, triunghiul .ABC ([AB] = [AC]). 
Se consideră. in B şi O perpendicularele pe dr. BC. B 

A 

C 

Semidreptele ce conţin înălţimile din C şi B ale triunghiului, 
intersectează, respectiv cele două. perpendiculare în M şi N 

Demonstraţi că [BM] = [ON]. 

R. S-a demonstrat mai sus la problema II.2.24PP. că !nălţimile triunghiului isoscel corespun-
11itoare laturilor congruente formează cu baza unghiuri congruente. La noi avem dt'ci : ic: MCB=. 
i: N BC (1). Din perpendicularitatea din ipoteză avem că triunghiurile MC B şi X BC slnt drept
unghice ln B respectiv C şi au cateta [BC] comună. Apliclnd cazul de conivuenţă pentru triun
lhiurile dreptunghice C.U, obţinem că !:!.MBC = t:.NCB de unde găsim [BM) = [CNJ. 

II.2.27)(. Folosind notaţiile din desenul ală.turat avem: (AM) =(BD), 
(BM) = (AC), dr . .AC ..L dr. AB şi dr. BD l. dr. AB. Calculaţi măimrile 
unghiurilor triunghiului OMD. 

(" ':. 

D 

A B 

R. Triunghiurile .AMC şi BDM slnt congruente 
pentru că slnt triunghiuri dreptunghice (m(l) = m(B) = 
=90°) şi au catetele (.AM)=(BD), (AC)=(.BM) respectiv 
congruente, din ipoteză. 

Din congruenţa triuRgbiurilor .AMC şi BDM rezul

tă că şi (CM) = (MD). Mai rezultă .,,,,....._ 

.,,,,....._ 
că m(CM.A) + 

+ m(DMB) = 900, deoarece ungkiurile ascuţi le ale tri
unghiului dreptunghic slnt unghiuri complementare. .,,,,....._ 
Atunci m(CMD) = 90". 

Am obţinut că triunghiul CMD este un triunghi dreptunghic isoscel deci măsurile unghiu. 
.,,,,....._ .,,,,....._ .,,,,....._ 

rllor stnt: m(MCD) = m(MDC) = 45° şi, evident, m(CMD) -= 90". 
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§3. Patrulatere. Patrulatere particulare 

11.3.1.u. Oa.leul.a.ţi mă'lurileunghiurilor unui patrula.ter convex ştiind 
că, sînt numere direct proporţiona.le cu numerele 2, 3, 6 şi 7. · 

R;Notii:m cu ·x, y, :, t măsurile unghiurilor patrulaterului. De la aritmetică-algebră, faptul 
că numerele x, y, z, t slnt respectiv direct proporţionale cu numerele 2, 3, 6, 7 se scrie astfel: 

~ y Z t X - = - = - = -. Notăm fiecare raport cu a. Avem : din - = a, x ... 1'i! 
2 3 6 7 2 

y z t 
din - = a, y = 3a; din-= a, z = 6a; din - = a, t = 7a. 

3 & 7 

Se ştie că suma măsurilor unghiurilor unui patrul.ater este 360" deci putem scrie cil :i: + 
+ ;1 + z + t = 3600. Această relaţie devil?!:l scrisă ('U aJutorul lui a : 2a + 3a + 6a + 7a = 
= 360°, adică 18 · a = 360° de unde a = !1.0". Aşadar x = 2 • 200 = 40"; y = 3 • 20° = 60-a 
i = 6 • 200 = 1200.; t = 7 · 200 = ţ40°. 

II.3.2M. a) Oalcula.ţimă.surileunghiurilorpatrulateruluiA,B,O ,D ştiind 
că t'l,, sint respectiv numere proporţionale cu numerele 3, 4, 5, 3. b) Cal
cula.ţi wtsurile unghiurilor triunghiului ABD ştiind că triunghiul BOD 
este un triunghi isoscel. 

R. a) Vom schiţa calculul pe raţionamentul de la problema anterioari. 
A I\ I\ A 

m(A) = x, m(B) = y, m(C) = z, m(D) = t. 

:i: y z t 
3 = 4 = 5 = 3 = a; :i:·= Sa, :li= 4a, s = 5cz, t = 3a, 

x + y + z + t = 368-; 3a + 4a + 5a + 3a = 360°. 

t5a = 3600; a = 24• ; :r: = 3 • 24° ~ 72", 

y = 4 • 24° = 96°; z = 5 ·24° = 120"; t = 72°. 

b) Din ipoteză BCD esk triunghi isoscel cu unghiul C de 120", deci baza este (BD]. 
/'o. .,,,......._ 180" - 1200 60" 

Rezulti ci m(CBD) = m(CDB) = ----- = - = 30". 
2 2 

. " .,,,......._ " /'o. 
Deoarece [BD este ln interiorul lui B avem,m(ABD) = m(B) - m(CBD) = 96° - 300 == 

,.· /"- " /'o. 
- 66°. Deoarece [DB esteln interiorullui D,.aveillm(B.OA) = m(D) - m(CDB) = 72" - 30"..,. 

/'o. 
- 42". Evident, m(BAD) =·72". 
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11.3.311• Să. se demonstreze c§. dacă. mă.sura un.uia diB llll.ghiurile unu.. 
patrulater este ega.lă, cu media. aritmetică. a celorlalte mă.suri ale unghiu4 
rilor pa.trula.terului, atunci a.cel unghi este drept. 

Jl· Fie P„atrulater„ul .ABCD. Din ipoteză, cu privire la media aritmetică avem: m(1)=
m(B) + m(C) + m(D) 

= 3 • Ştim că suma măsurilor unghiurilor unui patrulater este 3609, 

I\ A •»A /\ I\. A A A 

deci: m(A) + ~(B) + m(C) + m(D) ;:= 360-. lnlocuind m(B) + m(C)+ m(D) cu 3m(.A) avem 
m(A) + 3 · m(A) = 360", de unde m(A) = 90". 

11.3.41r. Fie A.BOD un patrulater astfel incit .Â = â. Bisectoarea un
ghiului D intersectează. dreptele .A.B şi BO în M, respectiv N •. & se 
demonstreze că triunghiul BMN este triunghi isoscel. 

A 

o 

R. Rezolvăm situaţia ctnd M e (.AB). 

1n triunghiul AMD, m(.AMD)=180"- · m(.A)+ .,,,....._ ( ... 

mcn>) +--. 
2 

1n triunghiul NCD, m(DNC)=1800 - m(C) + ..,,,....._ ( ... 

+ m~) ) • 

Din ipoteză unghiurile A şi C stnt congruente, ..,,,....._ ..,,,....._ 
deci : m(.AMD) = m(DNC). Deoarece unghiurile AMD 
şi NMB slnt ung)J.iuri opuse la vlrf, ele slnt unghiuri 
congruente. 

Aşadar i: DNC = i: NM B, adică triung)J.ul BMN este un triunghi isoscel. Asemănll.
tor se justifică situaţia clnd B e (MA). 

II.3.5F0·11• Un patrula.ter convex are două. laturi opuse congruente şi 
cele 2 dia.gonale congruente. 

Să. se a.rate că, celelalte laturi ale patrulaterului sînt paralele. 

R. Fie patrulaterul ABCD cu laturile opuse (.AD) = (BC) şi diagonalele (AC) s(BD) 
Conform cazului L.L.L., triunghiurile ABD şi ABC care au latura comună .AB slnt triunghiuri ..,,,....._ ..,,,....._ 
congruente . .l)e &ici rezultă că unghiurile DAB şi CBA slnt congruente. 

Const..-irăm acum triunghiurile ADC şi BCD cu latura comuni DC şi (DA) = (CB) şi 
. ..,,,....._ ..,,,....._ 

(AC} = (BD;. Şi aceste triunghiuri slnt congruente; ln consecinţă şi unghiurile ADC şi BCD ..,,,....._ ..,,,....._ 
slnt congruente. Dar suma celor patru unghiuri este 360°, atunci BAD + .ADC = 1800 şi rezultă 
că dr.ABl!dr.DC. 

11.3.6. 1n triunghiul .A.BO, [AD] şi [B.F] sînt înălţimi (De [BO], 
.F e [A.O]), iar BE este bisectoare (E e [A.O]). [B.F] şi [BE] intersectează. 
înă.lţimea. [AD] în punctele M respectiv N. Unghiul BAO al triunghiului 
este de 65°34', iar unghiul .A.OP, unghi exterior triunghiului în O, este 
de 132°18'. Aflaţi măsurile unghiurilor patrulaterului MNE.F. 
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R, ~u ajutorul unghiului exterior aflăm cil arr un-
/"'- /',,. 

ghiul C al triunghiului : 11:(.-lCD) = 18ll° - m(.4.CP), 
/',,. 

deci m(.-lCB) = 47°42'. 
Calculăm cit ,,re unghiul .4 DC u~ trhm(?IJ.iului 

/',,. /"'- ./ ..... 
şi avrm :m(ARG) = 180° - m(BC.4.)-ni(C.-lB), deci 
m(.lDG)= 66°44'. 

/',,. 

Din iriunghiul drl·plunghic DF~\. aflăm 111(.\BF). 
A \"CITI : 

_,,,....,_ _,,,....,_ _,,,....,_ B 
m(ABF) = 900 - m(JUC) deci m(.\BF) = 24°26'. 

( 

/',,. 
Unghiul i: ABE are măsura cit jumătate din măsura unghiului ABC, deci m(ABE) = 33°22'. 

/"'- /"'- /',,. .,,,,........ 
Atunci m( FRE) =m( .-lBE) -m ( ABF), adică m(FBE) = 11°56'. 

/',.. .,,,,........ /"--... 
Din triunghiul EFB calculăm : m(BEF) = 90° - m(FBE) şi deci m(BEF) = 81•4' 

/',,. .,,,,........ .,,,,........ /"--... 

Din triunghiul dreptunghic EDA: m(D.AB) = 90° - m(ABD), dl•ci m(D.-lB) = 23°16' 
l,'nghiul BND, fiind uughi exterior triunghiului .4.BN, are măsura egală cu suma ml

surilor interioare unghiurilor m·alăturate. 
/"--... /"--... .,,,,....... /',,. /',.. 

m(BND) = m(.LVE) = m(DAB) + m(.4.BN), drci m(ASE) = 56•38'. 
Unghiul F.UN, fiind opus la virf cu unghiul BM.A, se poate calcula cu ajutorul unghiu

rilor .AB.'H şi JI:lB. Avem: 
/"--... /',.. .,,,,....... /',.. 

m(FM.N) = 18(1" - m(JJAB) - m(.AB1W), de unde m(FMN) = 132°18', 

Unghiul EFJi al patrulaterului este unghi drept deoarece [BF] este tnălthne. Verificăm 
calculele formind suma unghiurilor patrulaterului : 

/"--... /',.. /',.. /',.. 

m(:U.VE) + m(SEF) + m(EFM) + m(FMN) = 56°38' + 81°4' + 90" + 132"18' = 360". 

1(.3.7. Unghiurile triunghiului ABC sînt direct proporţiona.le 
cu 14, 12 şi 10. 

Bisectoarea. unghiului ABC, [BN (Ne dr. AC), intersectează. seg
mentul [AM], simetricul lui [.AB] faţă. de înălţimea. [AD] în punctul P. 
Afla.ţi măsurile unghiurilor patrulaterului P MCN. 

R. Calculăm măsurile unghiurilor triunghiului 
ABC, folosind cunoştinţele de la aritmetică şi algebră: 

A B C 180° 
-=---- ---5· 
14 12 10 36 

De aici avem: .Â = 70", B = 60", C = 50". 
Construim triunghiul: · 
Dacă [AM] este simetricul lui [.AB] faţă de înălţimea 
[AD], atunci triunghiul ABM este isoscel. Dar m(B) = 
=60". De aici rezultă că 1riuughiul AB.11,J este echilateral. 
Atu~ci bisectoarea [BN este perpendiculară pe AM, adi
că Pare 90°. 

Unghi_ul EMA are tot 60° deci unghiul AMC are 120". 

Â. 

D M 

.,,,,....... 
Al patrulea unghi, unghiul CN P, poate fi calculat tn mai multe moduri. Obţinem :(CN P)== 

= 1000 dacă folosim faptul că suma măsurilor unghiurilor unui patrulater este 3600. 
I\ I\ ,... I\. 

Aşadar: m(P) = 90", m(M) = 120", m(C) = 50" şi m(N) = 100". 
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D.3.8. Se consideră, ABOD un para.lelogram cu Â obtuz. 
1n exteriorul să·.1 avem[AF .l dr. AB şi [AH .L dr. AD. 

Demonstraţi că .1ţ:.HAF = .1ţ:. ABC. -
,,,,......._ .,,,...._ 

n. Deoarece [.4.Fl. dr .4.B avem că m(F.4. B)=90°. Din [All l.dr. AD avem cli m(HAD)-,,,,......._ ,,,,......._ ,,,,......._ ,,,,......._ 
-= 90°. Se con~tată că m(DAIJ) + m(HAF) + m(FAB) + m(BAD) = 360°. Obţinem dht ,,,,......._ ,,,,......._ 
aceasta că m(H.4.F) + m(BAD) = 180° (1). Dar .ABCD este un paralelogram unde unghiurile 

,,,,......._ ,,,,......._ 
alăturate DAR şi .4.EC slnt suplcmrntarr, deci m(.1BC) + m(BAD) = 180° (2). Din (1) şi (2} 
rezultă că ;:: HAF = ;:: ABC. 

11.3.9. În paralelogra:nul ABOD avem AD= 2 cm iar perimetrul 
său 24 cm. Calculaţi mă~mile celorlalte laturi. 

n. Se ştie că laturile opus<' ak unui parnlclogram sint congrucntr. Deci [AD] = [BC} 
şi [ABJ = [CD!. Hczultli AD= IJC = 2 cm. Din ipoteză AB + BC + CD+ AD= 24, adică 
AB+ 2 + CD+ 2 = 24; 2.AB = 20, .-\B = 10 = CD. 

11.3.10:11. Se da.~1 pa.··:1l~!ogrn·nele ABOD de centru O şi BOEF 
de centru A. Da~ă, DE = 0 e:n, ca.bulaţi lungimea segmentului 01!. 

Arătăm că triunghiurile CBA şi DAE slnt 

congruente: (BC) = ( . .fD) (laturi opuse ln paralelogramul .4.BGD) 
(.4.B) = (EA) (jumătăţi ele diagonală ln paralelogramnl BOEF) ,,,,......._ ,,,,......._ 
EAD = ABC (unghiuri corcspom!enle, pentru că dr. AD li dr. GB şi EB e secantă} 

Din congruenţa acestor triunghiuri rl•zultă cli şi (DE) = (CA), deci CA= 6 cm. Dar (AF) a 

a (AO), atunci AF = 3 cm şi am obţinut CI?= 9 cm. 
Observa/ie. Se mai poate d<'monstra că [DEJ = [AC) astfel: din faptul că BOEF este 

paralelogram avem că dr. EFII dr. DO (1) şi (EF) a (OB). Dar (OB) = (OD). Obţinem că 

(EF) = (DO) (2). Din (1) şi (2) rrzultă că patrulaterul DOFE este un paralelogram şi deci 
(DEJ = [FO]. Cum fo'O = 2AO = .·\C, obţinem că [DEJ a [AC). 

11.3.tJPP. a) Demonstraţi că bisectoarele a. două unghiuri opuse ale 
unui paralelogram sînt paralele. b) Demonstraţi r.ă bisectoarele a două
unghiuri ală,tura.te a.le unui paralelogram sînt perpendiculare. 

R. a) Fie ABCD paralelogramul dat, [DBşi [BF bi-
" " .,,.,....._ 

sectoarele unghiurilor opuse, D şi n. Avrm că: m(ADE)= ,,,,......._ 
,,,,......._ m(.4.DC) ,,,,......._ <' = m(EDC) = ------· (1). Avem că: m(ABF) =m(CBF) = 

2 
,,,,......._ 

m(ABC) 2 =----<>· 
2 
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./"""-,... .,,,....._ 
tn orice paralelogram unghiurile opuse sînt congruente, deci : m(ADC) = m(ABC) • 

./",.. ./",.. 
Din (1) şi (2) obţinem că m(.4.DE) = m(ABF) (3). Din faptul că ABCD este paralelogram 

./",.. .,,,....._ 
avem că dr. A B li dr. CD. Folosind secanta DE găsim că m(EDC) = m(AED) (4), ea unghiuri 
altc>rnc interne. Din (1) şi (4) avem că -j:: ADE = -j:: AED (5). Din (3) şi (5) obţi!:cm -j:: AEDa 

= -j:: A„BF şi folosind secanta AD rezultă că [DE li [BF. 
b) Se ştie că unghiurile alăturate ale unui paralelogram 

sinl tiUpkmrnlarc. Avem m(Â) + m(.D) = 180°. (1) 
./",.. ./",.. 1 

Ştim că m(DAG) = m(GAD) = 2 m(A), iar 

./",.. 1 ,.. 
m(ADG) = --- m(D). Calculăm: 

2 

./"-.. ./"-.. 1 ,.. 1 ,.. m(Â) + m(D) 180° 
m(DAG) + m(A.DG) = -- m(A) +-. m(D)= ---- = - = 90°. 

2 2 2 2 

Deci [A.G J_ [DG. 

11.3.12}'. Arăta.ţi că punctele de intersecţie a.le bisectoarelor un
ghiurilor unui p~ra.lelogra.m sînt vîrfurile unui dreptunghi, dacă aceste 
bisectoare nu sînt toate concurente. Oind sînt ele concurente? 

A ___ 6 

~ 
R. Folosim notaţiile din figura alătuc.i.tă. Din pro

blema anterioară am văzut că bisectoareie a două unghiuri 
opuse slnt paralele. Deci putem spune că dr. DH li dr. BI şl 
dr. AJII dr. CH. Hezultă că patrulaterul GHIJ este un para• 
lclogram căci arc lu l urile opuse paralele. 

D C 

Tot ln problcma anterioară am demonstrat că bisec
toarele a două unghiuri alăturate slnt perpendiculare, deci 
unghiul AGD este drept, ca şi unghiul HGJ. Aşadar parale· 
logramul GJI JJ arc un unghi drept, deci este un dreptunghi, 
Bisl'ctoarele sint concurente clnd ABCD este un romb. 

II.3.13M. Se dau para.lelogrn
me!e ABCD şi DCEF şi 0 1 şi 0 2 cen
trele lor. Daeă, BE = a, calculaţi 
segmentul Op2 , 

n. Obsrrvăm că ABEF este paralelo
gram pentru că laturile opuse (AB) şi (FE)sint 
paralele şi congruent!' ambele cu (DC). 

Alunei (AF) este congruent cu (BE). În 
triunghiu I A CF, (010 2) rste linie mijlccie 
pentru că 0 1 şi 0 2 stnt mijloi:cele diagonalelor 
(AC) respectiv (FC). 

A 

a 
Deci 0 10 2 este jt1mătate din AF = BE, adică 0 10 1 = -· 

2 

B 
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G 
" 

n.:J. lP1• În figura. a'.ăturată A.BOD este 
pn.mleloirnm, cu Â obtuz, iar ABEF şi ADGH 
i-1iut pătr:-...te. DemonKtmţi că, (HF) = (AC). 
Cercetaţi cazul cînd .,.î este ascuţ-it. 

R. Se ştie că laturile pătratului sint congruente. Avem : 

B (.lF) = (AB) (1) şi (H1i)=(AD) (2). Se ştie că laturill' opuse 
"k-----J ale unui paralelogram sint congruente, dl'ci (AD) =(BC) (:3). 

Din (2) şi (3) găsim că (11.4.) = (BC) (4). S-a demonstrat 
anterior, ln prolllcma 3.8. pag. 130, că~ HAF = ,t: ABC (5) .. 
Din (1), (4) şi (5) conform cazului L. U.L., rezultă ci 
illlAF;;;;JlCBA, deci (HF)= (AC). 

II.3.15 PP. ABC este un triunghi dreptunghic isoscel cu unghiul drept. 
1n B iar BCE este un triunghi echilateral. Punctele A şi E sînt în semi
plane opuse determinate de dr. BO. În cazul 
cînd O este mijlocul lui [BC] ară.ta.ţi că EA A ____ B 
este bisectoarea unghiului BEO. ~ 

~a proble~I.2.8pag 120 ln silua\ia a), s-a arătat că 
0
. r-

m(BAE) = m(BEA) = 15°. Deoarece O este mijlocul lui , ~c... 
[BC] in triunghiul echilateral BCE, [EO] este mediană 
tl înălţime, deci dr. OE .Ldr. BC. Cum şi dr. AB.Ldr.BC C 
rezultă că dr. AB li dr. OE (perpendiculare pe dr. BC). La · 
aceste paralele folosim secanta AE şi obţinem că unghiu-

/'... /'... 
rile alterne interne BAE şi AEO sint congruente deci m(AEO) = 15° = m(BEA). Rezultă, 
ci [EA este bisectoarea unghiului ,t:: BEO. 

II.3.16P0 ,M. În figura alăturată ABCD este pătrat, BE() este triunghi, 
echila.tera.l, F mijlocul lui AD, dr. FE n dr. BC = {O}, dr. AE n dr. BO= 
== {P}, dr. PMndr. BE= {.M}. Demonstraţi că. [PM] = [PO]. 

-F 

--
tJ C 

R. S-a văzutlaproblemall.2.Spag.120 că triunghiul 
.4.BE este un triunghi isoscel. Asemănător, triunghiul 
DC E este un triunghi isoscel. Aceste două triunghiuri 
isoscele slnt congnente căci [AB] = [BEJ = [ECJ a 

/'... /'... = [CD) şi m(ABE) = m(ECD) = 1500. Rezultă că
[AE] = [DEJ, deci triunghiul AED este isoscel, unde
Feste mijlocul bazei, deci [EF] este mediană, aşadar
şi înălţime. Obţinem că dr. EF .L dr. AD. Dat dr. 
AD II dr. BC (ABCD pătrat). Găsim că dr. EF .L dr. 
BC, ceea ce conduce la faptul că (EO] este înălţime 
in triunghiul echilateral BEC, deci şi mediană adică, 

O este mijlocul lui [BC]. Conform problemei anterioare, [EA ci.te bisectoarea unghiului BEO. 
Deducem că -t:: MEP = ,t: OEP. Această relaţie ne conduce să spunem că triunghiurile 
dreptunghice POE (ln O) şi MPE (in M), care au (PE) ipotenuză comună, slnt congru-· 
ente. Din congruenţa lor avem că (I'M] = (PO]. 

JI.3.J7P0 • Pe laturile [AB] şi [AO] ale unui triunghi .ABO se con
struiesc în exterior pătratele ABDE şi AOFG. 

Ară.ta.ţi că.: a.) [EO] = [BG]; b) dr. EC l. dr. BG; c) Mediana. AM 
a. triunghiului ABC şi înălţimea. AN a. triunghiului .AEG sînt „în prelun
gire" (M e dr. BC şi N e dr. EG). 

R. a) Din ipoteză ABDE este pătrat, deci [AE] = [AB] şi dr. AE.L dr. AB. Deaseme· 
nea ACFG este pătrat, deci [AC.I= [AC] şi dr. AG.L dr. AC. Demonstraţia acum este identică, 
ca la problema pag. 111, 1.2.26. in cazul cind ,t:: BAC este ascuţit. 
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b) Dacă ţinl'tn cont de implicaţiile obţinute la a) constatăm că sintem tn cam 
proh!r:nll'i 11.2.21. pmi:. 124. 

. c) Cu alic cuvintl', concluzia se mai poate formula astfel : demonstraţi că punctele N, A· 
şi M ,;111t punclt· colil-iare. Vom folosi următoarea construcţie ajutătoare: pc [AJ\,f considerlim 
1rn11ctul P astfrl că [AM)= [MP) (1). Din ipoteză, [AM] este mediană, deci M este mijlocul 
l,.i I /JCJ, aşadar [BMJ = [.l\,JCJ (2). Folosind (1), 
(2) şi kor(•ma : dacă intr-un patrulater diagonalele 
se intt-rsectează in „părţi" congruente, atunci patru
latenil este un paralelogram, obţinem că patrulaterul 
A BPC este paralelogram. Sintcm ln ipoteza prohlcmci 
n.:t8pag.130adicli. :A RPC paralelogram ;[AE.Ldr .. 4.B 
şi [AG .l dr .• 4.C. Conform concluziei acestei pro
bleme avem că i:: ABP = i:: EAG (3). Deoarece avem 
[,\EJ = [ABJ, (AGJ = [AC) şi ln plus relaţia (3) 
rezultă că LlABP = LlEAG. Din această congruenţă 
obţinem că i:: AEG = i:: BAP care se mai scrie 
i:: AE.V = i:: BAP (4). Din ipoteza, [AN) este înăl
ţime deci triunghiul AEN este dreptunghic ln N • 

o 

N G 

F 

./'- /'-
Avem că m(EAN) = 900 - m(AEN). Folosind (4) gă-

./'o. /'-
&im m(E.4.N) = 90" - m(BAP) (l;i). 

Pentru ca punctele N, A şi M să fie puncte coliniare trebuie ca, de exemplu, i: N AM .sl 
./'- ./'o. ./'o. ./'o. ne unghi alungit. Găsim că m(NAM) = m(EAN) + m(EAB) + m(BAP). Cu ajutorul lui (5) 

./'o. ./'o. ./'o. 
avem m(NA.111) = 900 - m(BAP) + 900 + m(BAP) = 180". Deci N, A şi M slnt coliniare„ 
adicA mediana AM şi !nălţimea AN slnt „tn prelungire", 

11.3.tBPO. Construiţi un pătrat la. ca.re se dă diagona.la. Folosiţi 
numai cr mpa.sul şi rigla negra.dată,. 

R. C..>nstrucţia se bazează pe faptul că diagonalele pltratului se înjumătăţesc şi stnt 
perpendiculare una pe alta. 

Com:idcrăm diagonala. Construim un segment congruent cu diagonala. Impărţim diago
nala ln două părţi congruente. In mijlocul diagonalei „ridicăm" o perpendiculară, pe care, de 
o parte şi de nita a diagonalei construim cu ajutorul compasului, segmente congruente cu jumă
tatea diagonalei. Obţinlnd astfel celelalte două vîrfuri ale pătratului, pe care li putem construi. 

II.3.19u. Triunghiurile .ABC, BOD, 
BDE sînt triunghiuri isoscele şi drep-

/""',.... 
tunghice, m(.APO) = 90° şi OD = 5. Se 
cere cit are segmentul .AT (Vezi desenul 
alăturat) 

R. Unghiurile CBD şi DBE fiind de cite 4So un
ghiul CBE este de 900, deci dreptele AT şi BE stnt 
paralele, fiind ambele perpendiculare pe aceeaşi dreap
tă, BC. 

La fel, unghiul ABD este de 90" pentru c~ 
./'o. ./'o. 

m(ABC) = m(CBD) = 45°. 
Atunci şi dr. AB este paraleli cu dr. DE, fiind 

ambele perpendiculare pe dr. DB. 
Deci patrulaterul ABET este paralelogram. 
Dacă considerăm dr. DM .l dr. BE atunci se for

mează pătratul BCDM şi triunghiul DME, care este 
dreptunghic isoscel, deci BE = AT, căci AT, este 
dublul lui CD, atunci AT= 10. 
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II.3.20P0 • În triunghiul ABC, E şi JJ1 sînt situa.te pe media.na. (.A.D) 
a~tfel încît (AE) = (EF) = (FD) iar T este mijlocul lui (BD) şi S al 
lui (DC). Dr. CE „ta.ie" dr . .A.B în M, dr. SF în N şi paralelele duse 
la. dr. SN prin D şi T „ta.ie" pe dr. AB în P şi Q. 

a.) Arăta.ţi că (.A.M) = (MN) =: (NP) = (PQ) = (QB). 
b) Da.că, DP = 2 cm, cît sînt NS şi QT! 

A R. a) Paralelele QT, PD, NS şi MC slnt echidistante 
deoarece pe secanta BC determină segmente congruente. 
Atunci vor determina segmente congruente şi pe secanta AB. 
Deci 

(BQ) = (QP) = (PN) = (NM). 

Observăm că in triunghiul ANF, ME este linie mijlocie, deci 

N.11.f) = (MA) ( pentru că FE = EA = At) • 
Deci avem (AM)= (MN) = (NP) = (PQ) = (QB). 
b) In .!iCMB, (PD) este linie mijlocie căci D e mijlo-:u 

1 ui (BC) iar P mijlocul lui (BM). 
( Rezultă MC = 2PD = 2 · 2 = 4 (cm). B 

NS este linie mijlocie ln trapezul CMPD, deci NS= 4 + 2 = 3 (cm). QT este linie 
2 

2 
mijlocie in triunghiul BDP, deci QT= - = t (cm}. 

2 

II.3.2F0 • Pe un segment „fix" (AB) Re ia un punct „mobil" M şi 
-se construiesc, ca. în figura. a.lătura.tă, pătratele AMEF şi BJJIDO. 

Demonstraţi că P, mijlocul segmentului FC este „fix" cînd M1 
,,descrie" (AB). 

R. Vom „lămuri" pe rind cuvintele: fix, mobil şi des
,cris. ln loc de segment „fix" (AB) putem spune „segment 
<lat"-sau „segment fixat ln plan", adică nu orice segment al 
planului. 

1n loc de punct „mobil" al lui (AB} putem spune 
.,,orice punct al lui (AB)", adică nu unul dat anume. Cuvin
tul „descrie" se poate traduce tot prin fiecare punct al seg
mentului, adică oricare punct ce ar,arţine segmeniului. 

Problema cerc să demonstrăm că oricare ar fi punc-

F 

tul Jf e (.4.B) ce implică diferite situaţii pentru cele două A 
pătrate, deci diferite situaţii pentru segmentele FC, mijloa-
,celt• lor nu sint puncte diferite. Altfel spus, problema cere 

E 

o 
NM B 

să arătăm că pentru orice „poziţie" a lui M toate segmentele FC „trec" prin P (slnt con
,curen te I n P). 

Constatăm din faptul că avem cele două pătrate, dr. AF .L dr. AB şi dr. BC.L dr. AB 
<leci dr. AFii dr. BC ce duc la situaţia că patrulaterul ABCF este un trapez. 

Fie perpendiculara din P pe dr. AB, care intersectează pe dr. AB ln N. Deoarece dr. 
PN li dr. BC rezultă că (PN) este linie mijlocie tn trapezul ABCF adică N este mijlocul lui (AB) 
iar acesta este unic pe (AB) oricare ar fi M e (AB). Folosim cunoştinţele despre linia mijlocie 
a trapezului : 

AF+ BC AM+ MB AB 
NP= 2 = 2 = 2° 
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Cum (AB] este dat şi este unic tn această· problemi, rezulti ci şi (N P] este unic (are „lungime 
neschimbată"), deci şi P este unic adică „fix". 

Obsen,a/ie. a) pentru a înţelege mai bine ideea demonstra
ţiei mai raţionaţi pe un alt desen, unde Mare altă „poziţie" ca, 
de exemplu, tn figura alăturată. 

b) problema a impus, prin figura din ipoteză, ca cele două F 
pătrate să fie tn acelaşi semiplan determinat de dr. AB. Se 
poate studia şi situaţia cind cele două pătrate stnt situate in 
semiplane diferite. In acest caz cercetaţi dacă punctul P, mijlo
cul segmentului FC este „fix" cind M „descrie" (AB). 

o 

M N B 

II.3.22PP. 1n triunghiul MBO, [BU şi [OU sînt bisectoa.re interioare 
/".... 

pentru triunghiul MBO. Calculaţi m(OMU) în cazul cînd m(UBO) + 
+ m(UOB) = 36°. 

R. (BU şi [CU stnt bisectoare interioare. Se ştie că :bi,cctoarele interioare ale unui triun-
ghi stnt concurente, tntr-un punct. , 

tn cazul nostru punctul U este punctul: -«ae concurenţi[ Aşadar [MU l'ste şi ea bisec-.,,,......_ .,,,......_ 
toare. Din ipoteză [BU este bisectoare rr·-<1ltă că m(MBU) = m(UBC). [CU este bisectoare 

.,,,,......_ .,,,,......_ . . -.. .,,,,......_ 
rezultă că r.,(MCU) = m(UCB). T ·• . ..m ipoteza m(UBC) + m(UCB) = 36°. Din aceasta avem 

.,,,......_ /'I,. , de . M~ -.., .- -. . .,,,......_ 
că 2m(UBC) + 2m(UCIJ) ·= 7~ ci m( BC) + m(MCB) =1· 72°;-0bţincni""&.1· ·m(BMC) = 
= 180° - [m(~C) + m(,.,.( . ···-. H!O-~~: -~iÎ~ [MU este bisectoare avem că 

.,,,,......_ 1 .,,,......__ JO' 

m(CMU)= -m(BMCj'= - = 54". 
2 .2. 

II.3.23M . În triunghiul ABC, m(A} = 72°, [BM, şi [BU împart 
unghiul B tn trei părţi congruente; [BM este în interiorul lui -+:: ABU, 
iar [OM în interiorul lui -+:: ACU, la fel [OM, [OU împart unghiul O în 

/'... 
trei părţi congruente. Se cere m(OMU). 

.,,,......_ 
R. Dinipotezll se constatăcă[BMşi[BUstnttrisectoarepentru unghiul B, decim(ABM)= 
~ .,,,......_ 1 ,. 

- m(MBU) = m(UBC) = 3 m(B). 

.,,,......_ .,,,......_ .,,,......_ 
JCM şi [CU stnt trisecoare pentru unghiul C, deci m(ACM) = m(MCU) = m(UCB) :a 

= 2-.m(C). 
3 

,. " " Avem m(B) + m(C) = 1800 - m(A) = 1800 - 72" = 108°. Cu acest rezultat găsim ci .,,,,......_ .,,,,......_ 
m(UBC) + m(UCB) = 36°. Aceasta relaţie şi faptul că tn triunghiul MBC observăm că (BU 
şi (CU sint bisectoare ne conduc la conţinutul problemei anterioare unde s-a demonstrat cA .,,,,......_ 
lll(CM U) = 54°. 
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I. 1. Calculaţi : 

SECfIUNEA A V-A 

CLASA a VII-a 

CAPITOLUL I 

NUMERE REALE 

_!_-(-~): (-2,5}":..;..._._!_ 
2 2 o 

a) { - ~ )': ( - ~ j' 
( -2)4(3 - 4:)58 
------ · 0,1; 
· 1,3 · (-5)2 

1 ( J: ,200 / 1 \. 
b) (-2)201 - -2) l -2)' 

c) ~0,75 - 1)2 - ~,0625 • 
0,01 - v ..1,161.ti 

R, a) Ţinind cont de ordinea operaţiilor cu numere reale, obţinem succesiv : 

~-(-+)·(-i)--¾- (-2)'(-1)19 1 

1 
- -· (-2)ş 

5a 

1 4 
--1--

13 
-·25 
10 

·-= 
10 

2 5 + 24 1 13 53 2' . 2 1 -----·--·-= --·-·-·-- .-- .... -1 
13 · 5 10 10 23 5.13. 2 · 5 
--·--

2 

b) Anolog obţinem 1 

1 1 1 1 1 1. 

(-2Jlol ( -2)200 • (-2) - ( -2)!ol - -(---:.)-;Ol = - _2_IO_l_ + -~U - Q, 

t.) Avem succesiv : 

(-0,25)2 - 6,0625 -8 
- 0,0"4 - 2,04 = -=2 = 3' 

·" 



I. 2. Stabiliţi semnul numerelor : 

tD = (0,1)3 - (0,1)5 ; y = ( -0,1)3 - (,-0,1)5 ; z = (O, 1)8 - (0,01)8 ; 

t = (0,1)- 3 - (0,1)-5 ; 'U = (-2,27)12 - (-2,27)13• 

1 1 1 1 1 1 
B. Obţinem x = - - - > O; g = - - + - <O; z = - - --> O 

103 1()1 103 .101 108 10:t.l 

t = { 110 )-a - ( 110 )-I = 108 - 1011 <o; u = (2,27)11 + (2,27)1~ > o. 

I. 3. Calculaţi : 

a) -~~ "-1)· '- !_ r-1)•+1 + 1 ne fN. 
9 \ 9 ' 

b) (-1)2• + (-1)211+1 + ( __:_1)2•+a, ne IN. 

( 2 )" 21+1 + 61+1 
c) 3 : 3t+1 + 321+2, k e 8'1*. 

n. a) Ţinem cont ci (-1)• = 1 pentru n numlir na:tutalpar şi (-1)• =-1 pentru n nu
mir natural impar ti obţinem : 

2 7 18 
I. peRtru n par:-+-+ 1 = - = 2 şi 

9 9 9 

2 7 
II. pentru n impar: - 9 - 9 + 1 = O. 

b) Obţinem :1 -1 -1 = -1. 

( 
2 )" • 211+1(1 + 311+1) 211 311+1 3 

c) Avem ~ • 3t+1(l + 31+1) = st' 21+1 = T" 

J. ,4. te, y, ~ şi a, b, c fiind numere reale strict pozitive calculaţi ~ 

[ _ _!..ca-•b4c-1)-1]:[-2-ca-2b-1)-1];- 1 ·(-~- 1 ) 
2 4 2a-4b- 3 3 a-1b-4c-a. ; 

3a-2b-1(2a2 - a-1b-1 -I; 5b-1). 

t 
B. Obţinem respectiv : :r' ; -4:rtli4.-1 ; 2ab-8c ; - a1(b 7)1c8 ; 6b-1 -3a-8b-1+ 15a-•b-a 

3 
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I. 5. Calculaţi: 

(25. 22)2; 71. 7z. (7. 73)Z; {[ ( : r rr ; [(-2)-3]• j 

[(-3)-Z]-:! j [( -1)-1 • (-2)-2(-3)-3]-l• 

( 5 )2.3.5 ( 5 )30 ( 1 )15 R. Obţinem : (27)2 = 214 ; 7•. 72 • (74) 1 = 711 ; 2 · = 2 ;( -2)-11 = _ 2 = 

1 1 
= - 216;81; [(-tr11-1. [(-2)-2J-l.(-3>-3 J-1=(-1)1 ·(-2)1 ·(-3)1 =(-1)(4)(-27)=108. 

I. G. Care număr este mai mare : 

a) 2 V2 sau Vis,; b) . .:; V243 sau 21 V21,; c). Vw sa.u 2 V5o, 

R. n) Vis= V:it.°2 = 3 VI, deci }'îs> 2 V:f; b) 5 }"243 = 5 }"35 = 45 }f:f, 27 }"31 = 

= 81 }":f, deci 27 }'27 > 5 Vifi: c) 2 V"5ll = }"200, deci 2 }"50 > }"75. · 

138 

I. 7ro. Scoateţi factorii de sub radical: 

ir- v- v- v~ a) , 5x2; b) 3x4y2; c) 75x2y; d) . 7· 
1·:i:,·J/3 

B.a) }"SxÎ= l:i:l}IS;b) :i:1 1u1}"3; c)51:i:IY3u,u>O; d) ---,u>O. 
1u1Yi 

I. 8. Calculaţi : 

a) 5 V3 + 3V21 - 6\1243 + 2V12; b) Vs - 5ll18 + l'5ii; 

ir-- ir- ir- 2 1/25 ) { 6 )-2 f) (\110)-2 

c) 3 r 50 - 3 r 2 - r 141; d) \fa + r 243 ; e y3 ; y14 

R. a) 5 J/3 + 3 V~ - 6 · Va'- 3 + 2 v21 • 3 = 5}"3 - 9 J/3 - 54 }"3 + 4 V:f= -54 }13; 

b) 2 f2 - 151fi + 5 y2 = - s Y:f: c> 15 yr - a 1fi - 1y3 = 12 y2 - 1 Y3: 

2 5 23 23Y:f ( }''3)2 3 1 
d) Vf + 9 }"3 - 9 y:r - 27 • e> a - 36 - 12 • 

f) ( va )2 = ~ = _?.__ 
}"io 10 5 

I. 9. Aflaţi .valoarea de ·adevăr a propoziţiilor: 

a) V24 = 216; b) f84 =I= 4V'5; c) 3l'54 =I= 91a"; 



d) 1 va = 3 Vî; e> V 0,24 #: V; ; f) 5 va> 2 V19 ; 

11- 11- 11- 4V3° ir- 3VIT 
g) 8r2 ~ 4r8; h) ro, (2) = - 3-; i) r3,96 = - 5 -; 

j) <2 Y5 - t) <Y5 + 2> = s + aV5; 

k) (3 YI - Vî><Yo + V9 + Yî> = 2 ; 

1) V42 + 1 + Y42 -1 = 8; m) (Y20 + 5}'5) (2)'5 - 4,5)i>O~ 

2 15 3y5 21 0\13 
n) V2 =V2°; o) 2V:5=-2-; p) 3\/3#:-3-; 

_5 __ = V6 - 1 . s V2 - i 5 - a V2. 
r> V6 + 1 ' > 2Y2 + 1 > 1 ' 

t) Vî + YIT " - 9 - Yn 
Vî - VlI 2 • 

R. a) V24 = V6 · 4 = 2 }'G°; deci propoziţie adevărată; b) l'84 = ~ = 2 V21 # 

-,. 4 ~ adevărată; c) 3 ţ5i = 3 V9 · 6 = 9 V.ii';" falsă; d) 7 }13 = V49 • 3 = 'V147, 3 ff = 

V- 1~ yu 2 fi' V& 1/Q v- 1r.n 1r;;;; = 63, falsă; e) r0,24 = - = -- = - , falsă; f) 5 r3 = 75, 2 r19 = y76 şl 
100 10 5 

}'75 > V1a, ra1să; g) s V2 = Vm, 4 Vs= Jf.i2ii, adevărată; h) V5,c2> = v47 = '/47 • 
9 3 

4 }13 = V4B , falsă ; i) V3,96 = y 3~~ = Ya9!, 3 }'l1 = ~ = 2 V99 = tsoo , ade-
3 3 100 10 5 5 10 10 

vărată ; j) (2 lf5 - 1) (}'5° + 2) = 10 + 4 }'[" - }'5 - 2 = 8 + 3 ~ adevărată; l 
k) (3- }'7) (3 + }'7) = 9 - 7 = 2, adevărată; 1) V49 + 1 + }'41 - 1 = }'17 + }'îs. Ridi· 

clnd la pătrat ambii membri 17 + 15 + 2 }'255 = 64, 32 + 2 }'255 = 64, 2 }'255 = 32, 

}1255 = 16, de unde 255 = 256, falsă; m) Arătăm că 2 }'5 <4,5. Intr-adevăr 20<20,26. 

2 2 lf2 15 15 }'5 3 }'5-
2 }'5 - 4,5 < O, deci falsă; n) - = - = f2, adevărată ; e) y- = -- = --,. V:f 2 2 5 10 2 

27 27 }'3 _ 9 }'3 5 5 <Vii" - 1) 
adevărată; p)--= = -- = 3 V3, -- = 3 f3, falsă; r) --= ----= 

3 }'3 9 3 '{6 + 1 (Jt6+1)('{6-1) 

5(Y'6- 1) y- y:f - :l <V2 - 1)(2 y:f - 1) - --- = '.J- 1, adevărată; s) --- = ·-----= 
6 2 lf2 -ţ. 1 (2}'2 + 1)(2 y:.r - 1) 

4 - 'f2 - 2 f2 + 1 5 - 3 f2 ff + yIT <ff + V11)2 

= ------ = ---, falsă; t) --- = -------- ::s 
7 7 ff - YIT <V' - Vii> <ff + }'11> 

18 + 2 ffi 9 + V7i 
= ---= ---, adevărată. 

-4 -2 
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J. 10. Verificaţi dacă numerele: 

V32; s; 2 - Vi; V2 - Va 
pot fi termenii unei proporţii şi în caz afirmativ scrieţi toate proporţiile 
cu aceşti termeni. 

R, Se verifică imediat că: V32(2 - f6) = 8(V°2 - V3i de unde rezultă proporţia 1 

}'32 8 
----- = _ şi celelalte. 
V2- V3 2 -V6 

1.11. Fie numerele a = 2 V 4 - V 15 şi b = V6 - V 10. 

Calculaţi a2 şi b2• Ce observaţi Y 

R. a2 = (2 V 4 - v1w = 4(4 - Vt5); b2 = <Vii - Viii>· = 6 - 2 }'6-"w + 10 =

= 16 - 2y;r; 15 = 16 - 4 Vi5 = 4(4 -Vis). 
Se observă că a3 = b2, deşi a -:f, b (a >0, b < O),. 

I.12P0 • Care dintre următoarele numere este mai mare: 

a sau a-1 ; a sau a 2 ; a2 · sau a- 2 ; ax sau a-x, 

unde a este un număr real strict pozitiv şi diferit de 1 Y 
R, Slnt două cazuri, după cum a este subunitar sau supraunitar. Obţinem respectiv a> <î1 

dacă a> 1, a <a-1 dacă a <a <1; a2 > a-8 dacă a >1, a"' <a-z dacă O< a <1, a"'>a-z dacă 
a >1 şi x >0 sau dacă O <a <1 şi x <0 şi a"'< a-z dacă O <a <1 şi x> O sau dacă a> 1 şi 
:,; < o. 

1.13. Determinaţi valoarea de. adevăr a propoziţiilor: 

p1 : ,,a2 > O, oricare ar fi a număr real". 

p 2 : ,,a3 > O, oricare ar fi a numitr rea,l" 

p 3 : ,,(ix> O, oricare ~ fi a e [R~~{l} şi (1) e IR. 

B, a~> O oricare ar fi semnul lui a, deci p1 este adevărată ; p 1 este falsă, deoarece pentra 
<Z < O, a3 < O ; p3 este adevărată, pentru x > O este evident iar pentru x < D, avem 

1 
-a"'=---> o. a-a: 
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În mocl analog se demonstrează, celelalte egalităţi. 
J.14P0 • Enumeraţi elementele următoarelor mulţimi 2 

A = { (1) e 1N I (lJ = 5 ...!. k, k e 8'1} 

B = {(l) e [NI x = 5 - k, k e Z, k ~ -5} 

O= {xe CNI x = 5 - k, ke 7l"-.lN, k~ -5-}. 

D = {x e 8'I Ix = k - 3, k e 8'1, k ~ 10} 



E = {x e il Im = le - 3, k e IN, k ~ 10} 

F = {x e 1N I x = 1 - 3p, pe <Q, p ~ - 3} 

G = {x e IN I x = 1 - 3p, pe <Q"""il, p ;;i: - 3} 
R. In cazul mulţimii A 1, x număr naturul implică x ~O, adică 5 - K>-,.0 sau k:,e;; 5 şi, con

.siderlnd numerele naturale k ,e;; 5, adică O, 1, 2, :i, 4, ;J, obţinem mutţimea A = {O, 1, 2, 3, 4, 5}. 
In cazul mulţimii B se impune 5 - k > O s~u /: < 5. Considerind numerele întregi cu pro

·,prietăţile 1c :,e;;5 şi k~ -5, adicA numerele -5, - ", - :l, -2•, -1, o, 1, 2, 3, 4, 5 se obţine B = 
..,; {O, 1, 2, 3; 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, 

In cazul mulţimii C, se consideră pentru k f. 1Z',IN 1:umai valorile -5, -4, -3, -2, 
-1, O şi se obţine C = {5, 6, 7, 8, 9, 10}, 

In cazul mulţimii D, x e 1N implică k - 3 > O sau k > 3. Considrrlnd numerele naturale k 
cu proprietăţile k ,e;; 10 şi k ;;i: 3, adică numerele 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 se obţine D = {O, 1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7J, 

În cazul mulţimii E se consideră numerele naturale k: o, 1, 2, 3, 4, 5, 7, 6, 8, 9, 10 şi se 
,obţine E = {-3, -2, -1, O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 'i}. 

. 1 
In cazul mulţimii F, x e 1N implică 1 - 3JJ~!l sau 3p:S:. 1 snu p:,;;,. -- : Pe de altă parte, 

~ 3 
, a 

x e 1N implică 1 -3p e IN, adică 3p E IN, de unde rezultă p întregi sau raţionale de orma -- cu 
. 3 

2 1 
.a e iz. Ţinlnd cmt şi de ipoteza p~-3, rezultă pentru p valorile: -3, -2, -1, - -, - -, 

3 3 
1 

.O,- şi rezultă: F={O, 1, 2, 3, 4, 7, 10}. ln cazul multimii G, p trebuie să indcplineasc.ă condl'-
3 

1 2 1 1 
ţiile : p :,;;,. --- , pe G'\.,_7l, p~-3, adică p ponte fi - - , - - , - , de un.de rezultă 

3 3 3 3 
J1 = {O, 2, 3}. 

I. 151'0 • Enumeraţi elenrnntele mmătoarelor mulţimi: 

. " Îl X=--, 
' k-3 

B = x e (NI x = ---{ 
;J 

1 k - 3' 

O= {xe INI x = -~-, k e il"""IN} 
k-3 

D= xe(NJx=--, { 
5 

k-3 
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G - {me 

H= {me 

I = {me 

[NI k 2 -. 3k + 2 k E X=-----, 
I k-3 

2k2 - k - 1 ]l: X = ------
2k - 1 

2k2 + 1 [N I X = --· -··-
k,2 + 1 ' 

z} 

5 
U. ln cazul mulţimii A, x E 71. implică -- € 71., de unde k - 3 trebuie sll fie divizor al 

k-:J 
Iul 5. Deci k - 3 poate fi ± 5, ± 1, adică k poate fi -2, 2, 4, 8 din care eliminăm pe -2, k fiind 
natural. Deci A = {-5, 1, 5}. 

Pentru determinarea elementelor mulţimii B se proeedcazl ca ln cazul mulţimii A, ţinlnd 
cont, ln plus, de faptul că x e IN. Rezultă B = {1, 5}. ln cazul mulţimii C, se reţine dintre valorile 
lui k determinate ln cazul mulţimii A, valoarea -2 in ipoteza ke 71.'\,_IN. Pentru k=-2, rezultă 
x = -1. Cum .1)E N, rezultă C = cJ>. 

tn cazul mulţimii JJ, se dau lui k \'Ul ori le -2, 2, 4, 8, obţinute mai sus şi rezultă JJ = { -5, 
-1, 1, 5}, 

2k+ 6 2k+ 6 
Pentru determinarea mulţimii B, numărul x = -- se mai serie --- = 

k-2 k-2 
2k - 4 10 2(k - 2) 10 10 • . 10 = --- + -- = ----- + -- ,= 2 + --- . xe 71. implică -- e 71. de 
k-2 k-2 k-1 k-2 k-2 k-2 ' 

unde k - 2 trebuie să fie divizor al lui 10, adică ± 1, ± 2,- ± 5 sau ± 10. Rezultă pentru k 
valorile: -8, -3, O, 1, 3, 4, 7, 12. ln ipoteza ke 1N rezultă E = {- 8, - 3, 3, 4, 7, 12}. 

Pentru determinarea mulţimii F,ln ipoteza ke 71.'\,_INse reţin pentru k valorile -8, -3 
dintre cele determinate pentru mulţimea E şi rezultă F = l O, 1}, 

k2 - 3k+ 2 
ln cazul mulţimii G, x se scrie succesiv : x = ----- = 

k-3 
2 2 

k 8 -3k 2 

k-3 + k-3 = 

= k + -- . x e 71. implică -- e 71., deci k - 3 trebuie să fie divizor al lui 2. Din 
k-3 k-3 

t - 3 e {-2, -1, 1, 2} rezultă ke {1, 2, 4, 5} şi G = { O, 6}. 
2k2 -k 1 1 

Pentru determinarea mulţimii H, se observă că x= --- - --- = k - ---
2k - 1 2k-1 2k-1 

şi trebuie· ca 2k - 1 = -1 sau 2k - 1 = 1, deci k e {O, 1}. înlocuind ln expresia lui :,: 
rezultă H = {O, 1}, 

2k2 + 1 2k2 + ~ 1 2(Jcl + 1) 
ln cazul mulţimii I x = --- = ---" - -- = ----

, k•+1 Jc&+l k2+1 Jcl+l 

1 
= 

ii. = 2 - ---, x e 1N implică Jc& + 1 e {- 1, 1 }, a,lieă Jcl e {-2, O} Ecuaţia Jcl = -2 no 
Jc&+ t 

are soluţii tn IR, Iar din Jcl = O rezultă k = O. înlocuind bi expresia lui x, rezultii x = 1 şi deci 
k2-2 k2-1 1 1 

I =~ {1}. ln cazul mulţimii J, x = - = --- - --- = 1 - --, :i:e 71. im, 
Jcl-1 Jc&-1 k•-1 k2-1 
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plică 1...2 - 1 = 1 sau k1 - 1 = - 1, adică kl = 2 sau kl = O. Ecuaţia kl == 2 nu are soluţii 
1n Q. Rezultă, deci k = O şi J = {2}, 

I. 16P0 • Arăta,ţi că există k e 7l astfel încît numerele 

3 2 . 3 5 
a; = -+ -- ş1 y = ---+--- să fie întregi. 

k 'k-1 k-2 k+2 
3 2 

R. Numărul x este lntreg dacă, de exemplu, - e 71. şi --e 71., ceea ce este echivalent 
k k-1 

,cu k divizor al lui 3 şi k - 1 divizor al lui+ 2, adică ke {-3, -1, 1, 3} şi k - 1 e {- 2, - 1, 
1, 2} sau ke {-3, -1, 1, 3} n {-1, O, 2, 3} = { -1, 3}, Dind lui k valorile -1 şi 3 se obţine 

3 2 3 2 
2:1 = -- + -- = -3 - 1 = - 4, respectiv x1 = - + -- = 1 + 1 = 2. Aşadar 

-1 -2 3 3 -1 
-există k = - 1 sau k = 3 pentru ca x e 71.. 

1n mod analog y e 71. dacă, de exemplu k - 2 d1vide pe 3 şi k + 2 divide pe 5, ceea ce se 
lntlmplă cind k - 2 e {-3, -1, 1, 3} şi k+ 2e { - 5, -1, 1, 5} sau ke { -1, 1, 3, 5} n {-7, 
-3, -1, 3} = { -1, 3}, 

3 5 
Înlocuind pe k cu aceste valori, obţinem y1 = --- + --- = - 1 + 5 = 4, 

-1 -2 -1 + 2 
:I 5 

,respectiv Ya = --+ -- = 3 + 1 = 4. 
3-2 3+2 

I. 17P0 • Determina.ţi numerele k întregi pentru ca.re numerele urmă~ 
toa,re sînt întregi: 

.A. = k + 1, B = k - 2 , (J = k 2 - 9 • 
4 3 k -3 

R. Numărul A este lntreg atunci cind 4 divide k + 1 sau cind k + 1 este un multiplu de 4. 
Deci k + 1 = 4p, pe 71., deci k = 4p - 1, pe 71.. lntr-adevăr, pentru k = 4p - 1, rezultă A = 

4p -1 + 1 - ----- = p, deci întreg. 
4 

Analog : B e 71. implică k - 2 = 3p, pe Z, adică k = 3p + 2, pe 71.. 
k2 - 9 (k - 3)(k + 3) 

C se scrie succesiv : C = --= ------ =k + 3, de unde rezultă că Ce 7L 
k-3 k-3 

.pentru-orice ke 71. - {3}, (Pentru k = 3 nu există nunărul raţional C, numitorul fiind zero). 

I. 18PD. Determinaţi k e 1Z pentru ca.re numerele a 

k + 3 . 3k - 1 • t . ult • t . x =--- ş1 y = --- sm s1m an m regi.2 
5 5 

n. Avem k = 5x - 3 şi 3k = 5y + 1. Numerele k care satisfac condiţiile impuse vor fi 
-de forma : 5p + r, pe 71., re fO. 1, 2, 3, 4}, Verificind pentru fiecare valoare a lui r, obţinem 

.lntregii k = 5p + 2, pe 7J... 

I. 19PD. Să se al'ate că :,; = 5k - 3 
4 

şi y -

.ambele întregi pentru aceleaşi valori ale lui k. 

7k-2 

6 
nu pot fi 
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b+ 3 61/ + 2 
R. Presupunem x şi y lntregi. Avem k =--- , respectiv k ,: _:_ ___ • Se impune 

5 7 
4:i:+3 6g+2 

- 5-- = 7 , adică 2(1511 - Hx) = 11, contradicţie un număr par nefiind egal cu UD 

oumlr Impar. Deci nu există nici o valoare a lui k care să satisfacă cerinţele exerciţiului. 

1.2oro. Arătaţi că num1rul : 

N = (-1)"(2n -1) + 1 
4 

este întreg oricare ar fi numărul ne [N*. 

ll. Cn număr natural n este par, adică de forma 2p, pe 1N sau impa1, adică de forma 2p + 
+ 1, pe IN. 

Pentru a verifica faptul că N este lntreg vom considera, pe rlnd, n par, respectiv in;ipar. 
Apdar pentru n = 2p, cu pe IN, avem : 

(-1)2P(2(2p) - 1] + 1 4p - 1 + 1 4p 
N = ____ 4 ____ = ---4-- ""'4 = p. 

Pentru n = 2p + 1, pe IN, obţinem : 

N = (-1)2ll+1 [2(2p + 1) - 1] + 1 = 
4 

-= 
- 4p-2+ 1 + 1 

4 

(-1) (4p + 2 - 1) + 1 

4 

= -p. 

Deci pentru n par se obţin lntregii pozitivi, iar pentru n Impar se ohţin întregii negativi, 

J.21P<>. Diferenţa pătratelor a două numere naturale consecutive-. 
eate un număr natural impar. 

R. Dacă n - 1 şi n stnt cele două numere naturale consecutive, atunci n1 - (n - 1)2 =. 
- 2n - 1, a4ică un număr natural impar. 

1.22. Dacă a+ b este impar atullci a· b este număr par, oricare ar fi. 
a, b e 7l. 

R. a+ b impar implică a+ b = 2p + 1, pe IN. Fie a un număr natural par, adică a= 
= 2q. Atunci b = 2p + 1 - 2q = 2(p - q) + 1 este un număr impar şi rezultă că produsul a · A. 
este evident par. Dacă a ar fi impar, adică a= 2q + 1, atunci 6 = 2p + 1 - 2q - 1 = 2(p-. 
- q), adică par fi, la iei, a ·bar fi par. 

Acelaşi raţionament se face tn cazul a • b impar. 

1.2:JPO. Arătaţi că numerele: 

n 3 - n n3 + 3n2 + 2n 5n2 + 5n + 2 "' = ----' y = --'------'-- şi z = -------
6 6 2 

aînt întregi oricare ar fi n întreg. 
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n• - n (n - 1) n(n + 1) 
R. x = --- = - ---- Numărătorul fiind produsul a trei numere 

6 6 
lntregi consecutive, rezultă că se divide cu 3. Fiind şi produsul a doi tntregi consecutivi 
ae divide cu 2. Deci se divide cu 6. 

n3 + 3n2 + 2n n(n2 + 3n + 2) n(n + 1) (n + 2) • • 
Y = 6 = 6 = 6 ş1 se raţmnează am1fog. 

== 
5n2 + 5n + 2 

2 

5n(n + 1) + 2 
------ ; cum n(n + 1) se divide cu 2, rezultă că 

2 
5n(n + 1) + 2 se divide cu-2 şi deci z este lntreg. 

1.24ro. Care număr este mai mare: 

(-1)" 
A=--

n2 
1:-lUU B = J_~-:._~ )" __ , n e 1N 1 

n 2 + 1 
R. J:>entru a stabili valoarea lui (-1)", vom considera pc rind n par respectiv n impar. 
Dacă n par, adică n = 2p, fJ e 7J., atunci : 

(-1)81' 1 , (-1)2JI 1 
A = (2p)2 = 4p2 ŞI B = (2p)2 + 1 = 4p2 + 1 

'1 rezultă că .-i > B deoarece Bare numitorul mai mare declt numitorul lui A. 
Dacă n impar, adică n = 2p + 1, pe 7J., atunci: 

(-1)211+1 -1 (-1)21>+1 
A=----=---- şi B = ------

(2p + 1)2 (2p + 1)2 (2p + 1)2 + 1 

-1 

('Jp + 1)2 + 1 

şi rezultă că .-i < B deoarece sint negative şi aumitorul lui lJ este mai marc declt nu
mitorul lui A. 

l.25P0. Arătaţi că între oricare două numere raţionale m:ii există cel 
puţin un alt număr raţional. 

a ...J. b 
R. Dacă a, t slnt două numere raţionale a <b, atunci -- (media aritmetică a nume-

2 

· a+ b 
relor a ifi b) se află Intre a şi b. Intr-adevăr, de exemplu, -- <b - a+ b < 2b - a< b. 

2 

J.2GP0 . Arătaţi că numărul V2 este iraţional. 

R. Presupunem că V2ar fi raţional, adică ar exista numerele lntregi prime intre ele, ne-

- m ~ 
nule, astrei Incit V2 = - . Ridiclnd la pătrat egalitatea, rezultă 2 = - sau m2=2n2 Cum 

n n2 

m• este un număr par, rezultă că m trebuie să fie par. Fie atunci m = 2p, rezultă (2p)1 = 2n2• 

adică 2p2 = n2, de unde n2 par, adică n par. Acest lucru contrazice presupunerea făcută : m, n prime 

Intre ele. Deci V2 este un număr iraţional. 

J.27. Arătaţi care din numerele următoare sînt raţionale şi oare ira
ţionale: 

a) - 1,56; bJ 1,(5i0); c) V3; d) V6; f) Y : . 
10 - c. 851 145 



n. a) - 1,56 = - - e 4l; b) 1,(560) = -- e Q; 1'3;" 1'6 şi _:: __ stnt iraţi-
156 1559 V-;) 
100 999 r .,, r u 3 

onale (\'czi exerciţiul I. 26). 

{
-x dacă x <0 

1.28. Fiexe IR. Notăm I xi= O dacă x = O• 
xdacăx>O 

numit, ,,modulul numărului real x". Determinaţi : 

151 V V 122+, lfV33l· 2 ; I - 1,3 I ; 11 - 21 ; I 5 - 2 61 ; 

R. Aplidnd definiţia modulului rezultă : 

I+ I = +; , -1,31 = 1,3 ; 11 - V21 = V2 - 1 ; , 5 - 2 va, = 

= I (V°3 - V~ 2 I = 5 - 2 VS; - = --. I 2-f31 2-Y:f 

2 + V3 2+ f3 

1.29. x fiind un număr real oarecare, determinaţi : 

a) I-xi; b) j2xl; c) l(l-V2)xl; d) lx2!; e) Ix-li; 
n. a) Conform definiţiei : 

{
-x, dacă -x> O 

I - xi = O dacă -x = O 

-(-x), dacă -x < O 

{
-x, dacă x<O 

sau I - :r: I = O, dacii x = O, 

x, dacii x> 9 

adicii I - xi= I xi, b) I 2xl = 121 · I xi= 21 xi; 

c) I (1 - f2)xl = 11 - V'21 I xi= (V2° - 1) I xi; d) x1 > O pentru orice x implică 
I :i:1 1 = x2 ; e) Conform definiţiei 

{ 
x 1 dacii x - 1 > O 

I x - 11 = . ; ' dacii x - 1 = O 

-X+ 1, dacă X - 1 < 0. 

J.30. Fie (I) e IR. Notăm [(I)] cel mai ma.re mtreg mai mic decît (I) (numit 
„partea întreagă a numărului (I)") şi {(I)} = (I) - [(IJ]"·partea fracţionară a 
numărului (I)". Determinaţi: 

(-5,3]; {-5,3}; [- ~2 ]; {- ~}; [- }'2]; [}'2]; 

{2} ; c~1 ; [l + VifJ; [ va ~ Vi ]-
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CAPITOLtTL D 

FUNCŢil 

II.I. Decideţi care dintre următoarele diagrame reprezintă funcţii 1 
J: A - B şi care nu. (Cu A am notat, în fiecare caz mulţimile cu elemen
tele 1, 2, 3, 4, iar uu B am notat mulţimile cu elementele m, n, p.) 

c.) 

eJ 

~ 
~ 

b.) 

d.) · 

t.) 
R. Diagrama a) reprezintă o funcţie deoarece oricărui element aparţinlnd mulţimii A 

U corespunde un element şi numai unul din mulţimea B. 
Diagrama b) nu reprezintă o funcţie deoarece elementul 1 e A are două imagini (m şi 

n) 1n muţimea B. 
Diagramele d), e), f) reprezintă funcţii. 

11.2. Fiind date mulţimile A = {a, b} şi B = {1, 2}, detexminaţi 
toate funcţiile f: A-+ B. Procedaţi la fel în cazul mulţimilor E = {O, 1} 
şi F = {O, 1} şi în cazul mulţimilor M = {O, 1, 2} şi N = {a, b}. 

R. Funcţiile vor diferi intre ele prin modul ln care se realizează corespondenţa. In pri
mul caz se pot distinge patru funcţii diferite : 

1) a-+ 1 

b-+ 2 

2) a-+ 2 

b-+ 1 

4) a-+ 2 

b-+ 2 

Io mod analog se pot defini 4 funcţii f: E-+ F, respectiv 8 funcţii f: M-+ N. 



II.3P0 • Fie mulţimile : A = {1, 2, 3, 4, 5}, B1 = {2, 3, 4, 5, 6}, 
B2 = {2, 4, 6, 8, 10}, B 3 = {3, 5, 7, 9, 11}, B4 = {l, 4, 9, 16, 25}, B1 =-

{ 1 1 1 1} 
{-1, 1}, Bo = -1, 2' -3, 4' -5 . 

Descrieţi cu ajutorul unei formule cîte o funcţie /, : A - Bai 
i E {1, 2, 3, 4, 5, 6}. 

n. Formulele căutate sint : 

(-1)1' 
f1(x) = x + 1, f2(x) = 2x, f3(x) = 2x + 1, f,(x) = x2, f1(x) = (-1), f8(x) = --. 

III 
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11.4. Întocmiţi tabelele funcţiilor: 

/1 : {-2, -1, o, 1, 2} - IR, /1(X) = 22:. 

/2 : {O, 1, 8, 16, 27} - IR, !2(X) = 1/"x. 

fa: {-2, - _!_, O,_!__, 112}- IR, f3(x)-:- x - 1 · 
2 2 (JJ+l 

f 4 : {1 - V2, -1, O, 7} - IR, f.,.(x) = lxl. 

f 5 : { - : , - V2, O, : , 5 }- IR, f 5(x) = [x]. 

n. Rezultă următoarele tabele: 

X -2 -1 o 1 2 X o 1 8 

1 1 
2f2 f1(X) - - 1 2 4 '2(x) o 1 

4 2 

1 
X -2-- o 

2 

fa(x) 3 "--3 -1 

X 

1 
Ji2 -

2 

1 
3-2J'2 --

3 

8 --
3 

-}'2 o 

X 

f.(x) 

3 
- 5 
2 

1-J'2 

}'2-1 

f5(x) -3 -2 O 1 5 

11.5. Reprezentaţi grafic funcţiile : 

!1 : {-1, - V2, o, 'V2} - IR, /1C(JJ) = a;2 - 2. 

2a, 
/ 2 : {-2, -1, o, 1,· 2} - IR, / 8((1J) = ---. . . 1•+ a,I 

-1 

1 

16 

4 

o 

o 

27 

s}'s 

' 
7 



/ 1 1 {-2, -1, O, 1, 2} - IR, /a(x) = lxl. 

/c I {-1, - ~ , 0, : , 2 }- [R, fix} = 2. 

/&: {-1, - -, 0, -, 2 - [R, fr,(x} = X - 1. 1 3 } 
2 2 

oii. Obţinem următorul tabel cu valorile funcţiei f1 : y 

:,; I -1 
f1(:r:) -1 O -2 O t-Ci',01 1{2,01 · 

I O 

Reprezentlnd lntr-un sistem de axe rectangular 
;punctele(-1,-1),(-f2. 0), (0,-2), <V~ O) obţinem graficul: 

l..---
1-1,11 

10.-21 

Analog, obţinem graficele celorlalte funcţii 1n figurile 2, 3, 4, respectiv 5. 

y 

.1:Ul ' --=,.!...-112 tl 
. I I . ~ 

• Fig.2 

y• 
1-to1 1t,21 

M,-2TT 1~rr·21 

I I I I 

O X 

y 
- . 

i ·2,2) . 12,2 I -r---·- -- ---, 
1
11·\!L ~11 I 

i I 1· 
·IO.Ol X 

Fig. 3 

y 

Figl4 Fig.S 

U.8. Reprezentaţi grafic funcţiile: 

/ 1 : [R - IR, /i(x} = 2x - 3. 

fa: [R - IR, fa(x) = 3 - x. 

/a I [R-+ IR, /a((IJ) = 3. 

• 
X 

B. Ţintnd cont că graficul unei funcţii liniare este o dreaptă, dind două \"aiori arbitrare 
,nale lal z oliţlnem două :fllncţH care determină dreptele respective. 
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Pentru funcţia fi, punctele (O, -3) şi (+1, -1) determină dreapta: 

X 

Pentru fUII( ţ:lle fa şi fa punctele (2, 1 ), (3, O), respectiv punctele (2, 3), (3, 3), determinL 
graficele: 

y 
12,31 

I i(3,3 
I I 
I I 

X 

11.7. Reprezentaţi grafic, în acelaşi sistem de axe ortogonal,. 
funcţiile: 

Ce observaţi ! 

f1 : [R -+ [R, fi{x) = - X. 

!2 : [R - CR, !J.x) = -a: + 1. 

fa : [R - IR, J3(x) = -a: - 1. 

R. Dind, de exemplu lui x valorile - 1 şi O, obţinem punctele (-1, 1), (O, O); (-1, 2)• 
(O, 1) respectiv (-1, O), (O, -1) şi graficele: 

X 

Ob\.in~m deci trei drepte paralele. 

I I.UP0 • Aflaţi aria triunghiului determinat de axele de coordonate• 
şi de graficul funcţiei liniare f: IR - CR, f(x) = -x -t 3. 
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R. Reprezentlnd grafic funcţia f, obt(nem triunghiul AOB. 

9 
<dreptunghic tn O, cu catetele OA~ 3 şl OB = 3. Aria triunghiului AOB este deci - . 

2 

ll.9ro. Aflaţi aria triunghiului determinat de axa Ox şi dreptele 
'Jf = -a; + 4 şi y = a; + 4. 

R. Heprezentind, lntr-r n sistem de axe ortogonal xOy, dreptele y = -x + 4 ,1 g= x+4, 
-0bţinem triunghiul ABC isoscel. Considerlnd baza AB şi !nălţimea OC, obţinem aria s = 

Ab•OC 8•4 
,= ---=--= 16. 

~ 2 

II.to. Reprezentaţi grafic funcţiile: 

a). f: {-3, O, 1, 2} - [R, j(a;) = {X + 2, X e {-3, O}. 
2, [I) E {1, 2}. 

[R g( "') ={-a;+ 1, [I) E (-oo, 1]. 
b). g: [R - ' .., 

a;-1, xe(l, +oo). 

R. a). Obţinem tabelele de valori ale funcţiilor f, respectiv g : 

x \ -3 O 1 2 x I -2 -1 

f(:r:) --=l 2 2 2 g(x) 3 2 

:ti graficele din fig. 1, respectiv fig. 2. 

10.21 

·y 

(\2112.21 --1---,. 
I I 
I I 
I ' I I 
I [ 

I O ·--------l-3r1l 

fig. 1 

y 

X t 1,0 I 

fig. 2 

1 2 3 
1---
0 I 2 

(3,2) 

X 
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li.li. Rezolvaţi inecuaţiile: 

a). 2x - fi > O 

c). V3x - V5 < O 

e). 2x - 8 < 2x - 5 

b). -x + 5 ~ O 

d). V2x <; 2 

f). 2x + 8 + 3a, < 4 + 5a,, 

R, a). Obţinem, succesiv, inecuaţiile echivalente: 

5 ( 5 ) 2x > 5, x > 2 , xe 2 , + oo . b). -x ~ -5 - x:>,5 - xe [5, + oo). c). V'3:i:-li5 <r 

<0-Ysx < V5- X< vv~ - X< }'15 , xe (-oo, Vis), d), X ,,e;; 1;,. -x,,e;; }'2 -
3 3 3 r2 

- xe (-oo, V2J. e). Obţinem -8 < -5, cit.~ inecuaţia este satisfăcută pentru orice xe IR. 
f). Obţinem 8 < 4 unde rezultă că inecuaţia nu are soluţii, 

11.12. Stabiliţi semnul funcţiilor liniare : 

a). f: IR -+ IR, f(x) = 2:.v - 5. 

b). g: IR -+ IR, g(:.v) = -5x + 6, a e IR. 

c). k : IR -+ IR, k(x) = (m - l)x - 3, m e IR. 

5 
R, a ). Avem 2x - 5 = O, x = - şi tabelul cu semnul funcţiei f: 

2 

-00 
5 

2 
+oo , _______ , _______ _ 

f(x) 

b). Analog, obţinem : 

-00 

- o + 

6 

5 

+ + + 

+co 
,-------,--------

g(x) + + + o -

c). Se impun trei cazuri : I. m -1 >0 şi II. m -1 < O şi III. m = 1. 

_x I 3 
-00 +oo 

m-.1 
I. m-1 > O I 

g(x>· I o + + + + + 
3 

X -00 
m-1 

+oo 
II. m-1 < O I 

h(x) + + + o - - - -
III. Pt. m= 1 funcţia devine constantil., h(x) =.= -3, negativii., deef, pentru oriee 

e real. 
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CAPITOLUL III 

CALCULUL ALGEBRIO 

III.I. Fie polinomul : P(.X) = X' + 2X3 - 5X2 - X + .5. 

Determinaţi valorile polinomului în punctele -VI, _ _!_, O, __!_, fi, 
2 2 

li, Avem P(-V2> = (-V2>' + 2(-V2>3 - 5(-}'2}2- (-V2> + 5 = 4- 4 V2+ 10 + 
+ V2 + 5 = 19 - 3 Vi: 

Analog "bţinem : 

( 1 ) 65 ( 1 ) 57 v- y-p - - = -, P(O) = 5, P - = - şi P( 2) = 3 2 -1, 
2 16 2 16 

111.2. Fie polinomul: P(X) = 4X' + 3X2 - 27. 

a). Determinaţi : P( -V3), P(V3), P ( - ! ), P ( ! ), P( -1), P(l). 

b). Arătaţi că P( -x) = P(x), oricare ar fi x e IR. 

R, a). Obţinem : 

P(-V3> = P(V3> = 18, P (-+) = P (+)=o, P(-1) = P(1) = -20. 

b). Intr-adevăr: 

P(-x) = 4(-x)• + 3(-x)2 - 27 = 4xf + 3x9 - 27 = P (x). 

111.3. Fie polinomul: P(X) = X 3 - 5X. 

a). Determinaţi : P( -2), P(2), P( - V5), P( V5), P( -3), P(3). 

b). Arătaţi că: P(-x) = --P(x), oricare ar fi x e IR. 

R. a). Pt---2) = 2, P(2) = -2, P(-V5> = P(l's) = O, P(-3) = -12, P(3) = 12. 

b). P(-,:} = (-x)3 -5(-x) ==-x3 -#- 5~ = -(:i:8 -5:i:) = -P (x). 
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111.4. Fie polinoamele : 

P(X) = X 3 - 5 X 2 + X - 3 

Q(X) = X 3 + mX2 + nX + p, m, n, p e [R. 

a). Determinaţi m, n, p astfel incit polinoamele P şi Q să fie identice. 

b). Aeeeaşi cerinţă în cazul polinoamelor: 

P (X) = pX3 - 4X + 3 şi Q(X) = 3X3 + mX2 + nX + p 

R. a). Identificind coeficienţii nedeterminatelor de acelaşi grad obţinem: m = -5. 
n = 1, p = -3. 

b). Analog, obţinem: p = 3, m = O, n = -4. 

111.5. Fie polinoamele: P(X) = X 2 - a.X+ b şi Q(X) = aX2 -· 

, - 2X + b, a, b e [R. 

Sînt aceste Jlolinoame identice V 
Dar polinoamele: P'(X) = aX3 - .5X + 6 şi Q'(X)=X2+ bX+6t 

n. Polinoamele nu slnt identice deoarece identificnd coeficienţii nedet;rminatelor de· 
acelaşi grad, ebţinem simultan: a= 1 şi a= 2. 

Nici l'' şi Q' nu sint identice deoarece identificind coeficienţii lui X 2, obţinem 1 = O, 
care este propoziţie falsă. 

111.GP::>_ Fie polinoamele: P(X) = mX5 + (1 - n)X4 + (p-3)X+ 
+ m şi Q(X) = (1 - m + n)X2 + (n - p)X + 2m + p, m, n, pe [R .. 

Determinaţi m, n şip astfel încît P şi Q să, fie identic nule. 

n. Punind condiţia ca toţi coeficienţii polinomului P să fie nuli, obţinem: m = O,. 
n = 1, p = 3. 

Polinomul Q este identic nul pentru Yalorile lui m, n, p pentru care sistemul format. 
1 

din ecuaţiile: 1-m + 11= O, n-p = O, 2m + p = O este satisfăcut, adică pentru: m= -,. 
3 

2 2 
n=--, p=---. 

3 3 
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111.7. Calculaţi P + Q dacă: 

a). P(.X) = 5X6 - 4X4 + 3X3 - 2X2 + X - l şi 

Q(X) = -X4 + 2X3 - 3X2 + 4X - 4 

b). P(X, Y) = 3X3Y - 2„Y2Y2 + XY 3 - 5 şi 

Q(X, Y) = X 4 - 3 .. PY + 2X2Y 2 - XY 3 - 1 

c). P(X) = -X4 + X 3 + (1 - V2)X + V2 şi 

Q(X) = -X4 + 2X3 + X 2 + V2x + v2 



R. Apliclnd definHia adunării polinoamelor, obUncm: 

a). l'(X) + Q(X) = 5X5 + (-4- l)X' + (3 + 2)X3 + (-2- 3)XJI + (1 + 4)X + 
-+ (-1 - 4) = 5X5 - 5X 1 + 5X3 - 5X2 + 5X - 5. 

b). P(X, l') + Q(X, Y) = X4 - 6. 

c). P(X) + Q (X) = -2X4 + X 2 + X + 2 J/2. 
III.O. Efeetnaţi următoarele produse de polinoame: 

a). (X4 - 2X3 + X - 5)(X ..J.. 1). 

b). (2.P - V2x + 1)(V2x + 1). 

c). (X2 - X+ l)(X~ + X+ 1) 

u). (X2 - V2x + l)(,P + ]12.x + 1). 

e). (X - 3)(X + 3)(X - 1). 

n. Aplicind regula ck, inmu)tirc a polinoamelor, obţinem: 

a). X5 - .\"4 -- ;!.\:I + X" - 4.\ - 5, b). 2 Vi°X3 + 1, c). X'+ x2+1, d). X4+1, e). ,Y3-
-- X2- 9X + 9. 

111~9. Calcula,ţi : 

a). (X - 1)2, b). (2X - 3) 2, c). (V3X -· 2)2• 

d). (X+ 2) 2 + (X + ;,)(X - 1), e). 5X(X + 2) - (X+ 2)2, 

f). (X - 2) 2 - (X+ 2) 2 g). [(X- 1)2-4(X-1) + 4]-(X + 3)2. 

R, a). A plicind formula de calcul (a ± b)2 = a2 ± 2ab + b2, obţinem: X 2 -- 2X + 1 

b). Analog obţinem 4X2- 12X + 9, c). :1x2 - 4 Y:f'< + 4, d). 2X2 + 8X -1, e). 4X2+ 6X -
- 4. f). -8X. g). Notăm X -1 cu .4. şi avem în parantl'za dreaptă A2 - 4A + 4 = (.4.-2)2.° 
Avem deci: (X -1 - 2)2- (X+ :l}2 = (X - 3)2 - (X + :'!)2 = -12X. Se poate calcula şi 
,direct folosind corect ordinea operaţiilor. 

111.10. Ce termen lipseşte pentru a avea pătratul unui binom: 

a). X 2 + 4X, b). 9X2 + 1, c). 2X2 + 1, d). X 2 - 2 V!Lt, 

e). -2XY + 1, f). 2XY + Y 2, g). 2Vtîx + 2. 

R. a). Polinomul conţine un pătrat: X2 şi termenul 4X = 2 • 2X, ceea ce conduce Ia 
pătratul X 2 + 2 · 2X + 22 = (X + 2)2, deci I ipscşte 4. 

b). Lipseşte termenul „ele Ia mijloc" 2. 3X = 6X, c). 2X2 = cV2xf, deci 2X2 + 1 = 
= (v'2°X)2 + 12 şi lipseşte 2 V2x. d). <V2>2 = 2, e). (XY)2, f). X2, g). 2= cV2>2 şi 2 V2· V°3.1<= 
= 2 Văx, deci lipseşte (V°3)2 = 3. 

111.11. Calculaţi : 
a). (5 - .X)(5 + X),. b). (J/2-X)(V2 + X), c). (]f3X-l)(V3X + l), 

d). (7 - X)(X + 7), e). (X+ Y)(X - ~{)(X2 + Y 2), 

f). (5X + 7Y)(25X2 + 49Y2)(5X-7Y), g). (1 1- Y)(l-Y)(l-t-Y2). 
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R, a) Apliclnd formula: (a- b)(a + b) = a•- b1, obţinem: 5- X 8 ; b) (W}8 - XI=
= 2- X2 ; c) 3X8 - 1, d) -(X - 7)(X + 7) = -(X8 - 49) = -X8 + 49; e) Obţinem, 

(X2 - Y2)(XS + Y2) = X 4 - Y', f). A plicind proprietatea de asociativitate a produsuluii 
polinoamelor, obţinem: (5X + 7Y)(5X - 7Y). (25 X2 + 49 Y2) = (25 XI - 49 Y1) X 

X (25X2 + 49 Y2) = 625X' - 2401 Y'. g). (1 - Y 2)(1 + Y2) = 1 - Y4 • 

111.12. Efectuaţi calculul, grupînd în mod convenabil termenii din 
fiecare paranteză: 

a). (1 +X+ Y)(l +,, X - Y), b). (X2 - X+ Y)(X2 +X+ Y),. 

c). (X2 - X+ l)(X2 4,, X+ 1), d). (X2-V2X + l)(X2+V2x+1). 

R, a) Avem: [(1 + X)+ Y][(1 + X)- Y] = (1 + X)9 - Y2 = 1 + 2X + XI- y• 
b). [(X2 + Y)- X]l(X2 + Y) + X] = (X8 + Y)2 - X2 = X' + 2X2 Y + ya - XI. 

c). [(XS + ţ) - X]l(X8 + 1) + X] = (X2 + 1)2 - X2 = X' + 2X2 + 1 - XS = X' + 
+ XS + 1. d) l(X2 + 1) - f2XJ. [(X2 + 1) + }'2X] = (X2 + 1)2 - (}'2X)2 = X4 + 1,• 

111.13. Calculaţi mintal (folosind formulele de calcul prescurtat) 

a). 19 · 21, b). 101 · 99, c). 422• 

R, a) 19 • 21 = (20- 1)(20 + 1) = 202 -12 = 3 99 b) (100 + 1)(100 -1) = 1001 -1 = 
= 9999. c) 422 = ( 40 + 2)2 = 401 +' 2 • 2 • 40 + 22 = 1600 + 160 + 4 = 1764. 

111.U. Scoateţi factorul comun: 

a). X 2Y - XY 2, b). V2XY 3 - 2X2Y, 

c). 5(X-1)2-2X(X-1), d). (3X + 1)(2X+7) + (3X + 1)(2X-7). 

e) . .XY(X+Y)2+X Y 3(X + Y)(2X - Y). 

R, a) Obţinem: XY(X - Y); b) }'2XY(Y2 - V:vo; c) (X -1)[5(X-1)-2X];. 
11) (3X + 1}(2X + 7 + 2X - 7) = (3X + 1)4X; e) XY(X + Y)[X + Y + Y1(2X - Y)}. 

III.Hi. Restrîngeţi 

a). 25X2 + lOXY + Y2, b). X 6 + 6X3Y + 9Y2, 

c). 2X2 - 2 V2x + 1, d). X 4 - 6X2Y + 9Y2, 

e). 3X2 + 2 Vifx + 2. 

R, a) Avem: (5X)2 + 2(5X)• Y + (l:')2 = (5X + Y)B, b) (XI+ 3Y)2, c) (}'2X-1~,. 
d) (X2 - 3Y)2, e) cVfr + V2>2 • 

111.16. Descompuneţi în factori ireductibili : 

a). X 2 - 4Y2 ; b). 2X2 - 3; c). (X - 2)2 - (X+ 2)2• 

R, Aplidlm formula: a2 - b2 = (a - b)(a + b). 

a) x2-u2 = x2 - c21·>2 = cx-2ncx + 2Y); b) cV2x-fficV2x + V3>; 
c) ( X - 2 - X - 2)( X - 2 + X + 2) = -4(2X) = -SX. 
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111.17. Descompuneţi în factori ireductibili, polinoamele : 

a). X 2Y + XY 2 - 2XY 

b). (4X - 5)(X - 7) - (X - 7)1 

c). (X - 3)2 + (3 - X)(X + 1) 

d). XY(X + Y) 3 - Y 2(X + .Y) 2(2.Y - Y) 

e). (Y - 1)2 - (Y - 2)(Y - 1) - {l - Y)Y 

R a)Avem:Xl"(X+ l'-2); b)(X-7}(4X-5-X + 7) = (X-7}(3X + 2); 

c) (X - 3)[(X - 3) - (X + 1) = - 4(X - 3); d) l'(X + Y)2 (X2 + Y 2 - XY) e) ( Y - 1)• 

•[(Y-1)-(Y-2) + Y] = (Y-1}(Y + 1). 

111.18. Descompuneţi în factori ireductibili, polinoamele: 

a). 4X2 - Y 2 - 4X + 1, b). X 2 - 4X + 3, c). X 2 - OY2 -

-2X + GY. 
R. a) Gruptnd convenabil termenii obţinem: (4X1 - -tX + 1)- 1"2 = (2X - 1)2 -

- y1 = (2X - 1 - 1")(2X - 1 + l'); b) X 2 - 4X + 3 = X 2 --- 3X-X + 3 = (X2 - 3X) -

-(X-3) = X(X-3)-(X-3) = (X-3)(X-1); c) (X2 -2X)-(!JY2 -61") = 
-cx•-2x+ 1)-(91'2 -61'+ 1)=(X-1)2 -(3Y-1)2= (X-3l')(X + 3Y-2). 

111.19. Calculaţi valoarea numerică a fracţiilor algebrice : 

P (X) = ..::! + l F (X)= _ _JX 
l x2 + 1 ' 2 x2 + 2 

pentru valorile - V2, -1, O, 2, dn,te lui X. 

'. y- -V2+ 1 -V2+ 1 1-J/2 n. Obţmem: F1(- 2)= ----- = --- = -- • <-V:.n2 + 1 2 + 1 3 

3 ,-;:;; V2, -2 
F (-1) =0, FJ(O)=l, F1(2) = -, F2(-} 2) = - -, 1•2(-1) = --, F 2(0) = O, 

1 5 2 3 

.4 2 
f'(2)=-=-· 

9 6 3 

2X 
111.20. Amplific.aţi fracţia: F(X) = X_ 2 cu polinoamele 1 

a). X, b). X + 2, c). X + 1. 

2X• X 2X1 2X2 + .tX 
n. a) Avem F(X) = (X-2)X = X2-2X b) F(X) = x2_4 • 

2X2 + 2X 
c) F(X) = xa-"- X - 2. 
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111.21. Simplifica ţi fracţiile algebrice raţiona.le: 

a). 
6a2b 

b). 
5xyz2 

c). 
16a3b3c d). 6a . X 2!/ --; -···----· -----·--·· -- e). --··--; ' 3a l,5X]p3 80abe2d 24b ' XJ/2 

f). -3xy2 
g). 

x"+1!I" 
n E (N* j h). 

a3b 
i). 

3au ---· 
-6abxz 3x"y ' 3a2x ' 2az 

1 a2b2 a x y2 xun-1 
R,Avem:a)2ub;b)-; c)--; d)-· c)-; f)---; g)-3-; 3z 5cd 4b ' y 2ab: 

IIJ.22. Amplifioaţi fracţiile algebrice raţionale : 

a-) • .!?_ab ; b). 7 xy , c). ~-~~!!-~~; d). a + b ; e). a + b ; 
5xy 2 3abz 6abz2u c a + d 

f). 
ab +ac+ bc 

a+b+c 

pe 1înd cu: 2; a; uz; 3a2bk; a+ b. 

~8 

R, Avem: 

6ab 12ab 6a2b 6abuz 18a3 b2k 
a)------·------- ---

5x!J2 10,'t!J2 5axy2 uxţJ2z 15a2bkxy8 

6ab(a + b) 

5xy2(a+ b) 

7X!J 14xy 7ax!J 7uxyz 21a2bkxy 7xy(a + b) 
b) ---= --- --- --- ---- ------; 

3abz 6abz 3a2bz 3abuz2 9a3b2kz 3abz( a+ b) 

c) 
3x2y2z 6x2112: 3ax2!]2Z 3ux21,2z2 9a2bkx2112z 3x2ţJ2:(a + b) 
--= =---= = = -· 6abz2u 12ab:2u 6u2b:2u 6abz3u2 18a3 b2kz2u 6abz2u( a + b)' 

a+ b 2(a + b) a(a+b) uz(a + b) 3a2bk(a + b) (a+ b)9 
d)--= =--= = 

C 2c ac cuz 3a2bck c(a + b) 

• a+ b 2(a + b) a(a + b) uz(a + b) 3a2bk(a +b) (a+ b)2 

eJ--=---=---= = = ; 
a+ d 2(a + d) a(a + d) uz(a + d) 3a2bk(a + d) (a+ b)(a+ d) 

() ab +: ac + bc 

a+b+c 

2(ab + ac+ bc) 

2(a + b + c) 
= 

a(ab + ac+ bc) 

a(a + b + c) 

3a2bk(ab + ac+ bc) (a+ b)(ab + ac+ bc) 
= = 

3a2bk( a + b + c) ( a + b)( a + b + c) 

uz(ab + ac+ bc) 
= 

u:(a + b + cj 



111.23. Simplificaţi : 

x+l 
a). 3(x + 1) 

b). x + 2 ; c). x + y ; d). a ; 
3x + 6 ax + ay a2 + ab 

a2 + db 
e). ----; f). 

ab + bz 

x+y g). • 
ax + ay + bx + by 

R. Avem: 

x+1 1 x+2 x+2 1 
a) --- =-; b)---=---·--=-; 

3(x+1) 3 3x+6 3(x+2) 3 

x + y x + li 1. a a 1 
c) --= --=-; d) --=--=---; 

ax+ay a(x+y) a a2 +ab a(a+b) a+b 

a2 + ab r.(a + b) a 
e) --- = ---- = -; 

x2-3x x(x--3) 1 
f) ---- = --- =--; 

ab + b2 b(a + b) b x3 - 3x2 x2(x- :J) x 

x+y 
g) = 

ax + ay + bx + by 

x+g 
------= 

a(x + y) + b(x + g) 

111.24. Simplificaţi fracţiile : 

x+u 
(a+ b)(x + y) 

1 

a+b 

X 3 - X b y xV2+ Y 2 Vs 
a). , >· , V • 

5X2 +5X YXV2 + YX 3 

2.P -3 
c). v- ' 2x+ 6 

2X3 + 3X2 - SX - 12 3X2 - 27 
d). --------, e). -· -----

4 - X 2, 3X2 - 18X + 27 

X(X2 - 1) X(X - 1)(X + 1) X - 1 
R. a) Avem: --- = -------- = ·--, 

5X(X + 1) 5X(X + 1) 5 

YJ'2(x + Vsv> V2<x + Van cV2.\" - Vi><V2.\'" + Y:n 
b) ----- = ---- c) --------- = 

xYcY2 + Vi> xcV:f + Y:n ' V2<Vi),: + V:n 

V:fx - J/3 2.\"(X2 - 4) + 3(X2 - 4) (X9 - 4)(2X + 3) . 
= --- , d) -------- = --- --- ···- = -2.X -3 

}':f (2- X)(2 + X) (X+ 2)(2 - .Y) ' 

3(X2 --U) 3(X-3)(X+3) X+3 
e) - = = --. 

3(X2 -6X + 9) 3(X-3)2 X-3 

111.25. Fie a, b numere reale. Demon~traţi identit.1.ţilc: 

1). a2 - b2 = (a - b)(a + b); 

2). a3 - b3 = (a - b)(a' + ab + b2); 

1;:9 



3). a4 - b4 = (a - b)(a3 + a 2b + ab 2 + b3); 

4). a5 - b5 = (a - b)(a' + a3b + a2b2 + ab 3 + b4). 

Scrieţi, în mod analog,o identitate pentru a11 - b" cu 1, număr 
natural oarecare. 

R. După efectuarea produsului (a - b)(a2 + ab + b2) şi reducerea termenilor asemenea, 
obtinem <13 - b3 • 1n mod analog, obţinem celelalte identităţi. In caz general, pentru n număr 
natural oarecare, avem identitatea: 

111.26. Fie a, b numere reale. Demonstraţi identităţile: 

1). a 3 + b3 = (a+ b)(a2 - ab + b2) 

2). a"+ b6 =(a+ b)(a4 - a 3b + a2b2 - ab 3 + b4) 

Scrieţi, în mod analog, o identitate pentru a 211 +1 + b211 +1 cu n număr 
naturaJ oarecare. 

n. IJup,i erectuarea produsului (a+ b)(a2 - ab + b2) şi reducerea termenilor asemenea, 
obtincm a"+b3 • ln mod analog se obtine identitatea de la ~). Intr-un caz general, pentru a 
natural, avem : 

a2n+l + b2n+1 = {li+ b)(c,2n _ 11211-lb + ... -ab211-1 + ban). 

II1.27ro. a1, a2 , a~ şi b1, b2, b3 fiind numere reale oarecare, demonstra.ţi 
identităţile (Lagrange) : 

1). (a? + an(bf + b~) - (a1b1 + a2b2)2 = (a 1b2 - a2b1) 2• 

2). (ai -t- a~ + a~)(br + Vi + bi) - (a1b1 + a2b2 + aaba)2 = 
= (ft,1b2 - a 2b1) 2 + (a1b3 - a 3b1)2 + (a2b3 - a 3b2) 2• 

Scrieţi identitatea, pentru 2n numere reale oarecare tii, a2, ••• , ._ 

şi bi, b2, •.. , b,.. 

H. 1) Efcctulnd calculele in ~emDrul stlng, obţinem succesiv: 

aM + aib~ + a~b} + u~b~ - ( aibi + 2a1 a2b1 b~ + a:b:) = a~b~ + alb~ -

- 2a1a3 b1b~ = (a1 b2 - a2b1) 2• 

Identitatea 2) se 01>ţinc analog. 
Pentru n numere reale oarecare, identitatea se scrie : 

n(n-1) 
(nibJ-aJbi)2, ln aceastA sumă fiind---- termeni. 

2 

lll.28P0 • Demonstraţi că : 

1). dacă a + b = ab + 1, atunci a= 1 sau b = 1. 
2). dacă (a2 + 1)(b2 + 1) + 4ab = 2(a + b)(ab + 1), atunci a =- l 

ga.u b = l, unde a, b sînt numere reale oarecare. 
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n. 1) a+ b = ab + 1 este echivalentă -succesiv cu a+ b- ab-1 = O, a(1 - b) + 
+b-1=0, (b-1)(1-a)=O, de unde rezultă b-1=0 sau 1-a=O, adici a=1 
art b = 1. 

2) Efectulnd calcule analoage, obtinem ( a - 1)2 • (b - 1)2 = O, de unde rezulti a= 1 
au b= l. 

I11.29ro. Fie a, b numere reale diferite. Demonstra.ţi că. : 

b(a2 + 1) = a(b2 + 1) implică. ab = l. 

R. b(a1 + 1) = a(b2 + 1) devine ba2 + b - ab2 - a = O sau (ba1 - ab1) + (b-a )=0 
sau ab(a-1,) + (1,-a) = O sau (a-b)(ab-1) =O.Cum a#, b rezultil ab-1 = O, deci 
ab= 1. 

111.30!'0. Determina.ţi w, y e IR, pentru ca.re : 

a:z + y2 + 2a( -a; - y + a) .s;;;; O, a e IR. 

R. Efectulnd calculele şi gruplnd termenii se obţine inegalitatea echivalenti (z- a)'+ 
+ (U - a)1 ,e,; O, (1). Cum (x - a)2 + (g - a)1 ;., O, (2), ca sumă de pătrate, rezultl dia (1) 
şi ci~ ci (z- a)1 + Cu - a)1 = O ceea ce implică x-a= O şi y- a= O. Aşadar r: = u=a 
alnt numerele căutate. 

111.31. Arăta.ţi că. oricare ar fi a, b numere rea.le strict po&itive : 

a b 1 
1). -+-~ 2, 2). a+-~ 2. 

b a a 
R. 1) Aduclod la acelaşi numitor se obţine: 
a•+ t,l-2116 . (a- b)1 
----- ;., O sau --- ;., O ceea ce este evident, tinlnd cont de Ipoteză. 

116 ab 
2) Itezultă din 1) Iulnd b = 1 sau efectulnd calculelt ca la punctul 1). 

IIJ.32PO. Arăta.ţi că oricare ar fi a, b, c numere reale strict pozitive : 

1 b l 1 1 . 
).a+ +•+-+-+-~6. 

a b C 

2). a + b + b + c + c + a ~ 6_ 
C a b 

R. 1) a+ b + c + + + + + + = (a+ +) + ( b + +) + ( c + +) ;a, 

~ 2 + 2 + 2 = 6, unde am folosit rezultatul de la exerciţiul 111.31 ·; 2) a + b + 
C 

b+c c+a a b b c +--+--=-+-+-+-+ a I, c c a a 

C a 
-+ -=-" ~' 

( a ") (• • -. +-;- + -;-+ 

+ +) + ( + + -;-) ;., 2 + 2 + 2 = 6. 
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11I.33PO. Arătaţi că oricare ar fi a, b, c, d numere reale 2 

1). a2 + b2 ;;:i: ab. 
2). a2 + b2 + c2 ;;:i: ab + ac + bc. 

3 
3) _ (a2 + b2 + c2 + d2) ;;:i: ab +ac+ ad+ bc +bd+ cd. 

2 
R. 1) Înmulţim cu 2 inegalitatea şi obţinem 

2a2 + 2b2 - 2ab = a2 + b2 + (a2 - 2ab + b2) = a2 + b2 + (a - b)2 ~ O. 

Semnul egal are . loc dnd a = b = O. 
2) Analog, înmulţind cu 2 şi efectulnd calculele obţinem (a - b)2 + (a - c)2 + (b - c)2 ;.,0-

cu egalitate clnd a ~ b = c. 
3) Inegalitatea este echivalentă cu inegalitatea evidentă (a - b)2 + (a - c)2 + (a .....,. 

+ (a - d)2 + (b - c)8 + (b - d) 2 + (c - d) 2 ~ O. 

II1.34P0• Arătaţi că pentru numere reale oarecare a, b, c 2 

1). a2 + b2 ;;:i: (a + b)2. 
2 

2). a2 + b2 + c2 ;;:i: (a+ b + c)2. 
2 

R. ·1) Efectutnd calculele, obţinem inegalitatea evidentll. (a - b)8 ~ O. 
2) Obţinem (a - b)2 + (b - c)2 + (a - c)2:),. O, cu egalitate cind a = b = c. 

11I.35FO. Oricare ar fi numerele reale strict pozitive w, y considerăm 
numerele: 

'° + y = ma numit media aritmetică a numerelor w, y ; 
2 

1/wii = m„ numit media geometrică sau proporţională a numerelor· 
{l)Şi'!/; 

1 
2 1 = m1a numit media armonică a numerelor w şi y ; 

-+-
(I) y 

V m2 ţ Y2 = m11 numit media pătratică a numerelor .A şi y. 

Demonstraţi că există inegalităţile : 

min(w, y) ~ m1a ~ m,, ~ ma ~ m11 ~ max(w, y). 

2 
R. Fie x = min(x, y); x . ..; --- echivalent cu x(x + y) ..; 2xy echivalent cu, 

1 1 
-+-

X y 

z + y ..; 2y, adlcll. :r..; y; 2 ..; J/xy echivalent cu 2xy ..; (x + y) V xy echivalent cu, 
1 1 
-+-:,.: y 
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1r= 1r- 1G 1r- X + li 1r= 
~y;i:g ::i. a + y sau (r x - v y)2 > O; v xy .;;; - 2-· este echivalent cu 2r xy ::i. x+ y, adicl 

,<1/x- l'u)2 ;;i, O; -- ::i. --- este echivalent (după ridicare Ia pătrat) cu (x + y)8 ,._ 
- x+ y yx2 + y• 

2 2 

Vx•+ys 
-~ 2 ( x1 + y1) echivalent cu ( x - y)2 ;;i, O ; 2 ::i. y echivalent cu 2:11 + y8 Eo 2y1 sau 

z1 Eo y8, adică x Eo y. Observaţie: ln toate calculele am ţinut cont că :s; şi y stnt pozitive, 

III.3Gro. Demonstraţi că oricare ar fi numerele reale strict pozi~ 
tive a:, y: 

1). a: + y = ·2 implică, a:y ~ 1 ; 

2). a:y = 1 implică, a: + y ;;;;a, 2 ; 

3). _!_ + _!_ = 2 implică, a:y ;;;;a, 1. 
a: y 

1/- 2 
R. 1) Aplicăm inegalitatea m, Eo ma şi obţinem xy Eo - , adică xy ::i. 1. Altfel: 

2 

41 = 2 - x conduce Ia 
:i:+y 

:i:(2- :i:)::i. 1 şi mai departe (x- 1)2 ;;i, O; 2) Inegalitatea V xy ~ 

< -- conduce Ia 
2 

..:.. + y > 1, adică x + y > 2. Altfel: din ipoteză y = _.:. şi inega-
2 :i; 

1 2 
titatea devine x + - > 2; 3) Aplicăm inegalltawa m„ '1l. m11 şi obţinem ---- ~ 

:i; 1 1 

Y 2 1,-< xu, adică -- ::i. r xy şi deci xy ;.. 1. 
2 

-+-
~ u 
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a.ţiei: 

CAPITOLUL IV 

ECUAŢll ŞI SISTEME DE ECUAŢII 

IV.1. · Care dintre numerele : - 1/2 ; O ; _!_ ; 1 ; 1/2 este soluţie a ecu-
3 

3(x - 1) + 3 = 2x + }/2! 

R. In1ocuind ln membrul stlng al ecuaţiei x cu - l'z obţinem: 3(- }'2-1) + 3 = 
= - 3}'2- 3 + 3 = -3'1'2. Procedlnd la fel tn celălalt membru, obţinem: -2f.f + f2 = 

1 = -}'2. Rezultă că - l'2 nu este soluţie a ecuaţiei. In mod analog deducem că O • - • 1 
3 

au s~nt soluţii ale ecuaţiei. Pentru x = V2. obţinem 3(V2 - 1) + 3 = 2}'2 + V2 sau 3V:[ = 
= 3Y2. deci l'2 este soluţie a ecuaţiei, 

Il7 ?.. Care dintre numerele: -0,3; 2,(4); 1/3; f20 - 1; Vo,OO(l} 
este solu~ie a ecuaţiei: 

R. Aplictnd proprietăţile relaţiei de egalitate dintre numere reale. obţinem succesiv 
ecuaţiile echivalente : x + 1 - 6 = x - 3 - 2 sau -5 = -5, de unde rezultă că orice :i: 

este soluţie a ecuaţiei. Rezultă in particular. că numerele propuse in exerciţiu, sint soluţii. 

IV.3. Rezolvaţi ecuaţiile : 

a). 3x - 7 = 5x - 3, 

X 1 1 
b). - - - = a, - -, 

2 4 2 

in mulţimile [N, '11.., (Q, CR. 
n. a) Ecuaţia este echivalentă cu ecuaţiile: 3:i: - 5:i: = - 3 + 7 sau - 2:i: = 4 sau 

:.i: = - 2. Deci ecuaţia nu are soluţii ln 1N şi are soluţii ln 7L, CI, IR pe :i: = --2. 
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IV.4. a). Determinaţi a real astfel incit ecuaţia, in a; : 

2a; + a 5a - a; 2 + 
3 + 4 = a ID (1) 

• aibă. soluţia. -3,5. 
b). Determinaţi a; real astfel incit ecuaţia (1) in a să. aibă. soluţia 2. 

R. a) Pitntru :i: = -3,5, ecuaţia ln a este : 
-7+ a 

3 

5a+ 3,5 ---= 2a- 3,5, 
4 

eare este echi\'alentă succesiv cu ecuaţiile: -28 + 4a - 15a - 10,5 = 24a- 42- 35«= 3,5 
2:i:+ 2 10-:i: 

şi rezultil a"= 0,1. b) Pentru a= 2 ecuaţia ln :i: este: -- - --= 4 + :i: care este 
3 4 

echivalentă succesiv cu ecuaţiile: 8:i: + 8 - 30 + 3x = 48 + 12x= -x = 70. Deci :i:=-70. 

IV.5FO. Rezolvaţi în mulţimile [N, 7l, (&}, IR ecuaţia : 

aa; + b = O, a, b e 7l . 
• 

R. I. Dacă a = b = O egalitatea există pentru orice x real. Dacă a = O şi b :fa O nu 
-SStă x astfel .Incit să avem egalitate. 

b 
II. a =I, O Implică x = -- . Rezultă: 

a 

1) pentru a= 1 şi b lntreg negativ, soluţia x = -b este din mulţimea 1N; 
pentru a = -1 şi b natural,- soluţia x = + b, din mulţimea IN . 
.2) pentru a = 1 sau a = -1, soluţia x = -b, respectiv x = b din mlllţimea Z. 
3) Pentru b multiplu de a soluţia este din 71.. 

b 
4) x = - - este ln mulţimea Q dacă b nu este multiplu de a. 

a 

IV.G. Rezolvaţi ecuaţiile: 
a). 4(2a; - 3) + 5 = 7a; - 12; 
b). (a; - l)(a; + 1) = (a; - 1)2 ; 

c). 0,25a;2 - 0,01 = ( ; - 1 r ; 
d). Va x<V6x - 1> = 3V2 a; cm + 2) ; 
e). ( -5a; + 1)(25a;2 + 5a; + 1) = 5a:(l - 25a:2) ; 

f). (3 - 5a;)2 = 25a;2 - 30a; + 10 ; 
g). a,3 = a;(a; + 3)2 - 3a;(2a, + 3); 

h). J + 2~ _ 5 - 3m = 0 ~ 
3-2a; 2a;-3 

R. a) Avem: 11:i:-12 + 5 = 7x-12, de unde rezultă :i: = -5; b) :i:1-1 = :&9-
. :i:• 

-2:a: + 1 implică 2:a: = 2, adicli x = 1 ; c) 0,25:i:1 - 0,01 = - - x + 1 echivalent cu 
_4 

1 t 1 1 101 
-:a:1 --= -xi- x+ 1, de unde x= 1 +-. Deci x=-, s= i,"1; 

4 100 4 100 100 

li) fisx• - ys; = 3~:a:1 + 6V'2x sau 3V'2x• - ya; = 3Y2i• + 6}'2x echivalent cu cfl/2 + 
+ Ys)x = O, de nade x = O; e) In membrul stlng ae aplici (c - b)(al + a6 + 11) = r - ta 



pentru a= -5x şi b = 1, sau se calculează direct prodt1~u1. Obţinem: -125x3+1=5x-
1 

- 125x3, de unde 5x = 1, adică x = - ; f) Avem 9 - 30x + 25x2 = 25x2 - 30x + 10, 
5 

echivalent cu: 9 = 10 Deci ecuaţia nu are nici o soluţie reală; g) x3 = x (x2 + 6x + 9)
- 6x~ - 9x sau x3 = x3 + 6x2 + 9X - 6x2 - 9x, de unde: O= O, deci orice x .real este 

3 + 2x 5 - 3x 3 + 2x 5 - 3x 8 - x 
-soluţie; h) Avem: ---- -- = --- + --- = -·- . Deci ecuaţia este echl-

3-2x 2x-3 3-2x 3-2x 3-2x 

8-x 
valentă cu -- = O, de unde rezultă 8 - x = O, deci x = 8, observlnd că pentru aceastii 

3-2x 
valoare a lui x, numitorul 3 - 2x nu se anulează. 

IV.7. Rezolvaţi ecuaţiile următoare, discutînd după. valorile lui 
a şi m numere reale : 

a). mx = 3 - 2x; b). 2mx = x + 4m - 2; 
c). m(x - 2) - 4:.v = m:.v - 2(m - 2); d). mx + x = m2 - 1; 

n. a) Ecuaţia este echivalentă cu ecuaţia: (m + 2)x =·3. Apar două situaţii: I. Pen-
3 

tru m + 2 op. O adică m =I- -2. ecuaţia are soluţia unică x = -·· -·-. II. Pentru m = -2 
m+2 

ecuaţia nu are soluţii; b) Ecuaţia se scrie echivalent (2m-1)x = 4111- 2. Slnt două cazuri: 
1 4m-2 2(2m-1) 

I. Pentru 2m - 1 ,f, O, m op. - ecuaţia are soluţia unică x = -·-- = -- = 2. 
2 2m-1 2m-.l 

II. Pentru 2m - 1 = O, obţinem O• x = O, propoziţie adevărată pentru orice x real. Deci, ln 
acest caz ecuaţia are o infinitate de soluţii. c) Ecuaţia devine: mx- 2m - 4x = m:t- 2m + 
+ 4, de unde rezultă x = -1, soluţie unică oricare ar fi m real; d) Ecuaţia ae mai 

m2 -1 
scrie x(m + 1) = m1 - 1. I. Pentru m =I- -1, ecuaţia are soluţia unică x-= -- = 

m+1 

(m- l)(m + 1) 
= ------ = m - 1; II. Pentru m = -1, obţinem x- O = O de unde re:rultă cil 

m+1 
orice număr real x este soluţie a ecuaţiei. 

IV.8. Se consideră sistemul: 

{ 
V2x + 3y = 1 

3\!2x+ 7y =1. 

Verificaţi dacă perechile de numere (x, y) : (-\/2, 1), (O, a), a e IR, 
(1, 'V2) sînt soluţii ale sistemului. 

R. Inlocuind x = - VT şi y = 1 ecuaţiile sistemului slnt verificate : -2 + 3 = 1, res
pectiv -6 + 7 = 1. Pentru x = O şi 11 = a, obţinem 3a = 1 şi 7a = 1, de unde rezultă ci 
perechile (O, a), a e IR nu pot fi soluţii ale sistemului. 

Pentru x = 1 şi y = V2 prima ecuaţie nu este verificată : }'2 + sW,,;, 1. Deci (1, yij 
DU este soluţie. 

tl66 

IV.9. Determinaţi soluţiile sistemelor : 

{
2x - 3y = 5 

a). 
3x + y = 2 



b)· 

1 
- m ~ 0,25y = l 
2 

1 
0,5~ +-y = 1 

4 

c). {1,5a; + 0,(3)y = 1,8 
3m + 0,(6)y .= 1,6. 

. R. a) Folosind, de exemplu, metoda „reducerli." înmulţilu· a doua ecuaţie a sistemului 
cu '3 şi adunăm ecualiile. Obţi.nem: 11x = 11, de unde x = 1. Din prima ecuaţie, pentru 
:t == 1, obţinem: 2 ~ 3y = 5, de unde y = -1. Deci (1, ...:_1) este soluţia sistemului. 

b) Sistemul este echivalent cu sistemul : 

1 1 
-x--y=1 

2 4 

1 1 
-x+-u=1. 
2 4 

Adunlnd ecuaţiile,. obţinem : x = 2. R.ezultă apoi y = O. 
c) Sistemul este echivalent cu sistemul : 

15 3 18 
-x+--u=-
10 9 10 

6 16 
3x+-y=-

9 . 10 

sau 

3 1 9 
-. -x+-·-Y=-~ 
2 3 i 

2 8 
3x+-y=-

3 5 

{
45x + 10y = 54. 

45x + 1011 = 24, de unde rezultă că sistemul nu are soluţie. 

sau 

IV.to. Determinaţi toate numerele de trei cifre cu cifrele numere 
impare consecutive pentru care suma cifrelor lor se divid la 21. 

n. Fie a, a+ 2, a+ 4 cifrele unuia din numerele căutate. Aşadar, suma a+ (a+ 2)+ 
+(a+ 4) = 3a + 6 se divide la 21. Cum 3a + .6 = 3(a + 2) şi 2! == 3 · 7 rezultă a+ Z 
se divide la 7. C~in a este cifră rezultă a+ 2 ~ 11, deci ~ + 2 = 7 şi atunci a= 5. 

IV.11. Perimetrul unui pătrat este egal cu 16 cm. Aflaţi aria sa. 
n. Fie x lungimea laturii pătratului. Perimetrul său este x + x + x + x = 4x, deci 

(x = 16 de unde x = 4 cm. Aria sa este x2 = 16 cm2• 

,4 
IV.12. Aflaţi un număr pe care dacă-l înmulţim cu - obţinem 

7 
acelaşi rezultat cînd scădem 21 din el. 

4 
n. Fie x numărul căutat. El satisface ecuaţia - :i: = x - 21 adicl 4x = 7:i:-147 

7 

-147 
care rezolvată conduee la x = --, x = 49. 

-3 
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1 
IV.13. Aflaţi un numă.r pe care dacă.-1 înmulţim c11. 5 obţinem 

acela.şi rezultat dacă îl adunăm cu 14. 

7 n. Fie :,; numirul căutat. Obţinem ecuaţia - :r: = :r: + 14 sau 7,: = 5a: + 70, de 
5 

unde :r:= 35. 

IV.14PO. Şapte jucători s-au învoit ca cel care va. piel'de partida, ai 
piă. tea.scă. celorla.lţi o sumă de ba.ni echivalentă, cu cea pe ca.re, o posedl. 
persoa:aa respectivă, cu alte cuvinte să dubleze banii fiecărui partener. 

S-au jucat şapte partide. Fiecare a pierdut cite una.. După termiaana 
joeului, au socotit cîţi bani au fiecare. S-a constatat că. toţi a.vea.u aceelli 
sWllă : 12 lei şi 80 de ba.ni. 

Oiţi ba.ni poseda fiecare· jucător Ia. începutul jQCUl.ai t 
n. In timpul jocului, suma totală de bani a rămas invariabili; haaii nu au ficut cledt 

să treaci cUn buzunarul unnia ln buzunarul altuia. Deci. la lnceputalioawlui suma tataii a Jlllt 
aceeaşi ca şi la terminarea lui, adică egală cu 7 • 12,8 lei = 89;6 lei. 

Să •rmărim cum a variat ln procesul jocului sttma de bani a jucătandui care apied11t 
p11imllll. 

La hlceputul jocului, el poseda :,; lei. Pierzlnd prima parttdi, el. a plltit.celcntalti I 
parteaeri suma pe care o posedau aceştia, deci 89,G - x. După prima ttHfidl i-a. rlmaa suma: 

.a: - (89~ 6 - :,;) = :z,;- 80,6. 

După a dGua partidă banii lui s-au dublat, deci a avut suma : 

2(2:i: - 8t,6t. 

D11pi a treia partidă, banii s-au dublat din nou, avlnd •- : 

21(2.a: - 89,lt 

şi ap mai departe plnă clnd, după a şaptea partidă avea suma 2'(1a:-at.lt. adiclt!,4111el. 
Rezultă, deci, ecuatta : 

21(2 x....., 89,6) = 12,8' 
de unde :,; = 44,90 lei. 

A1allar, primul jucător poseda la lnceputul jocului 44 de lei şi lllt de.t.llai. 
ln mod analug procedăm şi pentru a determina citi bani au nu.t fa taCeJJUtul j OCldlll 

ceilal,ţi jucit•ri. De exemplu, să ne situăm tn cazul celui de-a cincilea jad.tQI" •. După.prima 
partidi el fi-• dublat banii'deci"avea :ry, dacltprin li am notat cf'4'.bllDi a-VeA'la· fnceputulteca
lui.:llupi al doilea joc va avea ~y. dupil al treilea, 2'8y, iar după .. .,......._ !4w. Pe al.ciaaa•' 
plentathl-1, plăteşte 89,6 - 2111 şili rămln 2111 - (89,6 - 25yţ = 2'g - ft.,iJ. Dlll)ă al şaselea 
jec are 2f2ill - 89,6), iar după al şaptelea, 21(2'11 - 89,6). Rezultlec11.aţia : 

21(2'11 - 89,&; = 1!,M 
adicl r, = 2,M W. 

G• ceilalţi procedăm analog. 

;fV.15. Suma. a două numere na.turale scrise ia .-..10 este egali 
eu 9-79. lin.ul din ele se terminăiîn O. Dacă-se taie aoest·zel"G 11e obţine al 
doilea n.UID.k. 

,. Aflaţi numerele . 
. ~-

' ' R. NumiTul care se termină ln O nu.poate . .fl de doul cifre ~/-.,ca~t,cu. maxim._ 
aamei Hlor douil ,numere ar fi 90: +:, 9 =e99. De asemenea, acest~•'.AJu•te fi de:pa~ 
sau mai multe cifre căci suma celor doul numere ar fi minimum. t•. -:f::'.l(tt =JUOO. Apw., 



i,mnul.nmblr an lnhttre oi este de :10 ori mal mare deelt al doilea, sl-111otim cu :i:. Rwrultă 
atuliciecalla: 

lOs + s= 179 

4le unde s = 89. Noinuele eăutate stnt deci 890 p 89. 

JV.lCl'O. DeMJminaţi baza. de n~eraţie (IJ în care a.re loc efdli
tatea.: 

3,. · 15 .. = 46,.. 
n. Avem s> I ,1: 

4e unde s = 9, can verifici. 

IV.17. Ta.tăi are astăzi 28 a.ni şi fiul 8. Să ae mspundă la. urmito&
rele întrebări : 

a). Peste eîţi ani vîrsta tatălui va fi de trei ori ma,i mare decit Til'lita. 
fiului' 

b). Este posibil ea, pe viitor, virsta tatălui să fie de 3,5 ori mai mare 
decît "VÎJ'sta. fiului Y Dacă este posibil, arăta.ţi d-qpă ciţi ani vîrsta. tadlui 
va. fi de 3,ll ori mai mare decît virsta fiului. 

c). Este posibil ca, în viitor, virsta tatălui să, fie de patru ori mai ma.re 
decît vk-sta fiului ! Dacă este posibil, arătaţi după cîţi ani vtrsta tatilui 
ya, fi de patru eri ma,i mare decît virsta fiului. 

d). A fost :posibil ca, în trecut, virsta tatălui să, fi fost de pa.tm ori 
mai mare decît vîrsta fiului ! Dacă. ·acest lucru a. fost posibil, ari.taţi cu 
cîţi ani în urină s-a realizat acest lucru. 

R. a) Fie :i: aimlrul de ani după care vlrsta tatălui va fi de trei ori mai mare declt 'rirsta 
fiului. Tatiilva av,aatunei(28 + :i:)ani, iar fiul, (8 + :i:)anidecivom avea: 

28 + :i: = 3(8 + :i:) 

de unde :i: = 2, Deci, peste 2 ani, vlrsta tatălui .va fi de doul ori mai mare declt vlrsta fiului. 
b) Fie :i: numirul de ani după care vlrsta tatălui va fi de 3,5 ori mai mare declt a fiului. 

Vom avea ecuaţia : 
28 + Z = 3,5(8 + :i:) 

de unde :i: = O. Rezultl că exact ln momentul de faţă vlrsta tatiilui este de 3,5 erl mai mare 
.teclt vlrsta fiului. 

c) Raţiontnd 1n mod analog ca la punctele precedente găsim ecuaţia : 

28 + :i: = 4(8 + :i:) 
de unde :i: = -4/3. Rezultă că răspunsul la lntrebare este negativ deoarece trebuie ca :i: > O. 

IV.18. La o serată. au fost invitate fete .:Şi ,.bMeţi: 20 de persoane. 
Ana a dansat cu 7 tineri, Irina cu 8, Veronica. cu 9 şi aşa. mai 
departe pînă cînd ultima. fată, Ioana., a dansat _cu toţi tinerij. 

Cîţi tineri (băieţi) au participat la serată Y 

R. Să notăm cu a: numărul feţelor. Atunci·pri.Jna,.Ana, a .dansat cu (6 + 1) Uneri, llina 
cu (6 + 2) tineri, V e111niea, a treia, cu (6 + 3) tinei'!, .•• , a:i: - a, Ioana, cu (6 + ~ tllnsi. Deci~ 

:i; + (6 + a:)c= 20 

• unde :i: = 7. RezuJH că numlnll blllePţor a fost 20- 7...., .13. 



:fV.19. lntr-un depozit erau 185 t de cărbum, iar intr-altul, 237 t. 
Din primul depozit s-au luat cite lG t de căJ:buni pe zi, din al doilea cite 

18 t pe zi. Dupi:L clte zile a rămas în depozitul al doilea de 1 _!_ ori mai 
2 

mult cărbune decît în primul depozit T, 

1 
n. Fie x numărul de zile după care în depozitul al doilea va rămlne de 1 - ori mai 

2 
mult ciirlrnne <lecit în primul. Cantitatea de cărbune rămasă după x zile în primul depozit este 
(185 - 15:r), iar în al doilea (237 - 18.c). Aşadar, ecuaţia problemei este: 

cu soluţia x = 9. 

1 
237 - 18x = 1 - (185 -15x) 

2 

IV.20. Diferenţa a două numere este 35. Împărţind numărul cel 
marc la, numărul cel mic, obţinem citul 4 şi restul 2. Găsiţi cele două 
numere. 

R. Fie x al doilea număr. Potrivit teoremei împărţirii numerelor întregi, primul numlir 
este egal cu 4x + 2 şi diferenţa lor va fi (4x + 2)- x = 3x + 2. Aşadar, 3x + 2 = 35, de 
unde x = 11. Primul număr va fi egal cu 4· 11 + 2 = 46. 

lV.21. Aflaţi două numere cunoscînd suma lor 70 şi diferenţa, 
lor 40. 

R. Fie x al doilea număr. Atunci primul este cu 40 mai mare ca x, deci este egal cu 
40 + x. Suma lor este (40 + x) + x = 40 + 2x, deci 40 + 2x = 70 de unde x = 15. Primul 
este, aşadar, egal cu 40 + 15 = 55. 

IV.22. Avem două rezervoare, dintre care unul conţine de doruf. 
ori mai multă apă decît celălalt. Dacă turnăm din primul rezervor în al 
doilea 16 hl, ambele rezervoare conţin aceeaşi cantitate de apă. Cîtă apă, 
a fost în fiecare rezervor Y 

R. Fie x cantitatea de apă din al doilea rezervor. ln primul se va afla o cantitate egali 
cu 2x. Aşadar : 

2x-16 = x+ 16 

de unde x = 32(hl). ln primu! rezervor vor fi 2 • 32 hl = 64 hl. 

IV.23. Diferenţa dintre mărimea lungimii şi mărimea lăţimii unui 
dreptunghi este 9 cm, iar perimetrul său este 46 cm. 

Aflaţi aria dreptunghiului. · 

n. Deoarece diferenţa dintre mărimea lungimii şi mărimea lăţimii este 9, rezultă că miri
mea lungimii este cu 9 mai mare decît mărimea lăţimii, fie aceasta x. Perimetrul dreptunghiului 
va fi, atunci 2[x + (x + 9)) = 2(2x + 9) = 4x + 18, Deci 4x + 18 = 46 de unde 4x = 
= 46 - 18 = 28, deci x = 7 cm. Atunci mărimea lungimii va fi 7 cm + 9 cm = 16 cm, deci 
aria dreptunghiului va fi 7 cm x 16 cm = 112· cm•. 
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CAPITOLUL V 

EXERCIŢII ŞI PROBLEME RECAPITULATIVB 

V.t. Arătaţi că pătratul unui numi.r natural n ~e UBa, din formele 
4k sau Sk + 1, k e IN, 

R, Un număr natural n are una din formele 2t sau 2t+ 1, t e IN. Daci n=2t rezultl 
n1=4t8, deci noUnd t2 = k avem n8 = 4k, Dacă n = 2t + 1 atunci n~ = (2t + 1)8 = 4t1 + 
+ 4t + 1 = 4t(t + 1) + 1. In acest din urmă caz, deoarece t şi t + 1 slnt numere naturale 
consecutive, unul dintre ele este par, deci produsul t(t + 1) este par, deci există q aşa ci 
l(.t + 1) = 2k, adică n2 = Bk + 1. 

Deci, pătratul unui numAr natural are una din formele 4k, Bk + 1, ke IN. 

V.2. Arătaţi că, fiind da.te trei numere naturale consecutive, unul 
şi numai unul este divizibil cu 3. 

R, Fie a, a+ 1, a+ 2 cele trei numere. Orice numAr natural are una din formele 3k, 
3k + 1, 3k + 2, ke IN. Dacă a = 3k; problema ~ste rezolvată. Dacă a = 3k + 1 atunci 
a+ 2 = 3k + 3 = 3 (k + 1) este evident, divizibil cu 3. Dacă a= 3k + 2 atunci a + 1 = 
i=3k + 3 = 3(k + 1) este divizibil cu 3. 

In fiecare caz, se constată imediat, numai unul din cele trei numere este divizibil cu 3. 

V.3. Arătaţi că pătratul unui număr întreg n este de una din formele· 
3k, 3k + 1. 

R, Un numAr întreg nare una din formele 3m, 3m + 1, 3m + 2, ms IN. Dacă n = 3m 
atunci n2 = 9m2 = 3 • 3 m8 şi putem considera k=3m8. Dacă n=3m+ 1 atunci n1=(3m+ 1)~ 
= 9m2 + · 6m + 1 = 3(3m1 + 2m) + 1 şi lu!nd k == 3m8 + 2m obţinem n2 = 3k + 1. 

Dacă n =.3m + 2 atunci n1 = 9ml + 12m + 4 = 3(3ml + 4m + 1) + 1 şi lu!nd 
t = 3m2 + 4m + 1 obţinem n = Sk-+ 1, 

Aşadar,. pătratul unui număr natural are una din formele 3k sau 3k + 1, kE IN, 

V.4. Arătaţi că dacă un nmnM pa.r este suma a. două pătrate perfecte 
atunci şi jumătatea numă.ra.lui este suma a două. pătrate perfecte. · 

R, Fie n = a1 + b2, a, be IN. Dacă a este par şi b impar atunci a9 este par şi b1 este 
Impar, deci suma al+ b1 este un numAr impar, contrar ipotezei că n este par, Deci sau a şl 
li slnt simultan pare sau stnt simultan impare. 
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a+ b 
Realllatund ci•+ 6 şi a - b slnt, ln ambele cazuri, pare, deci - 2- ,i 

o-b 

2 
&lnt 

, 11merellltnei.D-ian = a1 + 61 rezultăimediat: 

cum se J)Oate co•stata fil.clnd calculele. 

V.5. Antaţâi că puterea-a. treia a oricărui număr în'keg;,este diferenţa 
a clc,uă. -:pătrate de numere întregi dintre care· unul estm multiplu de 9. 

R. F81-si111 ifilentitatea : 

a8 = [ «(11 ; 1) J-[ a(a; 1) r 
şi faptul cil. .... din aumerele a - 1, a, a + 1 este. divizibil cu 3 (problema V. 2) fi 
rezultil. enaaţ111. 

V~I". •.Demoutra.ţi ol. suma;_pă.tratelor a. trei sau. a. pa.firu numere 
na.turale eenaeeutive nu poate-·fi p~trat perfect .. 

R. Fie •-1, a, a+ 1(a ~ 1) trei nmnere consecutive. Suma pil.tratelor lor este 

(a-1)1 + as+ (a+ 1)1 =·3«1 + 2 = .63 + 2. 

Dar, po~ivtt rezultatelor problemei· 11.4.3, r;,.i.ci un pătrat perfect nu poate fi de forma 
.63 + 2, deci suma t,z-1)1 + a1+ (a+ 1)8" nu poatefi' pătrat perfect pentru nici un aelN*. 

ln centinuare, pentru.patru:.numere naturale consecutive a -1, a, 11 + 1, a+ 2 avem: 

f•-1)1 + a1 + (a+ 1)1 + (a+ 2)1 = {2a + 1)1 + 5. 

Dacii. existi bE 1111 astfel ca (2a + 1)1 + 5 = b1 rezultă b1 - (2a + 1)1 = 5 sau (b-2G
-1)(b + 2a + 1) = 5. 

Cum 5 = 1 • 5 rezultă b - 2a - ii. = 1, b + 2a + 1 = 5, de unde, adunJnd cele doal 
relaţii, rezultil .b = 3 dar a; nu. rezult/t·.natuţ"lll, 

Deci nici s11ma pătratelor. a patru numere naturale consecutin nu poate fi pil.trat perfect. 

V.7">. Demenstraţi ci::, 

1 + ~ + 21 +23· + .•• + 2•-1 + 2•.,...2•+1 -1, (V) ne IN*. 
: B. Ewdenl, l = t•, 2. = 10•;. 21:::::.10011 ••• , 2• =·100 ••. 00,, deci:, 

11 ori: 

.1 + ~-t-~ + 2a + ... +· 2•--l·+ 2"'= t• + 10.- + 100i + ... +100,~ .• O.=.....,._ 
··-•i 

=-U ••. 111 ==-l0._._.0.-1 =-211+1--1. -- ___, ..... l od 11+1 orf 

V.81'. ~ el din 3 numere na.turale oarecare: se:,,pot pai dod 
.a căror -suml d se dtridâ cu z. 

B. -Flo,.a, .b, c .... lrei ll,Ulllere, Daci t.eate abd.-lmpare sau. numa.t dod alnt ...... 
. evident·c.11.·putem a- dnA dintre aceatea • ~ !!11Q18 ~ sl fldun 111111J!lrpu. 
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Dacă numai unul este impar, celelalte două fliJld pare suma acestora este un nu.mir par. 
~u aceasta, enunţul este dovedit. 

V.9. Dacă n este număr natural diferit de 1, atunci n.1 - 1 nu 
poate fi pătrat perfect. 

R. Demonstraţia este asemănătoare celei din problema v. 6. Presupunem că n1 -1 
este pătrat perfect, adică există m e 1N aşa că n2 - 1 = m2 sau n2 - m2 = 1 sau Inei (n - m) 
{n + m) = 1. Dar 1 = 1• 1 =(-1)(-1) şi cum n + m este natural rezultă n + m = 1, 
n - m = 1 de unde n = 1, m = O, contrar ipotezei. 

V.10P0. Fie p şi q două numere prime consecutive, diferite de 2. 
Daciî. 2a = p + q, arătaţi că a este număr compus. 

n. Din relaţia din enunţ deducem • = P + 9 • Cum p < P + 9 < tJ rez11ltl ci a este 
2 2 

cuprins Intre două numere prime consecutive, deci este un numlr compus. 

V.11. Rezolvaţi în IJ".,I ecuaţia. : 

3xy + 7z = 21. 

(A.rlur Biflducd, G.JI., B : '1128) 

R. Observăm că z E;; 3 clei altfel primul membru al ecuaţiei ar fi strict mai aare declt 
.al dei.lea. Dacă z = 3 atunci ecuaţia devine 3xy + 21 = 21 de unde :,;g = O, deci ,: = r = O. 

Dacă z = 2 ecuaţia conduce la 3:i:g = 7, absurd, căci primul membru se dl.vide cu 3 
iar al doilea, nu. 

Dacă z = 1 ecuaţia devine 3:,;y = 14, imposibilă tn numere naturale din motive asemlnl,
teare celor expuse mai sus. In sflrşit, dacă s =- O atunci 3:,;g = 21 sau :i:11 = 7 care conduce 
ila ic = 1, y ;.. 7 sau :,; = 7, I/ = 1. 

V .t2P0. Demonstra.ţi că dacă numerele întregi a:, '!I, z verifici relaţia 

f6Y = z2 + :, + z(a: - y) 

(Liliana Niculescu, G.M., B: '111., 

B. Relaţia se mai poate scrie : 

••= 
-· la,c:i: 

.4fe 1111110: 

:i:g= zi+ 2+ 2:.1:- •• 

:,;y + :r:, - (zi + z:i:) = 2 

y(:i:+ z)-z(:i:+ z)= 2 

(11-z) (:i:+ z) = 2. 

Cu• 2 = 1 • 2 = (-1) • (-2), avem poslbllitiţUe: 

{,-,= 1 
(1) 

z+z=:I 

(2){r-z=-1 

:i:+z=--.2 
{
u-z=2 

(8) . 
z+ •-1 

{r-s= _,. 
(~ . 

. :111+•--4 

AdallbMI Mie doul relaţli t. 11..-.e ...,a abţlna •• ·•+, - a UMil*U t) li (31 
=-11s+1-.....Jfpu&n(2,}"('))decl.ll!ltNte„uu. j•+ ,1-a. 
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V .t3P<\ Ar:ttaţi că numerele de forma. 5•+&. 211 - 1.25, unde
" e IN, sînt divizibile cu 45. 

(Constantin Coandii, G.M., E: BOSS) 

R. Numărul din enunţ se scrie, succesiv : 

Cum: 
5•+3 • 211 -125 = 5•. 211 • sa -58 = 53(1011 -1). 

1011 -1 = 10 ... 0-1 = 99 ... 9 = 9·11. .. 1 --11+1 cifre --· --n cifre n cjtre 

rezultă că numărul dat este divizibil cu 53 .9 şi, cil atlt mai mult, cu 45. 

V~14. Fie numltrul: N = 511+'.311 .211 + 511 .311+2 .211+2 

\lllde n e [N. Determinaţi' valorile lui n pentru care 1983 divide pe N 

(Artur Biiliiucii, G.M., E: 8362) 
R. Numărul N mai poate fi scris: 

N = 5n • 5' • 311 • 2• + 511 • 311 • 32 • 211 • 22 = (5 • 3 • 2)11 • 625 + (5 • 3 • 2)11 • 36 = 

= 3011(625 + 36) = 3011 • 661. 

Deoarece 1983 = 3 • 661 rezultă că 30 trebuie să se dividă cu 3, lucru posibil pentru 
orice ne IN*. 

V.t5ro. Arătaţi că 4343 - 1717 se divide cu 10. 

Olimpiadii, U,R.S.S~ 

R, Pentru a dovedi afirmaţia din enunţ este suficient să arătăm că ultima cifră a nume
relor 43a şi 1717 este aceeaşi. Dar ultima cifră a numărillui 4348 este aceeaşi cu ultima cifră a 
numărului 3'3 şi, de asemenea, ultima cifră a numărului 1717 este aceeaşi cu, ultima cifră a. 
numărului 717• Dar, potrivit tabelului care dâ 'lfltima cifră: 

~I măr 
1 I 2 I 3 I 4 I 5 I 6 I 7 I 8 I 9 I 10 I ... 

3 3 9 

I 
7 

I 
1 3 9 7 ii. 3 9 ... 

7 7 9 3 1 7 9 3 1 7 9 ... 

rezultă că ultima cifră a puterilor lui 3u se repetă din 4 tn 4, aume 3,.1: se termină tn 1, 3u+1. 
se termină tn 3, 3&1:+a, ln 9, 3&.1:+a, tn 7 şi, analog, 7,1: se termină tn 1, 74.1:+1, ln 7, 7,_.1:+a, tn 
9, 7&1:+a ln 3, unde k EIN. Cum 43=4 ·10+3 iar 17=4·4+1, rezultă că 4343 se termină in•7, iar· 
t'717, tot tn 7, deci ultima cifră a numărului 43"-1717 este 7- 7 =0, adică el se divide cu 10. 

V.18. Găsiţi toate numerele de 4 cifre care adăugate la dreapta. 
numărului 400 dau ca, rezultat un pătrat perfect. 

Olimpiadii, U.R.S.S. 

R, Pătratele căutate au cel mult valoarea 4009 999 şi cel puţin 4 OOO OOO, deci· rădăcina, 
pătrată este cel mult V4009999 ~ 2002 sau cel puţin V4000000 = 2000. 

Rezultă că numerele cerute pot fi doar pătratele numerelor 2000; 2001 ; 2002, ale 
drc,r pltrate, &lnt respectiv : 

4 OOO OOO ; 4 004 001 ; 4 008 004. 
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V.1 'lP°. Arătaţi că restul împărţirii prin 16 a [linui pătrat perfect 
-este tot un pătrat perfect. 

(Olimpiadă, Suedia) 

R, Un număr natural n are una din formele 16k ± r, k e IN, unde .rE {O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 
·7, 8}. Cum: 

(16k ± r)2 = (16k ± r)(16k ± r) = 16k• 16k±r• 16k±r• 16k + (± r)2 = .616 + r2 
:far: 

r2 = {O, 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64} = 

= {O, 1, 4, 9, 16 + O, 16 + 9, 2 • 16 + 4, 16 • 3 + 1, 16 • 4 -1: O} 

rezultă că restul împărţirii lui n9 la 16 este unul din numerele O, 1, 4, 9, deci pătrat perfect. 

V.18M. Arătaţi că numerele de forma 1 +(a+ 1)(1 - a), a e [N*, 
.sînt pătrate perfecte. 

R, Deoarece (a+ 1)(a-1) = a8 -1 avem 1 +(a+ 1)(a-1) = 1 + (a2 - 1). = c2, 

,ceea ce dovedeşte enunţul. 

V.t9M. Găsiţi valorile de adevăr ale următoarelor pro1)oziţii : 
a). Oricare ar fi numerele raţionale a, b, c, a > O, c > O, b e fN, 

dacă a" = d' atunci a = c. 
b). Oricare ar fi numerele raţionale a, b, c, dacă a #= b şi b #= c, 

.atunci a #= c. 
c). Oricare ar fi numerele raţionale a, b, dacă a2 = b2 atunci a = b. 

R, Valoarea de adevăr ale tuturor propoziţiilor este O (adică slnt false) căci dacii / = O 
,atunci 3o = 4° = 1 şi 3 =f,. 4 (în cazul a), 2 =f,. 3, 3 =f,. 2 şi 2 = 2 (în cazul b) şi (-2f = 21 

şi -2 =f,. 2 (ln cazul c). 

V.20. Dacă dintr-un număr n de trei cifre scădem 7, el se împarte 
la 7 ; dacă scădem 8, el se împarte la 8, iar dacă scădem 9, el se împarte 
-cu 9. Care este acel număr! 

(Olimpiadă, U.R.S.S.) 

R. Avem n = .({ l, căci n = .117 + 7 = J/7 şi, analog, n = .118, n = J/9, deci n = 
= 11· 8• 9 = .6504. 

Cum singurul număr de trei cifre multiplu de 504 este 504, rezultă n = 504, 

V.21 ro. Arătaţi că există o infinitate de numere prime. 
R. Vom reproduce, aici, demonstraţia lui Euclid. Să presupunem că numărul numerele!' 

,prime este finit, fie ele p1 , p2 , ••• , PTc· Să considerăm numărul A.., p1 p8 ••• pfc + 1. Evident 
A este sau prim sau compus. Dacă el este prim, evident, A > P1c, contrar ipotezei că P1c este 
eel mai mare număr prim. Dacă el este compus, atunci el are un divizor prim, fie acesta P• 
Deci A = .llp. situ : · 

P1Pa· •• p,, + 1 = tpn, t E 1111•. 

Rezultă de aici: 
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Dar p„ se găseşte printre numerele Pi• p1• , , ., Pt şi atunci relaţia (1) &e scrie, dtad- f••t.Q 
comun pe p•: 

Pn(t- P1P.•, ·P•-1Pn+1•, ,p-,,) = 1 

deci Pn = 1, absurd, 
Deci numărul numerelor prime este Infinit, 

V.22. Fie n un număr natural strict mai mare ca 1 astfel incit 
n2+ n + 1 să fie număr prim. Arătaţi că restul împărţirii lui n2+n+l 
prin 6 este egal cu 1. 

R. Orice număr natural arc una din formele 6k, 6k + 1. 6k + 2, 6k + 3, 6k + 4 
6k + I>, k e IN, Un număr prim are una din formele 6k + 1 sau 6k + I> (căci 6k ! 6. 6k+ 2 ! 2, 
6k + 3 ! :l, 6k + 4 ! 2, (V) ke 1t1•). Este clar că n8 + n + 1 > 3. 

Dacă n8 + n + 1 are forma 6k + 1, evident că restul lmpărţirii lui la 6 este 1. SA 
cercetăm dacă numărul n8 + n + 1 poate avea forma 6k + 5, ke IN. Cum n ;.,, 2. avem ri'- + 
+ n + 1 ;.,, 7. deci n~ + n + 1 nu poate fi egal cu 5, deci k e IN*. 

Dacă n = 6t, te IN*, atunci: 

n2 + n + 1 = (6t)2 + 6l + 1 = 36t1 + 6l + 1 = 6(6ţ8 + t) + 1 = .16 + 1 

deci, ln acest, caz restul lmpărţirii lui n1 + n + 1 la 6 este 1, 

Dacă n = 61 + 1, t e IN* atunci : 

n3 + n + 1 = (6t + 1)8 + (6t + 1) + 1 = .A6 + 3 

care nu este prl01, căci se divide Ia 3. 
Dacă n = lil + 2, te IN* atunci : 

n8 + n + 1 = (6t + 2)8 + (6l + 2) + 1 = .16 + 1 

şi enunţul se verifică. 
Celelalte cazuri se tratează analog, 

V.23. Fie trei numere întregi astfel încît fiecare din ele reprezintă. 
media. aritmetică a celorlalte două numere. Arătaţi că cele trei numere, 
sînt egale. 

sau: 

(I. Safta, G. M.. E: 812~), 

R, Fie x, g, :z: cele trei numere. Potrivit enunţului avem : 

u+z x+z x+y 
X= -2- ;g=-2-;z=-2-

2x = /1 + Z; 2y = X+ Z; 2:z: = X+ y, 

Scăzlnd primele două relaţii din (1) tntre ele obţinem 2x- 2y = y - x sau 2.1: - 2g -
-y + x= O adică 3x-3:, = O deci 3(x-y) =Ode unde x-y =o.adică :i;= g, 

x + y . x+ x 2x 
Din z = -- rezultă atunci z = -- = - :n 13', deci x = g = ~. 

2 2 2 

V.24. Găsiţi toate numerele naturale de două cifre din care scăzind 
răsturnatele lor să se obţină pătrate perfecte. 

(Gh, luaşcu, G..M., B : 8669) 

R, Fie ab un număr de tipul cerut. a ,;&O. Aşadar ab - ba este pătrat perfect. Dar 

4" = (10a + b, ba= 10b + a, deci ab - ba = 10a + b - (10b + a) = 9a - 9b = 9( a - J). 



Pentru ca 9( b - b) sA fie pătrat perfect trebuie ca a - b ;;i, O. Dacă a - b = O, deci 
a= b, rezultă ab- bâ = O care este pătrat perfect. Aşadar, numerele 11, 22, 33, • , ., 88, 99 
veri(ică enunţul. Numărul a- b este cel mult egal cu 9 (clici a şi b slnt cifre) deci 9(a- b)
trebuie cll.utat printre pll.tratele perfecte cel mult egale cu 9 • 9 = 81 şi divizibile cu 9, Acestea 
slnt 9, 36, 81, In primul caz rezultll. a- b = 1 deci ab e {10,21, 32, 43, 54, ţi5, 76, 87, 98} 1n 
al doilea caz rezultll. a - b = 4, deci ab 6 { 40, 51, 62, 73, 84, 95 }, In al treilea caz rezuUă 
a - b = 9 deci âi,e {90}, (Am admb şi cazurile ln care b = O,) 

sau: 

Aşadar, numerele cll.utate slnt: 

11, 22, 33, ... , 88, 99; 10, 21, 32, 43, .•. , 87, 98; 40, 51, t;7, 73, 84, 95; 90. 

V.25. Rezolvaţi in numere naturale ecuaţia : 

(l)y - 4(1) - 3y + 11 = o. 

R, Ecuaţia se mai poate scrie: 

x(g - 4) - 3(y - 4) - 1 = O 

(x- 3)(y- 4) = 1. 

Cum x-3 şi y - 4 slnt numere lntregi al căror produs este 1 avem situaţiile posihile : 

{
x-3 = 1 

a) 
y-4=1 

b) {x-3=-1 

y-4=-1 

Rezultă x = 4, y = 5 sau x = 2, y = 3, 

V.26. Determinaţi numerele prime a, b, o pentru care : 

2a + 3b + 4o = 30. 

(Simion Pr04an, G.M., E: 839$) 

R. Deoarece al doilea membru al egalitll.ţii din enunţ este divizibil cu 2 este necesar ca 
!Ji primul membru să aibă aceastll. proprietate. Cum 2a şi 4c se divid cu 2, trebuie oa ,1 
3b să se dividă cu 2, deci ca b să fie par. Cum b este prim (şi par), cu necesitate b = 2, 
E galitatca devine : 

2a + 2• 3 + 4c = 30 

sau 2a + 4c = 30- 6 = 24 sau 2(a + 2c) = 24 de unde a+ 2c = 24: 2 = 12. De alei rezultli 
a = 12 - 2c = 2(6 - c), deci a este par şi fiind şi prim rezultă a = 2. Atunci 6 - c = 1, 
deci C = 5. 

ln concluzie, a = b = 2, c == 5, 

V.27. Într-un port erau ancorate patru vapoare. În ziua de 2 ianua
rie 1975, la amiază, toate patru au părăsit in acelaşi timp portul. 

Se ştie că primul vapor revine in portul respectiv din 4 în 4 săp
tămîni, al doilea din 8 în 8 săptămîni, al treilea la fiecare 12 săptămîni, 
hal' al patrulea la 16 săpătmîni. 

La ce dată s-au întilnit din nou toate cele patru vapoare Y 
R, Cel mai mic multiplu comun al nume1elor 4, 8, 12 şi 16 este 48. Prin urmare, 

vapoarele s-au lntllnit din nou peste 48 de săptămlni, adică la 4 decembrie 1975, 
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V.28P0 • Rezolvaţi ecuaţia : 

(a: + y)(a:y + 1) = 4a:y, 
unde a:, y e D',I. 

(Ion A. Popa, G.M., E: 8051) 

R. Ecuaţia se mai poate scrie: 

(;"t -f- JJ)X!J + (X+ if} = 4.-ry. 

sau: 
X + !I = 4.t:;/ - (X+ ll)X/f = X/I( 4 - X - y). (1) 

Deoarece x, 11 E 1N rezultă x11 E 1N şi x + !I E IN. Cum primul membru al egalităţii (1) 
este număr natural trebuie ca şi al doilea să alba această proprietate, deci 4 - x- y e IN. 
Acest lucru este posibil dacă x + y"" O sau .i: + y = 1 sau x + y = 2sau x + y = 3 sau 
x+ y = 4. 

Dacă x + y = O, cum x, !J E IN, rezultă x = 11 = O care verifică ecuaţia. 
Dacă x + y = 1 atunci sau x = O, !I == 1 sau x ~= 1, y = O dar, în aceste cazuri, ecuaţia 

din enunţ nu este verifi{at,i. 
Dacă x + !I = 2 atunci sau x = 2, li = O (respectiv x = O, y = 2) sau :,; = y = 1. 

Convine numai x = y = 1. 
Dacă x + 11 = 3 ecuatia devine 3(X!J + 1) = 4x,, s:rn 3xy+3=4xy de unde 3 = 4xg

-3xy = xy. Egalitatea X// = 3 este verificată pentru x == 3, y = 1 sau :s = :I, y = 3 dar 
nici una din aceste situaţii nu verifică relaţia x --f- y = 3. 

În fine, dacă x + !J = 4 ecuaţia din enunţ devine 4(xy + 1) = 4xy sau 4xy + 4 = 4xy, 
deci 4 = 4xy - 4x11 = O, absurd. 

Rămîn , aşadar soluţiile x = lf = O, respectiv x = y = 1. 

V.29. Determinaţi cu ce cifră, se poate termina numărul 7n4 - 16 
unde n <= [N - {O, 1}. 

(Comlcmtin Coandă, G.111., E: 8056) 

R. Întocmim tabelul, avind în ,•ederc di ultima cifră a numărului n4 este aceeaşi cu 
ultima cifră a puterii a 4- a ultimei cifre a lui n : 

ultima cifră a lui n I O I I i-2 3 I 4 ' _ 5 __ 6 -· 7 I 8 9 

0 ol1 <i 116 5 6 116 

,-
ultima cifră a lui n4 1 

ultima cifră a lui 7n4 0
1 7l2i'"'l2 5 2 7 2 7 -,-i-,------1 ultima cifră a lui 7n4-16 4 1 611 6 9 6 11 6 1 

V.30. Găsiţi un număr de cinci cifre abade, cub şi pătrat perfect, 
ştiind că b = c. 

(Nicolae Teodorescu, revista „ Vlăstarul", 1926') 

R. Întocmim următorul tabel : 

ultima cifril a lui n o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 - ------------------------
ultima cifril a lui n8 o 1 4 9 6 5 6 9 4 1 - - ---· --- --------------- ·--
ultima cHrA a lui n8 o 1 8 7 4 5 6 3 2 9 
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Analizlnd tnbclul rezultă in mod necesar că e trebuie să fie un element comun liniilor 
a doua şi a treia, adică c E {O, 1, 4, 5, 6 9}. 

Dacă e = O din n3 = abcde rezultă că n se divide cu 10 deci n3 se divide cu 1000 deci 
c = d = e = O şi cum b = c rezultl că numărul devine aOOOO =a• 10'. Rezultă că 1o•a. 
trebuiesăfie cubperfect, deci a trebuie :;ă fie divizibil cu 102, absurd. 

Deci e ,f, O. 
Dacă e = 1 punlnd n3 = aiiccfe, respectiv k2 = abcde rezultă că n se termină ln 1, 

Iar k se poate termina ln.1 sau 9. Rezultă ne {11, 21, 31, 41}. Atunci n2e {1331, 9261, 29791,. 
68721}. Dar nici unul diri aceste numere nu verifică b = c (1331, 9261 slnt de 4 cifre). 

Deci e of,. 1. 
Fie e = 4. Din n3 = abcde rezultă cll n se termină ln 4, iar din k2 = obcde rezultă că. 

ultima cifră a lui k este 2 sau 8. Atanci ne {14, 24, 34, 44} deci n3 e {2744, 13824, 39304. 
85184} dar nici ln acest caz nu avem soluţie. 

Fie e = 6. Atunci, cu aceleaşi notaţii, 

ne {16, 26, 36, 46}. Verifică numai n = 36, caz ln care n3 = 46656 şi k = 216. 
Cazurile e = 5, respectiv e = 9 nu conduc la soluţie. 

V.31 ro. Fie polinoamele : 

P(X) = X 1 - 7 X6 + 7 X 5 - 7 X" + 7 X 3 - 7 X 2 + 7 X - 7 

şi Q(X) = X 7 - 7 X 6 - 7X5 - 7 X 4 - 7 X 3 - 7 X 2 - 7 X - 7 

Determinaţi P(6) + Q(8). 
R, Calculul direct necesită timp, de aceea vom face nişte observaţii : 

X7 +1 
P(X) = X 7 - 7(X1 - xa + X' - X 3 + X 2 - X + 1) = X 7 - 7 -- , x+1 

unde am folosit identitatea 

X7 + 1 = (X + 1)(X8 - X• + X' - X3 + X1 - X + 1). 

X 7 -1 
Analog Q(X) = X7 - 7 -- • 

X-1 

67 + 1 87 -1 
Obţinem din P(6) + Q(S) = 67 - 7 -- + 87- 7 -- = -1 + 1 = O, 

7 7 

V.32. Fie polinomul : P(X) = aX2 + bX + o 
1. Determinaţi a, b, o reali astfel încît : 

a P(X) + b [P(X + 1) - P(X - 1)] = 9X2 + 30X + 5 

2. Cu a, b, o determinaţi, rezolvaţi ecuaţia. P(x) = O. 

R, 1. Ţinlnd cont că P(X + 1) = a(X + 1)2 + b(X + 1) + c şi analog P(X - I) = 
= a(X - 1)2 + b(X - 1) + c, identitatea din enunţ devine : 

a8X2 + 5abX + 2b3 + ac= 9X2 + 30X + 5, de unde prin identificarea coeficienţilor„ 
obţinem sistemul 1n a, b, c format din ecuaţiile:: 

{ ::;=\o 
2b1 + ac= 5 

cu soluţiile a = 3, b = 2, c = -1 sau a = -3, b = -2, c = 1. 
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2) Ol>tlnem ecuaţiile echivalente 

3X1 + 2X - 1 = O 1i -3X2 -2X + 1 = O 

1 
-cu soluţiile -1 şi - • 

3 

V.33. Fie polinomul : 
P(X) = aX2 + bX + c, a, b, c numere rea.le o&recare. 
1. Demonstraţi că numerele P(/lJ + 1) + P(e - 1) sînt divizibile 

,cu 2, oricare ar fi fi: număr real. 
2. Determinaţi a, b, c astfel încît: 

P(fl: + 1> + P(fl: - 1> = c~ _ 1)1• 

R. 1. Obţinem P(:u+ 1)+ P(x-1)= 2(ax8 + tz+ a+ c) fi P(z+ 1)-P(z-1)= 
== 2(2ax + 1,), ad.ici numere divizibile cu 2. 

2. Identifictnd coeficienţii polinoamelor 2aX1 + 2tX + 211 + 2c şi (X - 1)J, obţinem 

1 
«= -, 1'= -1, c= O, 

2 

V.34. Fie polinomul P(X) = X 21 + mX + m, m, n. e lR, 
Determinaţi m şi n astfel încît polinomul 

Q(I) = P[-P(X)] - P[P(-X)] 

aă. fie divizibil cu polinomul R(X) = 2X3 - X 2 + 4:I - 2. 
R. Avem P{-P(X)] = [-P(X)J1 + m[-P(X)] + n fi 

P(P(-X)] = [P(-X)]1 + mP(-X) + n, 

Obţinem Q(X) = 2m(2XI - XI + 2mX - n). 
Rezultă el R divide Q pentru orice m real şi pentru n - 2. 

V.35. Fie polinomul: P(X, Y) = X 4 + 4Y4• 

a). Descompuneţi polinomul P în factori ireductibili cu coeficienţi 
.rea.li. 

b ). Ad.ta.ţi că, P se poate scrie ca, o sumă, de patru pătrate. 

R. a) Avem X'+ 4Y' = (X11)1 + (2Y8)1 =[XI+ 2Y1 ] 1 - (2XY)8= 
= (XI - 2XY + 2Y1)(XS + 2XY + 21'9) 

b) Putem scrie : 
XI - 2XY + 2Y1 = (X - Y)' + y1 ti 

XS + 2YX + 2Y11 =(X+ Y)' + 1'1 ,. deol: 

Jt(X, Y) = [(X - Y)I + Y1][X + Y)' + YI) = 
= (X1 - Y1}8 + (XY - Y1)9 + (XY + Y8)8 + Y'. 

Y .36. Calcula.ţi valoarea. polinomului :· 

.P(X) = P + (a + l)X1 + (tJ + 6).I + & + 1, •, l, e R 
8eofin1 l"al0l'ile lui X pentru ca.re .z• + •X + 6 :::a O. 

B. P(i}-= X(X'+ aX+ &)+ (XI+ cX+ .,+ l, ctect. ....... ....,_ a, 



V.371'°. Fie polinomul: P(X) = X' - 2X3 + mX1 - 2X + 1. 
Demonstraţi că, pentru m ;a,:. 2, P(:v) i> O orical'e a.r fi a; real. 

R. m ;;;i. 2 implici faptul ci existl k ;;;i. O astfel Incit m = 2 + k şi P clevine P(z) =
= z'-2z8 + 2z8 + k:r:8 -2z + 1 = (zi- z)I + (z-1)1 + k:r:1 adici o suml de pi.trate. 

V.38PO. Simplificaţi fracţia, : 

F(X) =2.F + 7X' + 13X3 + 15X1 + 9X + 2 
2.X3 + 5X2 + 4X + 1 

şi deduceţi că, F(:v) este un nrunăr pa.r pentru orice va.I.oa.re t1J e 7l'-{-1} 
da.tă lui X. 

R. 2X3 + 5X3 + 4X + 1 = (2X' + XI) + (4X8 + 4X + 1) = Xl(2X + 1) + 
+ (2X + 1)1 = (2X + l)(XS + 2X + 1) = (2X + l)(X + 1)1. 

Rezultă ci numitorul poate forma ln descompunere printre factori pe X + t sau 2X + 1. 
Erectulnd lmplirţirea numărătorului prin aceste polinoame obţinem : 

2X1 + 7X' + 13X8 + 15X8 + 9X + 2 = 2(X + 1}1(2X + l)(XS +X+ 2). 

Dupli simplificare obţinem 
F(X) = 2(X8 + X + 2) şi deci, lntr-adevlir, pentru z lntreg diferit de -1 (am aimpll

ficat cu X+ 1) numărul F(z) este multipla de 2. 

V.39. Fie polinomul P(X, Y) = X' - 4X2Y - y, + 2Y1 - 1 
a). Descompuneţi polinomul in factori ireductibili cu coeficieaţi. 

in IR-
b). Calculaţi valoarea. polinomului pentru valorile a:, '!I a.le lui X, 

rel!lpectiv Y pentru care a; - y = 1. 

R. Completlim polinomul X' - 4XSY plnă obţinem pltratul unui blnem. Cllbtlaem: 

P(X, Y) = (X' - 4X1Y + 4Y1) - (l'' + 2Y1 + 1) = 

= (XS - 2Y)I- (Y1 + 1)1 = [X8 - ( Y 1 + 2Y + 1)) • 

• (XS + Y1 - 2Y + 1) = (X - Y - l)(X + Y + 1)(X1 + Y 8 - 2Y + 1 .. 

Petrnu z - li = 1 obţinem P(z, r,) = 8. 

V.-'OP0. Fie fracţia. a.lgebrici raţională : 

J!(X) _ .;r:_, .....;+_m_.r_1_+....;.._2_x_1_-_2_x_+.;_n.· 
- X 4 +,.I2 -2· ., m, ,a. e IR-

1. Determina.ţi m i,i "" astfel incit fracţia da.tit si se simplifice Oli un 
polinom de gradul a.l doilea, iar fra.cţia obţinută. dupi. simplifieu-e ~ fie 
definită pe IR-

2. Dacă Fi(.X) este frt.oţia. obţina.ti du.păr simplifiO&l'e, . ..,iliţ;i 
ffiloarea. de adeTlr a propMiţiei 

.,1'1(-t > 8, (V),,.e IR", 
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R. l) Numitorul se descompune tn (X - 1)(X + 1)(.XS + 2). 
Rezultă că polinomul prin care trebuie să se simplifice este X2 - 1, X 2 + 2 fiind nenu> 

pentru orice x real. Dacă ;'\l(X) este polinomul de la numărător trebuie, dP.ci, ca M(1) = 
""' M(-1) = O, de unde rezultă sistemul ln m şi n format din ecuaţiile: 

m + n + 1 = O şi -m + n + 5 = O 

cu soluţile: m = 2 şi n = -3. 
x2 + 2x+ 3 

2) F1(X) = ----· x2 + 2 

Propoziţia „F (x);;,, O" este adevărată deoarece x2 + 2 > O şi x2 + 2x + 3 =(xi+ 
+ 2x+ l)+ 2= (x·+ 1)2 + 2> O deci F1(x)> O, oricare ar fi xE IR. 

V.11. Arătaţi că: 

x 2 - 2(\/2 - 1)x + 3 - 2(2 _ x 2 - 2(V2 + 1)x+ 3 + 2'(i = 2 
X - V2° + 1 X - V 2 - 1 . 

R. 'j'inem cont de faptul că 

3 ± 21/2 = (1/2 ± 1)2 şi obţinem : 

(X - 12° + 1)2 (X -1/2 - 1)1 

·----------= X-12° + 1-.X + 12° + 1= 2. 
X-V2+ 1 X-V2 -1 

V.42ro. Fie au a2, bu b2 numere reale. Demonstraţi inegalitatea 
(Cauchy-Buniakovski): 

(a1b1 + a2b2)2 ~ (ai + aU<bi + bi). 

Verificaţi că egalitatea are loc dacă şi numai dacă numerele au az, 
sînt proporţionale cu numerele bu b2• 

Scrieţi inegalitatea pentru numerele au a2, ••• , a. şi bi, b2, ••• , b,.. 

li. Efectulnd calculele obţinem inegalitatea echivalentă 2a1(¼b1b1 < aib: + albf care„ 

a a1 
este echivalentă cu (a1 b1 - a2b1)2 ;;,, O. Fie - 1 = - = k. Fezultă a1 = b1k şi a2 = b8k şi 

bi ba 
tnlocuind ln inegalitate rezultă (bik + b:k)2 < (bik9 + bfk2) (bi+ b:) sau k2(bi + b:)8< 
,E;; .k9(bf + b:)8, adică egalitate. Reciproc, dacă are loc egalitatea, avem (a1b2 - a.b1)2 = O„ 

a1 as 
adică a1b1 - a8 b1 = O ceea ce conduce la - = - . In cazul general inegalitatea se-

b1 bll 
scrie: 

(a1 b1 + ... + a9 b9 ) 8 < (ai + ... + a!)(bf + ... + b!). 

V.43. Fie Oi, a2, bu b2 numere reale pozitive. Demonstraţi ine
galitatea (Holder) : 

ai7,1 + a2b2 ~ Va~+ al· Vb~ + bi. 
Verificaţi că egalitatea. are loc dacă şi numai dacă, numerele Oi, a2 

BÎ1lt proporţionale cu "1, b2• 
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R. Ridiclnd Ia pătrat ambii membri ai inegalitţăil şi efectutnd calculele obţinem (a 1 b, 
- a,t,1')' > O. :Pentru verificarea cerută se raţionează ca Ia exerciţiul V.42. Altfel: ln iJteg.,. l 
tatea Cauchy-Bumakovski apllcAm radicalul 1n ambii membri. 

V.44P0. Fie Oi, a2 numere reale pozitive. Aplicînd inegalitatea 

Oauchy-Bunia.kovski numerelor Va;:, Va; şi Yl , 1~ , demonstraţi că : 
a1 r uz 

(Oi 4 az) {..!_ +, ..!_) > 22. 
a1 as 

ln ce caz are loc egalitatea! 
Scrieţi inegalitatea, pentru n numere. 
B.Avem: 

'(ra; • ~ + Va.• _1 )2 ,E;; [()'a;)8 + (Vă.)2J • [(-1 )2 + (~)2] I 

~ ~ ~ ~ 
fi efectulnd calculele obţinem inegalitatea de demonstrat. Egalitatea rezultă că are loc clnd 

. va; va; 
aceste perechi de numere slut proporţionale - 1- = - 1- ceea ce conduce Ia a1 = «., 

-~ va; 
Pentru n numere inegalitatea se 1crie: 

( 1 1 ) 8 (a1 + ... + a,.) - + ... + - ~ n. 
a1 a„ 

V.45. Fie ai, a2, bi, b2 numere reale pozitive. Demonstraţi că, : 

Vtiib1 + Va2b2 ~ Val+ a2 • Vb1 + b2. 

ln ce caz are loc egalitatea 7 

B. Ridiclnd Ia pătrat ambii membri şi efectulnd calculele se obţine un pătrat perfect. 
Altfel : se aplică inegalitatea Holder pentru va;' va; şi Vbi' v,;;. Rezultă că egalitatea are Ioo 
dacă numerele a1, f¼ slut proporţionale cu numerele b1 , b2 • 

V.~6. Fie Oi, a2, bi, b2 numere reale pozitive. Demonstraţi inegali~ 
tatea (Mink:ovski) : 

YCtii + b1)2 + (a2 + b2}2 ~Va~+ a~+ Vb~ +, b~. 
ln ce caz are loc egalitatea 7 

B. Ridicind Ia pătrat ambii membri rezultă inegalitatea Cauchy-Buniakovskl. Egali
tatea are loc, deci, atunci clnd numerele a1, a2 sint proporţionale cu numerele b1, b1 • 

V.47. Fie a, b numere reale pozitive. Demonstraţi inegalitatea 
(Huyghens): 

Vei+ a)c1 + b> > 1 + Vab. 
R. Ridiclnd la pătrat ambii membri ti efectulnd calculele obţinem a+b>2•Yaii, adicl 

{J/a- "(i;)2 ;.,,, O. 
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V.48. Fie •, i, c numue na.le 11trict :,oaiiiTe. D-•:uhp. .el 1 

1). dacă • + h = 1, atunei ai~ .!__ • 
2 

2). daeă " + b + c = 1, aiunei ai + i, + • < ~ · 
2 

·a. 1) Deaarece a + 6 = 1 1e:111ltă (a + 61 = 1 •• •1 + 61 + 2d = 1, ded W -
= i- fl8 + Jll) <·1, adki inegalitatea ee:tuti. 

2) 1n mod·aaalog a+ 6+ •= 1 1mpliei al+ 61+ c2+ 2u+ 211c+ 2k=1, ileu 
1 ••+••+ea 1 

at + H + ••= - - ---- < - • 
2 2 2 

V."'9. Fie•, 6, enumere :reale strict :pMitln. Demonstra.ţi ei : 

l). daeă e2 + 62 = 1, aiunti _ _!_ ~ ,sb ~ _!__ 
2 2 

2). dael a2 + 62 + e2 = 1, atunci •+ic + M ;;ii:. - _!_. 
2 

R. 1) C• + 6)8 ;;i, O impHei a1 + 61 + W .;.;,, I şi ţi•l11d cont d · ipetcal · 'I. + 2d ;;i, O~ 
1 . ~ 

acltu ai ;;,,. - - . 'Pen'Qu cealaltă inegalitate a.,Kcăm inegdletea m, E; 1111~: rab ,C.. 
2 

V-'+•· 1 
E; --adid fl°b<!!o -· 

2 2 

2) Analog (a+ b + c)1 ;;i, O implici al+ 61 + c1 + 2(flb + bc + ca) ;;i, I, adică al,+ 
1 

+te+ca;;i,-- · 
2 

V.50P·0 ·• Fie a, b, e e (O, l). Folosind inegalitatea. a{l - a) ~ _!_ ,. 
4 

demonstraţi că, numerele (l - •)b, (1 - b)c, (1 - c)a nu :pot fi simllltan, 
1 

:ma.i mari dooît 
4 

1 1 1 
ll. lnmulţind inegalităţile a(l - a) E; - , 6(1 - b) E; - , c (1 - a) E; - membro-

• 4 4 
cu membru, rezultă 

a(l - a)b(l - b)c(l -c) ,s;; ( + r (1), 

1 1 1 . 
Presnpuntnd (1 - a)6 > -4 , (1 - 6)c > - , (1 - c)« > - rezulti (1 - ~-•) .. 

4 4 

..... - •>• > ( + r tn con•dicţie eu (lt. 



CLASA A VII-a 

GEOMETRIE 

CAPITOLUL I 

Cercul 

§1. Definiţie. Construcţie.. CoHde şi tangente 

I.t.t1'P. 03 linie „descrie": a,) un punct oarecare de pe limba. unai 
<ieas T b) un punct oa.reca.re de pe coperta. unei cărţi cînd deschidem cartea T 

R. a), b). In ambele cazuri linia „descrisă" este un arc de cerc, llllll un cerc, daci PIIDC
tul trece prin poziţia iniţială, efectulnd o rotaţie completă. 

I. 1.2. Fie .A.BOD un dreptunghi şi O punctul de intersecţie. al diago
nalelor sale. Se construieşte cercul cu centrul în O şi cu raza [OA]. Oe 
poziţie au punctele B, O şi D fa.ţă de cerc! 

R. Deoarece segmentele [OA], [OB], [OC) şi [OD) slnt congruente, p1mctele B, c· li • 
'81Jartin oereului. 

I.t.3•P. Să. se arate că prin doui puncte „trec" o infinite.te de ~-
,euri. 

R. Fie M şi N cele două puncte şi sl coruriderlm. 
mediatoarea segmentului [MNJ (prin mediatoarea unui 
:segment se lnţelege dreapta perpendiculară pe segment şi 
.care trece prin mijlocul acestuia). Fie O un punct pe 
mediatoare, arbitrar alea. 

Atunci (OM) == [ON] şi cereai de centru O fi rază M '-.------+----_., N 
{OMJ, ,,trece" prin punctele M i,i N. Cum punctul O a 
Joat ales arbitrar, rezultă că există o infinitate de cercuri. 
-ce „«cc" prin M şi N, avlnd centrele pe mediatoarea 
:a,:gmentului (MN]. 

a 
41D.ui 

1.1.4rP. Punctul de intersecţie a. două. dia 
mediatoa.rele la.turilor unui triu.n.ghi se află. IJi pe 
mediatoarea. laturii a, treia.. 

R. Fie ABCtdungbiul considerat fi fie dr. B'Ofi cr. C'O 
mediatoarele laturilu.r )BCJ fi {ABJ. Atunci, dia detiniţ.ia me•

C toarei, [OB] 11!! [OCJ, (fJBl==[OAJ ~ dea. [OCI E {fJAJ, aclal 
punctul O apt'l",tlll!! me4iatoarei laturii {AG. 

I.1.511·PP. Centrul cercului oe trec" prin cele kei Tirfllri ale 
triunghi. dreptunghic se a.flă pe mijlocu ipotenw.zei. · 

... 
,,R. Fie ABC un triunghi dreptunghic (m(A, = 90") şi punct.ul O o millocal ipetenu11ei 

1BCI. Atunci: 
[OA] == [OBJ == (QCf 
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BC 
pentru cil lungimea mediatoar .. \ [OA] este egalii cu - = OB = OC, deci, distanţa de la O 

2 
la vtrfurile triunghiului este aceeaşi, adică punctul O este centrnl cercului ce trece prin A, 
Bşi C. 

1.1.6. Fie O centrul unui cerc, .A. un punct da.t, diferit de O şi M un 
punct pe circumferinţa, cercului. 

A Prin M se duce un segment de dreaptă [MPJ 
cong~ent şi paralel cu [O.A.] şi „îndreptat în acela.şi 
sens". Ce linie „descrie" punctul P cînd M „descrie'" 
cercul! 

R. Deoarece [AP] = [OM], lungimea segmentului [AP] rămtne 
J1eschimbată iar punctul A este „fix". Punctul P „descrie" cercul cu 
centrul în A, congruent cu cercul dat. 

1.1.'7. Se da,u două. puncte .A., B şi o dreaptă d. Să se construiască. 
un cerc cu centrul pe d ca.re să, treacă. prin .A şi B. Să. se examineze 
cazul cînd d 1. dr. .A.B. 

R. Centrul cercului va fi punctul O de intersecţie al dreptei d cu mediatoarea segmentului, 
(AB) şi de rază [OA]. ln cazul ctnd d..J... dr.AB, problema nu are soluţie pentru că mediatoarea 
lui [A.B) este paralelă cu d şi nu există centrul unui cerc cu proprietatea dată . 

. l.t.8M-PP. Ară.taţi că orice dreaptă care conţine centrul unui cerc este, 
a.xi de simetrie a cercului. 

R. Fie "(O, R) cercul de centru O şi rază de lungime R, 
şi fie d dreapta ce-l conţine pe O. Atunci d intersectează cercul 
ln două puncte A, B şi OA = OB = R. Fie M un punct pe cerc 
şi fie M1 punctul_ de intersecţie al perpendicularei prin M pe d cu 
cercul. Să notării {01} = dr.MM1 n dr. AB. A 

Atunci [M01 ] = [M10 1 ] (triunghiurile OM01 ŞI OM10 1 slnt 
congruente), deci M 1 este simetricul lui M şi cum M a fost 
arbitrar ales rezultă că dreapta d este axă de simetrie a cercului. 

r.:·; .. 

d 
8 

, .].1:.t}J. Fie .A., B două puncte „fixe". Se consi
deră. un ·cerc varia.bi! de centru M, tangent dreptei 
.A.B în punctul B. Perpendiculara. din B pe dr.AM 
taie din nou cercul în T. Să. se a.fle locul geometric
a.I punctului T. 

R. Triunghiul MBT fiind isoscel ([M !] = [MT]) şi cum .,,,...._ .,,,,...._ 
~.. dr.MA J... dr.BT, rezultă '.l'M.4. = ANIB. De a'ci se obţine cA

trhmghiurile ,ABM şi AMT sint congruent~ şi d ci [A 73] = [AT] ; 
astfel cil, locul geometric al punctului T este cercul. cu centru in A ~- ra .a de lungime AB, 
mai puţin punctul B şi simetricul lui B ln raport cu A. 

Obser11a/ie. Această problemă pune tn evidenţă o proprietate interesantă a tangentelor 
la cerc, şi anume: ,,tangentele" duse dintr-un punct exterior la cerc stnt congruente. 

1.1.10. Vîrfurile.A, Bale triunghiului .A.BM sînt „fixe", iar M este un 
punct „variabil". Să. se afle locul geometric a.I punctului M, ştiind că me
dia.na. [.A.A'] a. triunghiului .A.BM are o lungime da.tă Z. 
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R. Fie punctul Q pe [BA astfel incit [AQ] = [ABJ. Atunci dr. AA'II dr. QM §i [AA'J 
este linie mijlocie ln triunghiul SQM, deci MQ = 21. Rezultă ..:ă punctul M d,i,scrie un cerc cu 
centrul ln punctul Q şi.raza de lungime 21. 

I.1.11ro. Considera.ţi în plan două puncte A şi B ~ituate la. distanţa. 
de 6 cm. Căuta.ţi toate punctele din plan ca.re se află., faţă. de ambele 
puncte, la. distanţa. de : 

a.) 2 cm; b) 3 cm; c) 4 cm. Efectua.ţi comtriicţia, cu precizie. Cite 
soluţii a.ţi găsit în fiecare din cazurile a.), b), c) t 

R. Nu există nici un punct în plan situ'.l.t la distanţa de 2 cm atit faţă de punctul A 
clt şi de punctul B. Singurul punct situat la distanţa de 3 cm de punctele .'1 ş; B este mijlocul 
segmentului [ABJ. Cele două pu~cte situate la distanţa de 4 cm de punctele A şi B se află 
pe mediatoarea segmentului AB şi sînt punctele de intersecţie a celor două cercuri .m centrele 
tn A respectiv în B şi cu raza de lungime 4 cm. 

I.t.12ro. Oomtruiţi, cu c·)mpa.sul şi ri;la. negra.da.tă, triunghiul ABC, 
da.că cunoajteţi, OA, lungim3a. razei cercului circum.'rnris triunghiului, 

,,/'... 
mărimea. unghiului la. centru A.OB şi lungimea. laturii [A.O]. 

n. Considerăm triunghiul ABC înscris ln cerc. Observăm că problema are soluţie numai 
dacă latura [AC) este mai mică decit dublul lui [OA), pentru că o latură a triunghiului nu poate 
fi mai mare declt diametrul cercului. Construim cercul de rază [OA] ; construim un unghi la cen
tru egal cu cel dat; construim o coardă de lungime egală cu [AC]. Avînd cele trei vîrfuri ale 
triunghiului, pe cerc, trasăm laturile triunghiului. 

I.1.13ro. Comtruiţi, folosind num3,i compasul şi rigla negra.da.tă., 
triunghiul A.BO, cunoscînd OD lungimea. ra.zei cercului îmcri:3 în triunghi, 
unghiul A.OD form:i.t de raza. [OD], perpendiculară pe dr.A.O, (De dr.A.O) 
cu segmentul care uneşte ce1trul cercului înscris cu vîrful A., şi unghiul 
O a.l triunghiului. 

R. Considerăm triunghiul ABC. Observăm că triunglliul AOD este triunghi dreptunghic. 
Mai observăm că dacă unghiul C (dat) al triunghiului este de două ori mai mare declt unghiul 
AOD (dat), atunci problema nu are soluţie, deoarece dreptele AB şi CB ar fi paralele. Dacă 
unghiul C, dat, este mai mare declt dublul unghiului AOD, dat, atunci cercul de rază [OD] va 
fi cerc exinscris triunghiului ABC. Problema are soluţie 1n sensul textului de mai sus numai dacă 
unghiul C este mai mic declt dublul unghiului AOD. 

Construcţia o efectuăm astfel : construim [ODJ, apoi 1n O un unghi congruent cu un
ghiul AOD, iar în D o perpendiculară pe dr. OD, (dreapta suport a laturii AC) ; construim sime
tricul lui [AD) faţă de dr.AO, care va fi dreapta suport a laturii AB : considerăm pe [AD. 
arbitrar, un punct Q şi construim un unghi congruent cu unghiul C avind o latură dreapta AD 
şi vîrful ln Q (fie cealaltă latură a unghiului AQP) ; construim o perpendiculară din O pe 
dr.QP, care intersectează cercul de rază [OD] ln M; perpendiculara, construită pe OM in punctul 
M este dreapta suport a laturii [BC]. 

I.J.Ut0 • Oomtruiţi un trapez isoscel, da.(}ă, cunon.~teţi raza. cercului 
cirrumscris trapezului şi la.tura. oblici'!. a. trapezului. a.) Ce condiţii trebuie 
să, îndeplinească elementele date? b) Cite soluţii a.re problema.! 

n. a) Considerăm trapezul ABCD înscris ln cerc. Observăm că latura oblică nu poate fi 
mai mare declt diametrul cercului. Deci condiţia cerută revine la a impune ca latura oblică să fie 
strict mai mică dectt dublul razei. 

b) Construim un cerc cu reza de lungime dată. 
Construim ln cerc o coardă congruentă cu latura oblică dată. Bazele t.rapezului vor fi coarde 
paralele. Dar din capetele laturii oblice (a coaruei) putem construi o infinitate de perechi de coarde 
paralele. Problema nu are o soluţie bine determinată. Un anume trapez isoscel nu se poate 
construi cunoscînd doar raza cercului circumscris şi latura oblică. Cu ajutorul acestor două ele
mente se pot construi o infinitate de trapeze isoscele de aceeaşi latură oblică şi înscrise ln acelaşi 
cerc de rază dată. 
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l.t.15ro. Construiţi un trapez isoscel dacă. se dă raza. cercului 
biscris în trapez şi unghiul ascuţit al trapezului. 

B. Consideriim trapezul ABCD circumscris cercului el!' 
centru O. Laturile trapezului slnt tangente la cerc. Hai:de 
[OM], [ON] şi [OP] slnt perpendiculare pe laturile trapezului. 
Construim un cerc cu diametrul dat (cunoaştem lungim1•a 
razei). Construim o perpendiculară pe [ON] care va fi 
dreapta suport a bazei mari. Luiim pe această dreaptă un 
punct oarecare şi construim, cu vtrful ln acest punct unghiul 
ascuţit al trapezului. Din centrul cercului ducem o perp<'n
diculară pe latura acestui unghi. Această perpendiculară B intersectează cercul tntr-un punct, care va fi punctul de la11-N genţă a laturii oblice cu cercul tnscris ln trapezul isoscel. 

Construim latura oblică a trapezului ductnd o paralelă la latura unghiutui sau ducind 
o perpendiculară pe rază ln punctul de tangenţă. Cu aceeaşi metodă construim şi dreapta suport 
a bazei mici. J)upă aceasta, construim simetricul punctului B faţă de N, a punctului C faţă 
de M~i __ obţinut cele patru vtrfuri ale trapezului. 

/ 7 d. .. K. P~rim1etrul Bun0md· tr3iunghiLAtBO _J._.: .A 
este e cm, iar a.tura e 1 cm. a ura. ~ 
[AB] este tangentă, cercului înscris în triunghi .f:, 
in punctul N. Să, se calculeze lungimea lui [AN]. 

R. Vlrfurile triunghiului ABC slnt puncte exterioare 
pentru cercul lnscris tn triunghi. Tangentele dintr-un pu11ct 
exterior ~re fiind congruente avem: [BM] = [BN], 
[CM] 5!! fCPJ şi [AN]= [AP]. Rezultă NB+ BM + 
+ MC + CP = 2 · BC = 26 cm, deci suma lungimilor 
NA + AP este NA + AP = 30 cm - 26 cm=4 cm. Atunci 
rezultă AN= 2 cm. 

§2. Arce. Unghi înscris şi unghi la centm 

N 

8· M C 

1.2.1. Pe un cerc se iau punctele A, B, O şi D care se succed in - - -sens opus mişcării acelor unui ceas, m(AB) = 110°, m(BO) = 50°, m( OD) = 
= 140°. Să se afle : 

a) unghiurile patrulaterului ABOD; 
b) unghiurile forma.te de diagonale cu la.turi. 
R. Ţintnd cont că măsura unui unghi înscris tn cerc este jumătate din măsura arcului· 

aablntins rezultă: 
" a) Măsurile unghiurilor patrulaterului stnt m(Â) = 95°; m(.B) = 100", m(C) = 85°;. 

-a(D) = 80". 
b) Unghiurile formate de diagonale cu laturi au respectiv măsurile: 25°; 7(1>; 300; 55°. 

1.2.2. Într-un cerc se duce o coa.rdă. oarecare AB. a.) Să, se a.leagă 
pe arcul AB, mai ma.re decît un semicerc, un punct M astfel încît măsura. 
unghiului AMB să. fie cea mai mare. 

b) Să se alea.gă pe a.rcul A B, ma.i mic decît un semicerc, un punct N 
astfel încît măsura unghiului AN B să fie cea. mai micl:i.. · 

c) Oind punctul N rămîne „fix" (dat) şi punctul M „se mişcă'" 
rimînînd de aceeaşi parte a dreptei AB, măsurile unghiurilor M.AN şi 
JL BN va.ria.ză. sa.u ră.mîn a.celea.şi ( consta.nte) 7 Da.r suma. lor t 
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n. a) Măsura unghiultti AMBrămine mereu aceeaşi (constantă) deci nu există o cca malo 
mai mare măsură, aşadar punctul M este orice punct. 

b) La fel, măsura unghiului AN B rl!.mine aceeaşi, deci nu există o -:ca mai mică măsură, 
aşadar punctul N este orice punct ce aparţine arcului. .,,..... .,,..... 

c) :Măsurile unghiurilor variază m(MAN)+ m(MBN) = 1800. Deci, măsurile celor două 
unghiuri se schimbă dar suma lor rămtne aceeaşi (constantă). 

I.2.3M. Bisectoarele tuturor unghiurilor înscrise 
in a.cela.şi arc de cerc sînt concurente. -R. Fie 1tl un punct pe cerc şi fie AB arcul considerat . .,,..... 

Să luăm unghiul AM B. Bisectoarea acestui unghi inter-

sectează .pe .AB tn punctul N mijlocul arcului AB. Clnd M este orice 
./".. 

punct pe cerc, bisectoarea lui AM B va „ trece" lntotdeuna prin N. 

1.2.4111• Da.~ă. două arce a.le a~eluiaşi cerc au un singur capl.t comun 
şi n-a.u puncte interioare comune, atunci reuniunea lor împreună. cu capă
tul comun este un arc a. cărui măsură, este egală, cu suma mă.surilor cefbr 
două arce. - - . R. Fie AB 9i AC arcele considerate şi fie () centrul cercului astfel Incit: . .,,.,......_ ./".. 

int AOB n int AOC = 0. - -Atunci, măsura arc.ului AB este egali cu măsura unghiului AOB, Iar a lui AC este egalii cu 
mlsura unghiului AOC. Avem: .,,..... ./".. .,,.,......_ .,,.,......_ 

m(BOC) = m(BOA) + m(AOC) (căci (O.A. c: lnt BOC) 

deai: 

./".. - -m (BOC) = m (AC)+ m (AB) 

şi rezultă că măsura arcvlui CB este aceeaşi cu măsura unghiului BO(:. 

1.2.5)(. Să se demonstreze \'3 dacă. diametrul unui cerc conţine -mijlocul unui arc AB sau a coardei [AB], a.tunci diametrul este perpendi-
cular pe coarda [AB]. 

R. Fie cercul C(O, R), A, B puncte pe Gerc, [MP] n [AB] = {N}, - - -unde M e AB astfel Incit AM = MB, iar [M P) diametru . .,,,....., 
Triunghiurile AON şi BON stnt congruente deoarece AON = .,,..... 

• NOB (unghiuri ce subintind arce congruente), (A8] = (OB] (ca raze ln 
i:erc), iar [ON} este comună. Atunci rezultă că: 

A A 
m(ANO) = m(BNO) = 900 

şi deci (1\1 P)J_(AB]. Asemănător, dacă plecăm de la Nmijlocul coardei [AB]· 

1.2.G~. Da.că centrul unui cerc este situat la distanţe egale de douli. 
conr le a.le cercului, atunci coardele sînt congruente. 

_ R. Să considerăm un cerc cu centrul tn punctul O şi douA coarde (.AB) şi [CD], astfel lndt, 
notlnd cu M, respectiv N, picioarele perpendicularelor din O pe dr. AB respectiv dr. f;D, 
sl avem [OMJ a [ON]. în plus, cum triunghiurile OAB şi OCD slnt isoscele, reZ'IIHI; 
[MB]= [MA), [NC) = [ND], căei [OM] şi respectiv [ON] sh1t lnAlţimi deci fi medlue. 
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Triunghiurile dreptunghice OMA şi OXD sint congruente deoarece (OM] = [ONJ şi 

{OA) = [ODJ ca raze şi deci [AM') = (NDJ, de unde se obţine [ABJ = [CD]. 

1.2.7.M. Dacă ţoardele AB şi CD ale unui 
cerc Flînt congruente, atunci ACJIBD sau ADJIBC. 

R. i) Studiem cazul clnd A şi B se află de aceeaşi parte 
a dreptei CD. 

p Q Dacă [,4.D se află ln interiorul unghiului BAC, duclnd 
t-+----"",--~---1 , diametrul [PQJ..L dr. AC se obţine că AQ = QC şi deci punctele 

B şi D sint de o parte şi de alta fată de dr. PQ. Se obţine 

că PB = PD şi rezultă cir. PQ J_ dr. BD, deci dr. ACIi dr. BD. 
Cînd A.C se află in interiorul unghiului B,4.D se procedează 
analog. 

ii) Dacă A şi B se află de o parte şi de alta a dreptei OD, înseamnă că dr. AB şi dr. CD .,......... ;,-,,... .-.. ,,,,,,_ 
~e intersectează lntr-un punct O. Atunci DC.A = DBC şi deci .AC = CD, şi ţiuind cont de i), 
rezultă dr: BCl/dr. AD. 

1.2.8111. Fie A şi B două, puncte ale cercului re (O, R), A şi B ne
fiind diametral opuse şi O punctul comun al tangentelor în A şi B Ia. 

cercul CC (O, R). Să, sii arate că dr. AB separă 
punctele O şi C. 

R. Deoarece triunghiurile AOC şi BOC slnt congruente, 
triunghiul ABC este isoscel, [AC) = [BCJ şi deci unghiurile .,,,....._ .,,,....._ 
CBA şi CAB au măsura mai m:că de 90", de unde rezultă că (AB 
se află în interiorul unghiului OAC, iar [ B.4. se află ln interiorul 
unghiului_OBC, deci dr. OC fl dr. AB #, 0. 

-
I.2.9ro. Două cercuri Re intersectează în A şi B. O secantă variabilă, 

trecînd prin A ta.ie cercurile a doua oară în M şi N. Să. se afle ce „de
scrie" mijlocul segmentului [MN]. 

R. Fie 't'(O, R), 'f(01 , R1 ) cele două cercuri şi 
M e 't'(O, R), N e 't'(01 , R1), dr. OQ şi dr. 0 1Q1 per- M 
pendiculare pe MN, cu Q, Q1 pe dreapta MN. /---r--=~~-..;::.:.L~ 

Atunci mijlocul Pat lui [MN,) coincide cu cel al lui 
[QQ1 ) şi considerlnd punctul D pe linia centrelor 001 

8.itfel lnclt [OD) = [01D) rezultă că [DPJ este linie 
mijlocie ln trapezul 001Q1Q şi deci dr. DP ..I. dr. AP. 
Dacă considerăm punctul S pe [MN) cu pl"oprietatca ca 
[QA)= [SQ1 ], atunci [QQ1 ] şi [SA] au acelaşi mijloc şi 

anume punctul P. Deci [DSJ = [DA) şi deci mijlocul segmentului [MNJ desctie cercul cu 
centrul in D şi rază de lungime D.4.. 

.,,,,-...... 
1.2.10. Pe cercul CC(O, R) se consideră coarda [AB] şi unghiul ABM. 

Să se demonstreze că. dacă m(~) ·= _!_ m(AB), arcul '.AR' fiind ihclus 
2 

!90 



B' 

I 
I 

I 

I 
I 

• în interiorul unghiului .A.Bill, rezultă că, dr. BM 
este tangentă. cercului ~ (O, R) în B. 

R. Daci B' este punctul diametral opus lui B, atunci 
[BA este situată ln interiorul unghiului B' BM. Cum 

.,,....._ 1 - .,,,......_ 1 -
in(B'BA) = 2 m(B'A) şi m(ABM) = 2 m(AB), rezultă: 

- -.,,....._ m(B'A) + m(AB) 
ni(B'BM) = ------- .= 90°. 

2 

1.2.11. Fie [.AB] un diametru a.I unui cerc şi C un punct oarecare 
al cercului. Se mai con:Jideră. un punct M a.I cercului. Unde trebuie să 
fie „situat" punctul 'M pentru ca unghiul .A.OM să. fie : a) ascuţit; b) 
obtuz Y -R. a) Punctul M trebuie să fie „situat" pe semicercul AB care nu conţine punctul C 1 

b) Pu.nctul M se aftă pe semicerculAB care conţine punctul C. 

I.:t 12. a.) Într-un cerc se consideră. două. coa.rde perpendiculare. - -[.A.B] şi [CD]. Să. se demonstreze că m(BC) + m(.AD) = 180°. b) Reci-

proc, dacă. [.A.BJ şi [CD] sînt două coa.rde a.le unui - -· cerc care se intersectează şi m(BC) + m(.A.D)...:._180°, 
coardele sînt perpendicula.re. 

R. a) Fie E punctul de intersecţie al coardelor. Cum 
..-. .,,,,,,......,. .-.. /',.... .-.. 

m(BC) = 2m(CAB) şi m(AD) = 2 m(ACD) rezultă m(BC) + - .,,,......_ .,,...... 
+ m(AD) = 2m(CAB) + m(ACD). Coardele fiind perpendicu-

o lare unghiul E este drept . 

.,,...... .,,,......_ - -
Din triunghiul AEC rezultă că m[CAB+ ACD] = 90°, deci m(BC)+m(AD) = 180" . 

..-.. ...--. .......... ,,,,,......._ ..-. 
b) fn relaţia m(BC) + m(.{D) = 180" se înlocuieşte m,BC) prin 2m(CAB) si m(AD) .,,...... 

prin 2m(ACD). Se obţine : 

.,,....._ .,,,......_ 180° 
m(CAB) + m(ACD) = -- = 90". 

2 

Triunghiul AEC are proprietatea că m(E) = 900. 

I.2.t3P0 • Să se demonstreze, folosind teorema cu privire la. unghiul 
înscris într-un semicerc, că: 

a.) Într-un triunghi dreptunghic, mă.sura medianei corespunzătoare 
ipotenuzei este egală cu jumătate din mă.sura ipotenuzei. 

b) Dacă mă.sura medianei unui triunghi este egală. cu jumătate 
din măsura laturii corespunzătoare, triunghiul este dreptunghic. · 

191 



R. a) Fie ABC un triunghi dreptunghic (m(Â) = 90°). 
Consic.Ierăm cercul circumscris triunghiului. Unghiul A avlnd măsu--ră de 90°, arcul BMC are măsură de !!0°· 2 = 180°, deci [BC] 
este diametru, iar centrul O al cercului este mijlocul ipotenuzei. 
Dar [OA] este mediană şi totodată rază, deci OA= BC/2. 

BC 
b) Fie ABC un triunghi, [AOJ o mediană şi AO=-• 

I 2 

Atunci [AO] = [BO]s [CO]. Cercul cu centrul ln punctul O şi cu 
raza de lungime OB „trece" prin punctele C şi A. Atunci unghiul A este lnscris tntr-un 
semicerc, deci m(Â) = 90". 

§3. Patrulatere lnserise. Patru Jaf.ere inscriptibile 

1.3.P'. Un patrulater ABOD cu vîrfurile pe un cerc determină. - -arcele AB, BO şi OD care au respectiv măsurile m(AB) = 50°, m(BO)=--= f0°, m(OD) = 100°. Să. se afle măsurile unghiurilor patrulaterului 
ABOD. 

R, Deoarece : 

m(AB) + m(BC) + m(CD) + m(DA) = 360" 

.nzultl m(DA) = 140". Apoi : 

..,,,,....._ m(BCD) m(.BC) + m(CD) 
m(DAB) = 2 = 2 

70° + 100° 
= 8i"; 

2 - - -..,,,,....._ m(DAB) m(DA) + m(CD) 140°+ 100° 
m(ABC) = ---= --- -- = ---. = 120"; 

2 2 2 -..,,,,....._ m(ABC) 
m(ADC)= ---

2 

m(AB) + m(.BC) 

2 

50° + 70' 
--- = 60"; 

2 

..,,,,....._ m(DAB) m(DA) + m(ÂB) 140° +soo 
_m(BCD) = --- = 95°. 

2 2 2 

1.3.2. ln triunghiul ABO se duce înălţimea [AA.'] şi fie M şi N mij
loacele laturilor [A.BJ şi [AO} Arătaţ-i că patrulaterul AMA'N este inscrip-
tibil da.că. şi numai da.că m(A) = 90°. 

R. ln triunghiul dreptunghic AA' B, [A'MJ este mediană; prin urmare triunghiul A'MÂ 
.este isoscel, dcc.i ~ AA'M= ~MAA'.Analog, ~ AA'M = ~ A'AN şi obţinem infinal ~ MA'N= - --=MAN(t). Patrulaterul AMA'N este inscriptibil dacă şi numai dacă m(MA'N)+m(NAM)= 
- 1800, sau, ţinlnd cont de relaţia (1), dacă şi numai dacă m(A) = 90". 

1.3.3111• Două cercuri de centre O şi O' sint tangente exterior iD. 
:punctuJ A.. Fie T, T' punctele în ca.re o tangentă comună exterioară 
,,a.tingen re.<1pectiv cercurile. Linia centrelor [00'] ,,ta.ie" a doua. oară. cer
-0u.ri1e în M şi M'. Demonstraţi că T ~,.I llf' T' este patrulater inscriptibil. 



R. Razele OT şi O'T, fiind per
pendiculare pe aceeaşi tangentă TT', ele 
slnt paralele. Atunci, considerlnd linia 
centrelor ca o secantă, unghiurile MUT şi 
MO' T stnt congruente, ca unghiuri 

+---+-~+---+--...:..J--!----·----- ccri:spondente. De aici rezultă că măsu-
ivl rne nrcl·lor MT şi AT' sînt egale. Suma 

măsurilor trnghiurilor MM'T' şi MTT' 
este egală cu jumătate din suma măsu
rilor arcdor AT' şi MAT. Dai măsurile 
t1rcdor AT' şi MT fiind egale, rezultă 

că suma măsurilor arcelor AT' şi MAT este 3600. Atunci suma măsurilor unghiurilor MM'T' 
şi MTT' este egală eu 1800, deci patnilaterul MM'T'T este inscriptibil. 

Observa/ie. Problema prezintă inkres şi din punctul de vedere al construcţiei tangentei 
exterioare TT'. Se consideră cerc1d 'C(O, OB), concentric cu cercul „mai mare" şi cu lungimea 
razei egale cu diferenţa lungimilor razelor celor două cercuri. Se consideră centrul cercului „mic" 
ea fiind punct exterior pentru cercul '1'(0, OB). Se construieşte tangenta O'D (punctul D fiind 

punctul de intersecţie al cercurilor 'l'(O, OB) şi t' { E, O~')} Se prelungeşte raza OD plnă 
intersectează cercul mare ln T, iar prin punctul T se construieşte paralela TT· la tangenta 
O'D. 

Astfol se obţine tangenta exterioară comună a două cercuri tangente exterior. 

I.3.,P0 • Pe îtălţ,imea. [AD] a triunghiului .A.BO se considerii. punctul H. 
Să. se arate ră. proiecţiile lui D pe dreptele B.A., BH, O.A., OH determini 
un patmlatel' inscriptibil. 

R. Fie M proiecţia lui D pe dr. BA, N proiect.ia lui D pe dr. BH, P proiecţia lui D 
pe dr. CA şi R proiecţia lui D pe dr. Cil. Obţinem patrulaterul MNRP despre care trebuie 
să arătăm că este inscriptibil. Pentru aceasta este suficient să arălăm că: 

Dar: 

./".. ./".. 
m(MNR) + m(MPR) = 1800. 

./".. ./".. ./".. 
m(MNR) = 1800 - m(BNM) + m(JINR); 

./".. ./".. ./".. 
m(MPR) = 900 - m(MPA) - m(DPR). 

/",. 

(1) 

(2) 

Dar din patJ."ulaterul inscriptibil AMDP rezultă -t:: MPA = -t:: MDA, iar m(MDA) = 
............... 

= 900 - m(MDB). Din patrulaterul inscriptibil MNDB remită -t::HDB = -t::BNM, deci 
./".. ./".. /",. 

m(.1\,f PA) = m(MDA) = 900 - m(BNM). Din patrulaterul inscriptibil RNDR fezultă -t:: RDRa 
= < fi NR, iar din triunghiul dreptunghic RDC cu !nălţimea [DR] rezultă -t:: RDR = < DCR. 
Pe de altă parte, din patrulaterul Inscriptibil DCPR rezultă -t:: DCR = -t:: DP R. Deci i: DP R a 
= -t:: li NR. Se obţine ai.tfel : 

./".. ./".. ./".. ./".. ./".. 
m(MPR) = 90" - m(MPA) - m(DPR) = 90" - [90" - m(BNM)] - m(RNR) = 

./".. ./".. 
= m(BNM) - m(HNR). 

ÎIJ concluzie : 

./".. ,;"'.o ./".. ,;"'.o ./".. ./".. 
m(MNR) + m(MPR) = 180" - m(BNM) + m(RNR) + m(BNM) - m(RNR) = 180". 

1.3.5•. Găsiţi o condiţie necesa.ră. şi suficientă ca, un paralelogram 
să fie inscriptibil. 
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R, Fie ABCD paralelogramul considerat. Dacă ABCD este inscriptibil, atunei m(Â) + 
" + m(C) = 110". " ,.. ,.. 
Da,r A ;: C, deci m(A) = 90". Arătăm că ace!tă condiţie este şi suficientă. Dacă m(A) = 

== 900 şi A = C (ABCD paralelogram), atunci m(A) + m(C) = 180" şi deci ABCD este ins
criptibil. 

1.3.6111• Găsiţi o condiţie necesară şi suficientă ca. un trapez să fi& 
inscriptibil. 

R, Vom arăta că astfel de condiţie este ca trapezul să fie isoscel. Astfel, să presupunem 
că trapezul ABCD este inscriptibil. Atunci dr . .ABIi dr. CD şi m(A} + m(C) = 180". 1 - -,.. m(DCB) ,.. m(CDA) - - - -

Dar m(A) = ---şi m(B) = --- şi cum DA = BC, rezultă BCD = CD.A. 
2 2 

" I\ sau A= B, deci· trapezul ABCD este isoscel. 

Să arătăm că daci ABCD este trapez isoscel atunci el este inscriptibil. Dacă Â = Îl. 
A A A A A. ,._ c a D, atunci 2m(A) + 2m(C) = 360", deci m(A) + m(C) = 180°, ceea ce arată că ABCJ> 
este inscriptibil. 

I.3.7M. Fie ABOD un trapez isoscel cu ba.zamare.AB de lungime 12 cm 
şi baza. mică CD de lungime 6 cm. Ştiind că [.A.O] este bisectoarea unghiu

-"" lui DAB şi că [AD] = [BC] să se determine lungimea razei cercului 
circumscris trapezului ABOD. 

R. Orice trapez isoscel fiind inscriptibil, din faptul, că [AC 

-"" - -este bisectoarea unghiului DAB rezulti că DC= CB şi [DC] = [CBJ, 
deci şi CB este de lungime 6 cm. Imediat se vede că triunghiul ABC este 

-"" -"" 
triunghi dreptunghic cu m(ACB) = 90" şi m(ABC) = 60". Deci 
centrul cercului circumscris trapezului este mijlocul lui [AB] iar raza 
cercului are lungimea de 6 cm. 

I.3.8111•ro, Pe laturile triunghiului ABO se construiesc „în afară." tre! 
triunghiuri echilaterale: A'BO, B'AO, O'.AB.Demonstraţică :a) [BB']= 
= [00']= [.A.A']; b) Cercurile .circumscrise celor trei triunghiuri echila.
terale au rut punct comun. 

R. a) Considerăm triunghiurile ACA' şi BCB'. Avem: [BC] = [CA'], [AC]= [B'CI 
-"" -"" .,,,......,_ 

şi m(ACA') = m(BCB') = 60" + m(AGB), deci cele doul triunghiuri sint congruente de 
unde [BB'] = [AA']. 

La fel se demonstrează congruenţa triunghiurilor CAC' şi B'AB, de unde [BB'] = 
= [CC']. Atunci [AA'] = [BB') = [CC']. 

b) Două cercuri seintersectează intr-unpunctşi vomarătacăacestpunctaparţineşi celui 
de-al treilea cerc. Fie M şi B punctele de intersecţie ale cereurilor circumscrise triunghiurilor BCA 
şi BAC iar punctele C şi Male cercurilor circum'ierise triunghiurilor BCA' şi CAB'. Patru.,,,....,_ 
laterul BMCA' este inscriptibil, deci m(BMC) = 120"; la fel patrulaterul CMAB' este 1„ 

-"" 
seriptibil, deci şi m(CMA) = 120". 

Atunci şi unghiul AM Bare măsura 120", deci şi patrulaterul AM BC' este inseriptibiJ. 
adică punctul M aparţine cercului circumscris triunpiului ABC'. 
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1.3.P. ~ie[OA]ş~ [~B] d~uă. segmen~e~elungime aşirespectiv b(b >a). 
Să se deterrrune „poz1ţm" Im .A astfel mc1t lungimea. razei cercului cir
cum;;cris triunghiului .ABO să. fie cit mai mică posibil. Oît este în acest 
~ luagimea. razei cercului Y ... 

,B 

. 

R. Oriunde s-ar afla punctul A, centrul cercului circum
scris triunghiului ABO se află pe mediatoarea segmentului 
OB. Netăm centrul cercului ca ,"'1. Dintre teate punctele de 
pe mediateare (M1, M, M1, ••• ) mijlocul segmentului este 
ta cea mai mică distanţă de B sau O. Deci centrul cercului 

: este mijlocul lui [OBJ ~i raza are lungimea R =_!_.Aceasta 
: 2 

"-------...&.'--- tnseamaă că triunghiul ABO este triunghi dreptunghic, deci 
,,poziţia" punctului A se detennină ducind o perpendicu
lari din B pe OA. o A 

1.3.tOro. In cercul '1(0, r) con8ideră.m pe diametrul AB un punct 
oarecare C. Ooa.rda „varia.bilă." care „trece" prin punctul C intersectează. 
cercul în punctele D şi respectiv E. ,,Prelungirile" coardelor BD şi BE in
tersectează. tangenta. în A Ia. cerc în punctele M şi respectiv N. 

Arăta.ţi că. patrulaterul MNED este inscriptibil oricare ar fi punctul 
Q pe diametrul .AB, în iateriorul a.cestuia. 

~.,.,...... o 
R. Calculli.m suma mli.surilor unghiurilor opuse NMDşi DEN. M 

1n triunlh,iul dreptunghic MAB unghiurile ascuţite AMB şi MBA 
stnt unghiuri complementare. Misura unghiului M BA este jumătate 
din măsura arcului AD, iar măsura unghiului AM B este egali cu • A i--..4-----;;;:::..aB 
jumătate din măsura arcului DB. Tot jumătate din măsura 
arcului DB este şi mli.sura unghiului DEB. Deci unghiurile NMB 
şi DEB slnt congruente. Dar unghiurile DEB şi DEN slnt 

unghiuri suplementare. Atunci şi unghiurile NMD şi DEN sint 
suplemeatare. Deci patrulaterul NMED este inscriptibil. 

1.a.11ro. Fie [AB] şi [BC] două.la.turia.dia.cente a.le unui poligon re
gulat cu 9 la.turi înscris în cercul cu centru în punctul O, M mijlocul la.turii.A.B 

~ 

iar N mijlocul razei perpendicula.re pe dr. BO. Demonstra.ţi că m(OMN) = 
= 30°., 

o .,.,....._ 3600 
R. Avem: m(AOB) = -- = 40". Deoarece dr. OP ..L 

9 
~ 

J_ dr. BC rezultă m(BOP) = 20", deci triunghiul AOP este .,.,...... 
echilateral, de unde deducem că dr. AN l. dr. OP şi m(OAN) = 
= 30". 

Din triunghiul isoscel AOB deducem că dr. OM..Ldr. AB 
deci patrulaterul OAMN este inscriptibil. Rezultă tn final: 

~ ~ 

m(OMN) = m(OAN) = 30". 

I.3.12ro. Fie .A.BOD un patrula.ter şi EJPGH pa.trula.terul convex 
format tfo intersecţiile bisectoarelor sale. ~ se demonstreze propoziţiile: 

1) d.,1,eă, ABOD este dreptunghi, a.tunci EFGH este pii.trat; 
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2) da.că ABOD este trapez isoscel, atunci EFGH este patrulater or
todiagonal ; 

3) dacă ABOD este un patrulater inscriptibil, atunci EJJ'GH este un 
patrulater inscriptibil. 

.,,,,......_ 
R. 1) Avem dr. AH II dr. CE, dr. DE II dr. BG, deci EFGH paralelogram, m(GHE)= 90", ded 

EFGH dreptunghi şi dr. HF .L dr. GE, deci EFGH este pătrat (fig. a). 
/'... /'... /'... /'... 

2) Avem: m(DHA) = m(CFB) = 90", adică m(GHE) = m(GFE) = 90°. Dar G şi E 
fiind deopotrivă pe mediatoarea comună a segmentelor AB şi CD avem că dr. GE = dr. AB 
şi E1 = F1 iar E1 = H2, dr. HFII dr. AB, deci dr. GE .L dr. HF (fig. b). 

"' I\ /\ "' 
~ m(A) m(D) " m(B} m(C) 

3) Avem : m(H1) ... 180" - 2 - - - 2-, m(Fi) = 180" - - 2- - - 2-, 

m(Â) + m(B) + m(C) + m(.D) 360 
m(H;) + m(FJ = 360" - _.:.......:. _ ___:___: _ ___:_ __ _;__ =360° - - =180"(fig. c)I.. 

2 2 

·c 

l.~l.13. l„ie fi cercul înscris în triunghiul ABC şi B', O' respectiv 
punctele de tangenţă, a.le acestui cerc cu laturile AB şi AO. Să se arate
că centrul crrcului înscris în triunghiul AB'O' se află pe fi. 

R. Fie I punctul de intersecţie al bisectoarei unghiului ~ .AB'C' 
cu cercul C. Vom demonstra că I (ce aparţine lui ~ este centrul 
cercului· circumscris triunghiului .AB'C'. Avem : 

/'... /'... 1 ..--. 
m(AB'J) = m(JC'B') = -m(B'mJ) 

2 

/'... /'... 1 ..--. 
m(JB'C') = m(JC'.A) = -m(JnC') 

2 

(1) 

(2) 

/'... /'... /'... ,'--__;;:,,............:::._.....1 C 
Cum m(AB'I) = m(IB'C), din (1) şi (2) dedl!cem că m(IC'B) = 8 

/'... .,,,,......_ 
= m(JC'.4.), deci [C' I este bisectoarea unghiului AC' B', adică J este centrul cercului circum
scris triunghiului AB'C'. 

I.3.14PO. Se consideră pa.trula.terul convex ABOD. Să se arate că,: 
a) Oercurile înscrise în triunghiurile ABO şi AOD sînt tangente 

da.că şi numai da.că. AB + OD = AD + BO. 
b) Dacă cercurile înscrise în triunghiurile .ABO şi A OD sînt tangente, 

atunci şi cercurile înscrise în triunghiurile ABD şi BOD sînt tangente. 
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R O R. a) Presupunem că cercurile tnscrise tn triunghiurile 
; -...;.----::;111· .. ,--, ABC şi ACD slnt tangente. Vom demonstra că este adevă

rată egalitatea AB + CD = AD+ BC. 

C 

Notăm cu M, N, P1 , Pa, Q, R punctele de tangenţi 
ale cercurilor cu laturile patrulaterului. Din ipoteza făcută 
avem P 1 = Pa = P. Ţintnd seama că „tangentele" dintr-un 
punct exterior la cerc slnt congruente, avem AB + CD ,.,. 
= AM+ MB+ CQ+ QD= AP + BN+ CP +DR= 
= AR+ BN+ CN+ DR= BC+ AD. 

Admitem acum ipoteza AB + CD = AD+ BC, care 
se mai poate scrie ln felul următor : 

AM+ MB+ CQ+ DQ = AR+ RD+ BN+ CN, AP1 + CP1 = AP1 + CP1• (1) 
Putem presupune, fără a restrlnge generalitatea, că P 2 se află intre P 1 şi C. Din acest 

motiv AP8 = AP1 + P 1P 2 şi CP1 = CP1 + P 1P 2• Ţiuind seama de aceste relaţii, :egalitatea 
(1) devine P1P2 = O, adică P1 = P1, ceea ce tnseamnă că cercurile înscrise tn triunghiurile ABC 
şi ACD stnt tangente. 

b) Ţinind cont de celll demonstrate la punctul a) putem spune că cercurile lnscrise ln tri
ungbimile ABC şi ACD slnt tangente ş1. rezultă că .AB+ CD=AD + BC, deci cercurile lnscrise 
ID triunghiurile ABD şi BCD slnt tangente. 

I.3.15P0 • Să se a.rate că : 
a) Dacă. într-un hexagon convex inscriptibil două perechi de unghiuri 

opuse sînt congruente, atunci laturile opuse sînt para.lele. 
b) Da.că într-un hexagon conV'ex inscriptibil două perechi de "laturi 

opuse sînt paralele, atu~~i unghiurile opuse sînt congruente. 
B. a) Fie ABCDEF un hexagon convex inscriptibil ln care două perechi de unghiuri 

opuse slnt con~ente : 
«BAF= «CDE1 
«ABC= «DEF. 

(1) 
(2) 

Deoarece lntr-un patrulater convex inscriptibil unghiurile opuse stnt suplementare, to 
qaza relaţiilor (1) şi (2) şi folosind faptul că patrulaterele ABCF, CDEF slnt inscriptibile, avem 1 

.,,,....._ .,,,....._ "" "" m(BCF) = 180" - m(BAF) = 180° - m(CDE) = m(CFE) I (3) 

"" .,,,....._ "" "" m(FCD) = 180" - m(DEF) = 180" - m(ABC) = m(AFC). (4) 

Din (3) şi (4) se obţine: 

"" "" "" "" .,,,....._ "" m(BCD) = m(BCF) + m(FCD) = m(CFE) + m(AFC) = m(AFE). (5) 
Deoarece dr. i,c şi dr. EF formează cu secanta CF unghiuri alterne interne congruente 

rezultl c~ ele stnt paralele. 
Analog, rezultă că dr. CD este paralelă cu dr. AF şi dr. AB este paralelă cu dr. DE. 
b) Fie ABCDEF un hexagon convţx, inscriptibil tn care două perechi de laturi opuse stnt 

paralele, de exemplu dr. AB paralelă cu dr. DE şi dr. BC paralelă cu dr. EF. 
Deoarece pe acelaşi cerc arcek euprinse Intre coarde paralele slnt congruente, se obţine 1 

.......... ,-,... ......... ..-... 
BD a AE; BF a CE. 

De aici: 
......... ,......,. ......... .,-,. .................. 

m(AC) = 360° - m(AEC) -= 360" - m(AE + EC) = 3600 - m(BD + BF) = 360" -
--. -- m(FBD) = m(DF). - -Din faptul el AC a DF rezultl că dr. BC este paralelă cu dr. AF. Deoarece doui 

IIJll)dmi de acelaşi fel cu laturile respectiv paralele stnt congruente, rezultă : 

«ABC• «DBF1 i: BCD a i: BFA I « CDB a « FAB. 
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CAPITOLUL II 

Belalii metriee 

§.1. Teorema lui THALES. Teorema fondamentală a asemănării. 
Triunghiuri asemenea. Cazuri de asemănare. 

11.1.1•. În interiorul unui segment AB de lungime 55 cm se con

sideră un punct O astfel Q3o .AO = !.. 
OB '6 

Bă se determine lungimile segmentelor AO şi BO. 
a c a c 

R. Folosind proprietatea; daci-.=-, atunci -- = -- , unde a, b, c, d slnt 
I, d a+t c+d 

numere reale nenule, putem scrie : 

AC 5 5 
---=--=-• 
AC+ BC 5+ 6 11 

de unde, cum AC+ BC = AB = 55 cm, rezulti AC = 25 cm. De alei rezultl imediat mi.sura 
Iul [BC) a 

BC = AB - AC = 55 cm - 25 cm = 30 cm. 

11.1.2•. Aceeaşi problemă. ca precedenta, cu singura, deosebire ci. 
se presupune O situat pe dreapta, AB, dar nu în interiorul segmentului AB. 
Unde va. fi O : de a.ceea.şi pa.rte a lui .A ca şi B sau de cealaltă pa.rte ! 

R. Deoarece a 
AO 5 
-=-<!t 
BC 6 

rezulti A.O <! BC, adlci punctul C se afli situat pe dreapta A.B pe semldreapta opul 
AO 5 AQ 5 AC 5 

Iul [A.B. Din a BQ = 6 , obţinem BC _ AC = 6 _ 5 li rezulti AB = T , de unde 

AO = 55 cm• 5 = 275 cm, iar BC = AC+ AB = 275 cm+ 55 cm= 330 cm. 

11.1.a•. Se dau trei puncte coliniare A, B, O astfel incit O este 
O.A 

situat între A şi B. Să se exprime fiecare din rapoartele (I} = - , 
OB 
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'!I = OA şi ~ = OB în funcţie de celei.alte doul. 
.AB AB 
li. Putem scl'ie succesiv : 

CA AB CA 

CA 
s=-' -

AB 1 AB 11 • 
CB = CB =,' 

AB 

CB 

1 
CA·CB·-

CA CB CA• CB 
li= -A-B = __ A_B __ = CB• AB = :,;· z; 

CB CB· CA CB CA 1 CA 1 11 
1 = AB = CA• AB - CA O AB - CA . AB - :,; . 1I - --; 0 

CB 

tJ611en,aJie r Odată gisit s = ..!L, celelalte, 1/, z, se deduc imediat din acesta: 1 ,.. 'm 
" 

• 11 .. "=-· :,; 

Il.t.4». Da.că. A, B, O, D sînt coliniare, dacă O şi D sînt situa.te 

între .A şi B şi da.că O.A = D.A , să se demonstreze că O= D. 
OB DB 

li. Folosind o proporţie derivată avem : 

CB+ CA DA+ DB 
---=---

CB DB 

AB AB 
de unde-=-, deci [CB] e [DB]; cum Ce [BA~ De [BA se obţine C= D. 

CB DB 

Il.1.5 11• Să se arate ci trei drepte pa.ra.lele determină. pe două 
secante segmente pro:,orţio:nale. 

R. Fie d1, d1; da trei drepte paralele şi /Xi, ex. două secante. Să notăm cu A, B,, C 
punctele de intersecţie dintre !Xi şi d1, da, da, respectiv cu Ai, B 1, Ci punctele de intersecţie 
dintre ex. şi cele trei drepte. Fie o paraleli B'C' la secanta ex. ce conţine punctul A şi intersec
tead pe da tn B' şi pe d1 tn C'. Atunci [AB'] a [A1B1], [B'C'] a [B1C1]. Deoarece 
dr. BB' U dr. CC', rezulii: 

AB AB' 

BC B'C~ 

AB A1B1 AB BC 
de, unde-= -- , sau tnci-- = _,._ · 

, BC B1(; A1 B1 B1C1 

Il.1.fJK. Fie M şi N puncte pe laturile [.AB], [.AO] a.le unui triunghi 
astfel încit dr. MN II dr. BO. Da.că .AM/.AB = 3/11, să. se ca.lculeze AN1NO. 

li. Din teorema lui TBA.LBS, ţintnd cont că dr. MN U dr. BC, se obţine: 

AM .AN 
--=-
.AB AC 
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de unde 1 

AN 3 3 AN 
----=-- -=-· 
AC - AN 11 - 3 8 NC 

D.t.7M •. Fiind date trei segmente de mă.sura u, iv, w, să. se constru

iască, un segment de lungime x astfel încît x= ~ · Caz pa.rticula.r: u=6 cm, 
w 

41 = 10 cm, w = 15 cm. 
R. Să considerăm un unghi XO Y. Pe semi dreapta [OX „purtăm" segmentele de mAsuri 

OX1 = w, X1X2 = u. Pe semidreapta toY „purtăm" segmentul de măsură OY1 =11. Din X1 
considerăm o paralelă Ia dr. X1 Y1 şi notăm cu Y1 punctul de-intersecţie al paralelei cu dr.OY. 
Fie Y1 Y2 = :c şi, aplicind teorema lui THALES: 

de unde, tnlocuind cu valorile atribuite maJ sus segmentelor, rezultă: 

UIJ 
adică x = -· 

w 

w " -=-u X 

Pentru u = 6 cm, v = 10 cm şi w = 15 cm, se obţine : 

6 · 10 
X = - - = 4 (cm). 

1,1) / 

..• ţ. 

11.t.BM. Se consideră trei drepte Ox, Oy, Oz, punctele A, .Â.1 pe 
dr. Ox şi punctele B pe dr.Oy 9i O pe dr.Oz. 

Paralela. prin .A.1 la dr . .AB intersectează dr.Oy în B17 iar paralela 
la dr. BO prin B1 intersectea,;ă dr. Oz în 01• Să se demonstreze că 
dr. 01A 1 iidr. OA. 

R. Vom aplica teorema lui THALUS tn triunghiurile 0A1B1 
şi OB1C1. Obţinem: 

OA OB 

respecU,v1 

oB oe 
--= 
OB1 

Din cele două relaţii rezultă : 
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OA 00 
--=--• 
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11.1.UM. Se consideră. un punct D pe la.tura [BO] a triunghiului A Ba. 
Paralela. prin D Ia. dr.AB „taie" dr.AC în E, paralela la dr. BO prin JjJ 
„ta.ie"· dr. AB în F, etc. Să se ara.te că după un anumit număr de astfel 
de construcţii „ne întoarcem" în D. Ca.re este acest număr 1 

A R. Construim paralele: dr.DEii dr.BA, 
dr. EF li dr. CB, rlr. FD1 li dr. AC, dr. D1E1 A dr. BA, 
dr. E1F1 11dr.CB şi dr. F1D1 11dr.AC. 

Demonstrăm că punctul D1 coincide cu punctu) 
D: din dr. DE li dr. BA re:zultă pe baza teoremei Iul. 

BD AE 
THALES :--=-.Analog din dr.EFlldr.BCrezulti 

DC BC 

AE AF AF CD 
-= - , Iar din dr.FD1 li dr.AC rezultă-= --1 • 
EC FB FB D1B 

CD1 CE1 
Din dr.DiE1 li dr.AB rezultă -- = __,_ , apoi dia 

C D1B E1A 

CE·' BF . BF1 BD1 
dr E1F1 li dr.CB se obţine --1 = --1 , şi, tn final, din dr.F1.Da O.dr.AC avem -- = --• 

Ei_A F1A F1A D1C 

Am obţinut astfel, şirul de rapoarte egale : 
BD AE AF CD1 CE1 BF1 BD1 

BC- EC- FB- D1B - E1.A - F1A - D1C 

BD BD1 • • 
de unde rezultă - -= -- , ceea ce este posibil numai dacă D1 ::a: n. Deci, dupll 6 cons-

DC D1C 
truct,li „ne tntoarccm" tn punctul D. 

11.1.tOM. (Teorema bisectoarei). Fie D punctul în ca.re bisectoarea 
unghiului .A a.I unui triun~hi .ABO intersectează. la.tura opusă BO. Să. se 

DB AB . demonstreze ci - = - . Aceeaşi problemă. pentru „bisectoarea. exte-
DO AO 

rioară". 
R. Vom demonstra enunţul ştiind ci punctul D estesituattn Interiorul segmentubµ BC. 

Construim dr.CC1 li dr.AD, unde C1 este punctu) de Intersecţie al paralelei cu dr.AB. Ariblm .,,,...._.,,,,.......,,,,...... .,,,...._ 
ci [ACI • [AC1]. lntr-adevllr, cum <h·.ADD dr.CC1, rezultă BAIJ !!! BC1C şi DAC e ACC1 

.,,,,...... """ .,,,,...... """ şi cum BAD a DAC ([AD bisectoare), obţinem BC1C a ACC1, adică triunghiul AC1C este 
Isoscel ([AC] a [AC1J). 

/t 
I 

J 
'\ 

I 

\ 
8 o 

', A1 
' ' 
.,,~'-A .,. 

,.,,,,..,, ·. B 
,,,/ . .1 .,. .... -,.,. ---,-:: _________ -

O C .B 
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Din teorema lui THALES aplicati triunghiului BC1C, nzultl a 

BA BD ----
AC1 DC 

de unde, lnlocuind pe AC1 cu AC, se obţine: 

AB DB 
-=-· 
AC DC 

Daci D este punctul ln care bisectoarea exterioară a unghiului A intersectează dr.BC, 
atunci .avem sau AB < AC sau AB> AC (trim1ghiul ABC nu poate fi isoscel pentru a avea 
loc teorema). 

Fie AB > AC. Fie pe d.r.AB un punct B1 astfel lnclt [AB1] = [AC]. A.tund. : 
.,........ .,........ .,,....._ .,,....._ 

m(A1AC) = m(ACB1) + m(AB1C) = 2m(ACB1), 

deoarece ,t:: A 1AC este unghi exterior triunghiului isoscel ACB1 • .,........ 
.,......._ m(A1 AC) .,,....._ 

De aici se obţine m(ACB1) = ---2-- = m(DAC), adici ,dr.AD li dr.CB1• Din teorema lui 

hALES aplicatl triunghiului BÂD se obţine : 

BD BA 

iau, echivalent: 

BD AB -=-· 
CD AC 

Raţionamentul este analog daci AC> AB. 

11.1.11. Pe dreapta. ţ)x se consideră, punctele A, B, O, ia.r pe drea.pta 
Oy punctele .A.', B', O'. Da.că, dr . .AB' 11 dr.BA' şi dr.BO' 11 dr. OB', să se 
demonstreze că. dr.A.O' li dr.OA'. 

R. Deoarece dr. AB' li dr. A' B, rezulti: 

OA OB' 
-=--· 
OB OA' 

Iar din dr.BC'II dr.eB',se obţine: 

OB oe• 
oe OB' 

Dacă lnmulţim cele două egalităţi membru eu membru, 111 obţine 1 

OA OB OB' OC' -=--·--· OB oe OA' OB' 

sau, 
OA oe• 
-=-oe OA' 

de unde, conform teoremei reciproce a lui THALES rezultl dr.AC'I dr.A'C. 
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Il.1.1211• Prin punctul P de intersecţie a, diagonalelor unui trapez 
ee consideră. o pa.raJ.elă la. baze. Ea. intersectează. laturile nepa.ralele in Jl şi N. 
Demonstra.ţi că, P este mijlocul segmentului [J!N]. 

li. Deoarece dr.MPD dr.AB, triunghiurile ADB şi MDP slnt asemenea şi deci 1 

DM DP MP 
--=-=-· 
DA DB AB 

(t) 

Analog, din dr.PN li dr.AB, triunghiurile CAB şi CPN 
dnt asemenea şi : 

CP CN PN 
-=-=-· 
CA CB AB 

(2) 

Apliclnd teorema lui TBALEs triunghiului DBC, ln care dr.PN li dr.DC, ae obţine: 

CN DP 
-=-· 
CB DB 

(3) 

Ţiuind cont de :relaţiile (1) şi (2), egalitatea (3) implici : 

MP NP 

AB AB 

de 'Dllde [MPJ a [NPJ ceea ce arati ci punctul P eate mijlocul Iul [MN]. 

D.1.1311 • 81 se demonstreze ci dacli. paralela. MN la. ba.zele AD şi 
BO a.le unui trapez (.ME (AB), NE (DO)) ,,ta.ie" dia.gona.lele BD în T şi 
AO în 8, a.tunci [.MT] = [8N]. 

R. Cum dr.MT D dr.AD, asemlnarea triunghiurilor ABD 
li MBT ne di: 

BM BT MT 
-=-=--· 
BA BD AD 

(1) 

Analog, deoarece dr.SNO dr.AD, triunghiurile CAD şi 
CSN slnt asemenea şi scriind raportul de aaeminare avem : 

CS CN SN 
CA =cD=AD 0 

Din teorema lui 1'RALBs 1n triunghiul. BDC, ln raport cu paralela TN avem: 

BT CN -=-· BD CD 

flnlnd cont de (1) şi (2), din ultima relaţie rezulti, 

MT SN 
-=-
AD AD 

adiel [MT) a [SNJ. 

(2) 
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11.t.UM. lntr-un triunghi ABO orice segment PO paralel cu dreapta 
BO(P e dr. AB, O e dr. AO) este împM'ţit de µied.ia.na. AM (M fiind mijlo. 
eul segmentului BO) în dou~ segmente congruente. 

R. Fie N punctul de intersecţie dintre dr.PO 
-:~ dr.AM. Deoarece dr.PN li dr.BM şi dr.NOU dr.MC, A 
putem scrie 1 

AN AP PN 
-=--=- (1) 
AM AB BM 

şi: 
p 

AN AO NO 
--=-=- (2) 
AM AC MC 8 M 

l>in (1) şi (2) rezultă: 

PN NO 
BM MC 

deci, cum [BM] = [MC], se obţine [PN) = [NO), 

H.1.t5M. ln figura. alăturl\tă, AD= a şi BO = b, iar (AD) şi (BO) 
sînt do~ segmente para.lele. DB şiAOse „ta.ie',' în .P. Segmentul [PQ], 
unde Qe[AB], este paralel cu [AD]. 

' 

Siit ·se exprime [ PQ] în funcţie de a şi b._ 

A R. Deoarece dr.PQ.11 dr.Al;>, din asemănarea 
triunghiurilor BAD şi BQP avem : 

PQ BQ 

a AB 
(1) 

AD.li.log, cum dr.PQ li dr.BC, rezultă : 

PQ AQ 
-=-· b AB 

B C Dar AQ = AB - BQ, astfel cil. relaţia (2) 
devine: 

sau, echivalent : 

ab 
de unde rezultă PQ = -- · 

a+ b 

PQ BQ PQ 
-=1--=1--

b AB a 

I 

a•PQ+ b·PQ=ab 

II.1.16M. Un triunghi ABO a.re măsurile laturilor AB = 9 cm, BO = 
= 15 cm şi A0=18 cm. Se ia pe la.tura. [AB] un punct D astfel ca AD = 
= 6 cm; paralela prin D Ia. dr.BO ta.ie dr.A O în E. Să se calculeze 
lungimile laturilor triunghiului ADE. 
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R. In triunghiul ABC, dr.DE este paralelă cu clr.BQ. 
Conform teoremei fui1damentale a asemănării, avem : · 

liADE"" ÂABC 
şi deci: 

AD DE EA 
-=-=-
AB BC CA 

:g ......_ _______ .:..___,.C Inlocuind datele din problemă obţinem : + = ~: == 

AE 6 • 15 6 · 18 
- , de unde DE= -- , sau DE = 10 cm ; AE = ---9 , sau AE = 12 cm. 

·= 18 9 

Il.t.17M. Laturile neparalele BO, AD a.le unui trapez ABOD se 
faters~cteaz~ Î!1 M. Să s~ c~lculeze~ungimileseg~entelor[MA],[MB],[MO], 
[MD] m funcţie de lung1m1le laturilor trapezulm (se va. presupune că. ba.za 
ma.re este [AB]). Aplicaţii numerice : a.) AB = 20 cm, BO= 6 cm, OD = 15 
em, DA = 8 cm; b) AB = 20 cm, BO = 3 cm, OD = 15 cm, DA = 9 cm. 

R, Prin „prelungirea" laturilor neparalele s-a format l-. 
·-triunghiul JI.IAB; dr.DC fiind paralelă cu dr;A B, putem aplica 1v1 

,.teorema fundamentală a asemănării şi avem : 

MD DC CM 

MA AB BM 

MD DC 
.de unde obţinem : ----- = - , sau: 

MD+ DA AB 

MD·AB = MD·DC+ DA·DC, 

DA·DC 
.de unde MD = AB _ DC• A 

DA•DC AB·DA 
.Cum MA= MD +DA, se obţine MA=---· + DA, sau tncă MA=----· 

AB-DC AB- DC 

DC CM 
Din - = -- - se obţine AB • CM = BC, DC+ DC, CM, de unde' CM= 

AB ne+ c::vt 
BC·DC 

,= AB-~DC. 

BC•DC 
Cum MB=:,t + ·:n,rezultăMB=----+CB, sau tncă MB

AB-DC 

AB·CB 
,= AB - ne' 

li.I.IBM. Diagonalele unui tra.pez ABOD cu bazele [AB], [OD]se in
ter. ectea,ză, în Y. Să. se calculeze, în funcţie de lungimile ha.zelar şi dia• 
gonalelur tra.ptlzului, lungimile segmentelor [NA.], [NB], [NO], [ND]. 

R, Considerăm triunghiul N ,l n care este asemenea cu triunghiul NCD. Din proporţio
nalitatea laturiTor obţinem: 

NA NB AB 
-=-=-· 
NC ND CD 
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NA AB NA 
Din proporţia- =-rezultil :--- = 

NC CD NA+ NC 

AB AC·AB = --- de unde NA = ---
AB + CD' AB+ CD 

Avem NC=AC-NA, adică NC=AC-
AC · AB AC·CD 

de unde: NC = ---. A 
AB+ CD AB+ CD e 

NB AB NB AB BD• A.B 
Din proporţia- = - rezultă: --- = --- , de unde NB = -~ • 

ND CD NB+·ND AB+ CD AB+ CD 

,BD· AB . BD· CD 
Atunci ND = BD - NB, deci ND = BD - ----, de unde ND= ----• 

AB+ CD AB+ CD 

II.1.19x. S3 CO!lsideră, o dreaptă, d şi pe ea. punctele .A.0, Au .A.2, ••• 

a.şa. încît .A.0 .A.1 = .A.1.A.2 = . . . = 1 cm. Se pun în evidenţă. perpendicu
larele a-0, a11 a2, • • • pe d în punctele .A.0 , .Â.u .A.2, •••• 

Se consideră. punctele B1 şi 01 pe tii şi punctele B2 şi 02 pe a2, toate 
în a.cela.şi semipla.n determinat de d, astfel ca A1B1 = 2 cm, A101 = 7 Clllt 

.A.2B2 = 6 cm, .A.202 = 3 cm. Să, se precizeze poziţia. punctului M de 
intersecţie a.I dreptelor B1B2, 0102, ca.lculînd AoN şi NM, unde N este 
piciorul perpendicularei din M pe d. 

R. Să calculim măsura segmentelor [B1C1] şi [B1 C1]. Avem: 

B1C1 = A1C1 - A1B1 = 5 cm; 

B1C1 = AsB1 - A1C1 = 3 cm. 

Cum dr.BICI n dr.B.Ca rezultl: 

MC1 B1C1 5 
--=-:..=-· 
MC1 B1C1 3 

Pe de altă parte: 

MC1 NA1 5 
--=--=-, 
MC1 NA.1 3 

5 13 
A0 N = Ai,A1 + A1N = 1 + - = - • 

8 8 

(1) 

(2) 

SA notăm cu Q punctul de intersecţie al mptelor A1C1 şi NM. Cum. dr.QMI dr . .A.1C1 şi 
dr.QN U dr,AaC1 rezultl : 

QN NA1 --=--• 
.A.1C1 Ai.A. 
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21 15 
tfe nnde se obţine QM = - şi QN = - . Deci : 

8 8 

36 9 
MN= MQ + QN = - = - = 4,5(cm). 

8 2 

l~.1.20M. Se consitieră, un cerc „fix" de centru O şi un punct „fix" 
A· Se u.1, J} punct M pe acest cerc şi se consideră. un punct N pe [AM 

astfel ca AM = k. Care .este mulţimea de puncte N cînd M „parcurge" 

c~rcul dat, k ră.mînînd şi el „constant". 

n. Fie tlr.N01 11 dr.MO cu 0 1 e dr.AO. Atunci triunghiurile 
A01N şi AOM slnt asemenea şi rezultă: 

01N AN 
···-=-=k. 
OM AM 

Deci, 0 1N = k • OM = constant (l\f se „află'' pe cerc, deci 
(OM] este raz~ cer.eului). Atunci punctul 0 1 este_ .;,fix" şi,. clnd .. M 
„descrie" cercul de centru O şi rază [OM], punctul N „ descrie" ce·rcul 
de centru 0 1 şi razi k • [OM]. 

II.t.21JoLP0. Se consideră, douij,cercuri neconcentrice, de raze neegale. 
a) Gli.siţi un :punct .A şi un 11umăr k astfel încît mulţimea de ptmcte din 
problema. a.:aterioa.ră, reia.tiv la. unul din cercuri, la. A şi la. k, să fie tocmai 
-0elă.la.lt cerc. 

b) Ce se întîmpllt daci razele cercurilor ar fi egale T 
c) 1n cazurile în care cercurile ar fi e:mterioare, tangente exterioare 

iJeca.nte sau tangente interioare, precizaţi „poziţia" punctulµi de la a): 
R. a) Un astfel de punct A se giseşte la intersecţia tangentei exterioare comune cu linia 

A01 
-cen treier celor doui cercuri, iar k = --. 

A:f) 

b) Daci razele celor două earcuri sh1t congruente, reznlti 0 1N = OM (k = 1). Daci 
~ercurile slnt tangente exterioare, A este mijloeul segmeatului (MN], daeă cercurile slnt secante 
problema este imposibilă, iar daeă eerourlle stnt exterioare, A este mijlocul segmentelor [001] 

şi [MN). 
c) Daci cercurile slnt exterioare, pUllctnl A se află la inte1neţia liniei centrelor cu 

tangenta comună exterioară ; clnd cuemlle llhrt tangente exterioare puncbl A se află la inter
-secţia liniei eentrelor cu tangenta eom11.nll exterioari; dacă cercurile slnt secante, punctul A 
se aftă la intersecţia liniei centrelor eu tangenta eam.ună extlel'ioară, iar tn cazul cercurilor tan
_gente interior, punctul A este punctul de tangenţă. 

II.J.22M. Se conside:ră, un patrula.ter convex .A.BOD şi un punct M 
interior segmentullii [A.O]. Paralela prin M la. dr . .A.B „ta.ie" dr.BO în 
N, ia.r paralela prin M ladr.OD „taie" dr.AD în P. Să.se demonstreze că. 

MN +MP =!· 
..AB OD 

207 



li. Jn triunghiul ABC avem dr. MNII dr. AB. Con
tb'T&i ttoremei fundamentale a asemănării avem : 

li CMN - li CAB şi deci : 
CM MN C 
-=--
CA AB 

I.a fel avem in triunghiul ACD : dr.P M li dr.DC; rezultă 
că triunghiul AMP este asemenea cu triunghiul ACD, O 
de unde: 

AM MP 
--=--· 
AC CD 

Adunlnd relaţiile de mai sus, membru cu membru obţinem : 

p 

A CM 'AM MN MP 
CA + AC = AB + -CD. 

B 

Deoarece CM+ MA=CA, membrul 
MN MP 

sling este ·egal cu 1, deci : -- + -- = 1. 
AB CD 

11.1.2311:. tn paralelogramul A.BOD unim punctul A cu mijlocul lui 
[BO] şi punctul B cu mijlocul lui [OD]; cele două, drepte se „ta.ie" în X. 

Oare este valoarea. raportului XA , unde punctulM este mijlocul lui [ BO] ! 

Y-----~'----"".~c 

A 

tn triunghiul ABX avem: 

XM 
R. Notăm cu N, P şi Q mijloacele laturilor [DC), 

[AB) şi respectiv [AD]. Fie R punctul de intersecţie a 
segmentelor [AM] şi ]DP] iar S punctul de intersecţie 
a selJilentelor [BN] şi [ CQ]. Observăm că patrulaterul 
PBND este paralelogram, avlnd laturile opuse [PB] 
şi (DN) paralele şi congruente. De aici rezultă că şi 
dr.BN este paralelă cu dr.PD. 

La fel, din faptul că AMCQ este paralelogram, 
rezultă că dr. AM li dr. CQ. 

AP AR PR 1 
dr.PRII dr,BX, deci -- = - = - = -, adică 

AB AX BX 2 
AR= RX. 

Din congruenţa triunghiurilor BCS şi DAR rezultă că [Alt) şi [CS] stnt congruente, 
BM MX 1 

1n triunghiul BCS, dr.XM este paralelă cu dr.CS, deci -- = -- = - , de unde rezul~ 
BC CS 2 

~ AR 
tA XM = - • Dar am arătat că CS = AR, deci avem XM = -- • Atunci: 

2 2 

XA 2AR 2 
-=--=2AR·-=4. 
XM AR AR 

:2 

XA 
Deci, tn final se obţine -- = 4. 

XM 

11.1.24. Să. se enunţe cîte un caz de a.semăna.re: 
a) pentru triunghiurile isoscele ; b) pentru triunghiurile dreptunghice ; 

c) pentru triunghiurile echila.tera.le; d) pentru triunghiurile dreJ>tunghica 
isoscele. 
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R. a) Este suficient ca trinnghiurile să aibă un unghi congruent, acel 11nghi fiind ln ambele 
triunghiuri un unghi· de la bază sau unghiul de la vtrf; 

b) Este suficient ca triunghiurile să aibă un unghi ascuţit congruent; 
c), d) Toate triunghiurile de acest fel slnt asemenea. 

II.1.2ăPP. FieABO şi A' B'O' două triunghiuri asemenea.. Să Re demon-
streze că. următoarele rapoarte Bînt egale cu raportul lor de a.~~măna.re, 

a) raportul a, două, înălţimi omoloa~e; 
b) raportul a, două bisectoare omoloa.ge; 
c) raportul a. douii. media.ne omoloa.ge. 

"' R. a) Fie [AD] şi [A'D'J două tnilţim 
1-!t. omoloage. 

Triunghiurile ABD şi A' B'D' vor Ci asemenea 

I\ " " I\ deoarece Ba B', Da Ii>', şi deci: 

B· O' C' AD AB 

A'D' A'B' 

b) Dacă (AD şi [A'D' slnt bisectoare, aceleaşi triunpiurl .slnt asemenea căci .Ba Î, 
şi Î a 2: deci : 

AD AB --=--· 
A'D' A'B' ' 

BC B'(:' 
c) Daci [AD] şi [A'D'] slnt mediane, atunci BD= -şi B'D' = --- , deci i 

2 2 

BD BC 

B'D' = B'C' 

Triunghi_urile ABC şi A'B'C' fiind asomenea, avem: 

AB BC 

A'B' = B'C'. 

Ţinlnd seama de ultima proporţie se deduce că : 

Triunghiurile ABD şi A'B'D' atnt asemenea căciaudodlaturlpreporţionale şi UJllblul 
format de ele congruent, deci a 

AD AB 
--=--· 
A'D' A'B' 

II.1.28PP. a.) Să sedemonstrezecă dia.gonaleleunui tra.pez se împart 
în pkţ;i proporţionale cu bazele trapezului. b) Este posibil ca. diagonalele 
să. se împartă. în pkţi congruente Y 
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R. a) Fie ABCD un trapez, tn carei dr. ABI! dr.CD şi O punctul de intersecţie al 
diagonalelor [AC] şi [ BD]. Deoarece triungh urile OAB şi OCD stnt asemenea, putem scrie: 

oe OD CD 
-=-=-· (l)t 
OA OB AB 

b) Dacă (OC] = [OA] şi [OB] = (OD], primele două rapoarte stnt egale cu 1, dec 

CD - = 1, iar de aici CD= AB. Trapezul devine ln acest caz paralelogram. 
AB 

II.1.27ro. Prin intersecţia diagonalelor unui trapez se duce o paralelă 
I.a. baze; fie M şi N intersecţia ei cu laturile neparalele. Să.se demonstreze 

că, MN = 2ab , a şi b fiind lungimile bazelor trapezului. 
a+b 

R, Fie O punctul de intersecţie al diagonalelor. 
Deoarece triunghiurile DOM şi DAB slnt asemenea, avem: 

MO DO 

AB DB 
(1) 

'Analog, din asemănarea triunghiurilor OOC şi BOA rezultă : 

DO DC 
-=-
OB AB B 

.sau, echivalent: 

DO DC b 

DB DC+ AB a+ b 
--~-=--· (2) 

lnlocuind ln (1) raportul al doilea p1in expresia sa dată de (2) şi pe AB cu a, se obţine: 

ab 
,sau MO= -

a+ b 

MO b 

a a+ b 

Observaţie. Daci n11tăm MN cu x, putem scrie: 

1 

X 

1 1 
-+-

a b 

2 

Numărul x se numeşte media armonică a numerelor a şi b. Relaţia stabilită aici ne dl 
·un mijloc de a afla pe cale grafică media armonică a două numere a şi b : se construieşte un 
·trapez cu bazele de lungime a şi b, ,1 prin intersecţia diagoftalelor sale se duce paralela la baze. 
Segmentul [ .U N]al acestei paralele situat tn interiorul trapezului are ca lungime numărul căutat. 
Avem şi rdatiile: 

X> b; X< ci. 

11.1.28. a) Fie ABO]J un trapez în care dr.ABIi dr.OD, A opus lui O. 
1:nn intersecţia. O a diagonalelor sale se duce paralela la dr.AB; fie M şi N 
intel'Sl'cţiile ei cu larturile neparalele, M e dr.AD. Sf. se demonstreze că. 
[OM] = [ON]. b) Să se demonstreze că, a.cea.stă. proprietate este carac
teristică pentru trapez . 
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R. a) Din triu11.glliudle asemenea DAB tl DMO se 
obţine: 

MO :DO 
(1) 

Iar din triunghiurile asemenea CAB. şi CON avem : 

ON CO 
(2) 

Daci ABCD este trapez, triunghiurile DOC şi AOB slnt asemenea, cict unghiurile Iar 
slnt congruente doui cite doui, deci : 

DO CO 

OB OA 

sau, echivalent : 

DO CO 
-=-· 
DB CA 

Din aceasti ultimi relaţie şi (1), (2), rezulii : 

MO ON -=-• AB AB 

deci [MO] e [6N]. 

b) Presupunem ci [BM] ;;;, [ON) şi va trebui sii. aritim cil. dr.AB li dr.CD. Primul 
00 CO DO CO 

raport din (1) este egal cu primul raport din (2), deci - = - , sau, ecbivale11.t, - = - • 
DB CA OB OA 

Aceasti ulthni proporţie aratii. ci triunghiurile DOC şi AOB au doui laturi properţionale; .,,,,...._ 
unghiurile lor din O fiind congruente, triunghiurile slnt asemenea. Se obţine deci DCA. ;a; .,,,,...._ 
= CAB, de unde dr.DC li dr.AB, ceea ce arati ci ABCD este trapez. 

II.1.29M. Daţi o demonstra.ţie folosind asemănarea, teoremei: ,,Dacă 
într-un patrulater convex diagonalele formează cu două laturi opuse 
unghiuri congruente, atunci unghiurile opuse ale patrulaterului siD.t 
suplementare". 

R. Fie ABCD patrulaterul convex şi O punctul de 
intersecţie al diagonalelor. 

,. ,. 
Triunghiurile AOD şi BOC slnt asemenea deoarece A.1 = Bi 

.,,,,...._ .,,,,...._ 
şi A.OD = BOC. Rezultii. : 

OD OA 
-= 
oe OB 

~ ,. .,,,....._ .,,,,...._ 

B 

C 
A 

o 
iar D, = c_. Cea.ferm„ cel•r„ arii.ta~ şi ffptului ci AO.ll e NC, triunplurile COD şi AOB slnt 
asemeBea, de u11.tie A.1 = B1 şi .111 = C1• Se obţine ln fi11.al : 

A A A A A A I\ A 

m(A) + m(C) = m(AJ + m(.AJ + m(C) = m(•J + m(•,> + m(S) = 18"1'. 
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11.1.30. ]'ie ABO un triunghi în care AB2 = AO · BO (de exemplu 
.A.O = 4, .A.B = 6, B0=9). Pe latura [.A.B] se consideră un segment [BM] 
congruent cu [.A.O] şi pe fatura [BO]un segment [BN] congruent cu [.A.B]. 
a) Să, se a.rate că triunghiurile MNB şi ABC sînt asemenea.; b) Cîte ele
mente {laturi şi unghiuri) ale triunghiului BMN sînt congruente cu cite 
un element al triunghiului .A.BO 't 

AB AC 
R. a) Relaţia dată se poate pum sub forma - = - . Înlocuind aici AC prin BM 

BC AB 
şi AB prin BN se o~ţine o proporţie care arată că triunghiurile au două laturi proporţio
nale. Deoarece unghiul B este comun, a) rezultă imediat. 

b) Două laturi şi toate unghiurile, deci cinci elemente. Acesta este numărul maxim de 
elemente congruente pe care le pot avea două triunghiuri neeongruente; dacă au şase elemente 
congruente, triunghiurile stnt congruente. 

11.1.31. Bisectoarele unghiurilor ~ BA.O şi ~ O.AD a.le dreptunghiu
lui .A.BOD intersectează. laturile [BO] şi [OD] în M, respectiv N. Să se 
a.rate că.: 

MB +-ND > l. 
MO NO 

R. ln triunghiul ACD, AD+ DC> AC, deci: 

AD+ DC 
----> 1 . 

.AC . 
(1) 

Aplictnd teorema bisectoarei tn triunghiurile ABC şi ADC 
obţinem-: 

MB .AB ND .AD 
--=- -=-, 
MC .AC NC .AC 

de unde, prin tnsumare, rezultă : 

MB ND .AB+ AD --+ -- = ---- !> 1. 
MC NC AC 

11.1.3211. Determina.ţi, prin măsurători, distanţa. de la .A. la O, unde 
O este inaccesibil. 

A B 
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R. Alegem un punct „accesibil" B şi măsurăm distanţa .,,,,......_ 
AB. Măsurăm cu ajutorul grafometrului unghiurile· BAC .,,,,......_ 
respectiv CBA. 

Desenăm (ln caiet) un triUllghi A' B'C' care să albi 
.Â' a Â şi .B' s B. Triunghiurile ABC şi .A' B'C' ţiind aseme-

A' B' [A'B') nea, din raportul-- = a([.AB] mAsurat pe teren, . 
AB 

A'C' 
măsurat tn caiet), putem calcula şi raportul-- , daci 

AC 

.A'C' 
muurăm (.A'C'J tn caiet şi ţinem cont de faptul cll şi AC =«· 



11.1.3:JM. Determinaţi prin măsurători distanţa intre punctele .A şi 
.B, fkă. a „vizita" insulele. 

R, Pe terenul accesibil căutăm un punct O 
coliniar cu punctele A, şi B şi un punct oarecare 
D. Măsurăm distanţa dintre punctele C şi D. La 
fel, măsurăm unghiurile BCD, CDB şi CDA. 

Construim (pe o foaie, ln caiet) un triunghi 
A'C'D' cu latura [D'C1 evident măsurabilă şi cu 

/'.. /'.. ,.,,,,...._ ,.,,,,...._ 
unghiurile A'C'D' = ACD, C'D'A' = CDA. In 
interiorul triunghiului A'C'D' construim unghiul 
/'.. /'.. 

C'D'B' = CDB. Măsurăm segmentul A'B' şi 
,calculim distanţa dintre cele două puncte inaccesibile din proporţia : 

AB CD --=--, 
A.'B' C'D' 

-deearece perechile de triunghiuri .ACD şi A'C'D', respectiv BCD şi B'C'D' slnt asemenea. 

11.1.34. Fie A' piciorul iniUţimii duse din vîrful A al triunghiului 
-dreptunghic ABO. Pe [A.A'] şi [A'O] se consideră. punctele P şi Q, 
Demonstraţi că. dr. BP .L dr . .AQ dacă, şi numai dacă~ 

AP QO --=--· 
A.A' A'O 

R..1°) Vom demonstra: 

AP QC A 
Din dr.BP ..L dr.AQ rezultă --· = -- • ~ AA' A'C 

Fie {M} = dr.AB n dr.PQ. Deoarece [BP] şi [AA'] stnt M 
1nălţimi ln triunghiul ABQ, P eate ortocentrul acestui P 
triunghi, deci dr.MQ ..L dr . .AB. 

Rezultă că dr.MQ li dr.AC şi, din teorema lui B A Q C 

11'BA.LBS aplicată triunghiului AA'C, AP = QC • 
AA' A'C 

AP QC AP QC 
2") Vom demonstra: Din--=-- rezultil. dr.BP ..L dr.AQ. Deoarece--=---, 

A.A' A'C AA' A'D 
-conform teoremei reciproce a lui THALES obţinem dr.PQ li dr.AC, deci dr.QP ..Ldr.AB. In triun
ghiul ABQ, rAPJ şi [QPJ slnt aşadar •nălţimi, prin urmare [BPJ este de asemenea tnălţime, 
.adică dr.BP .L dr . .AQ. 

11.1.35. Pe laturile [BO] şi [OD] ale paralelogramului ABOD se 
-OOillSideră respectiv ·punctele E şi F astfel incît : 

BB .F<J 
-=K1 ş1-=K2• 
BO FD 

Fie M intersecţia, dreptelor AB şi BF. Să se determine valoarea. rapor
~, . .AM 
.. w.m--· 

ME 
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R, Ducem dr.CB'H dr.BF (B'e dr,AB) p fie {E'} == 
= dr.CB' n dr.AE. Avem: O :F C 

L3iPf AM AM ME' 

Din asemănarea trhmglliurilor AMB şi AE'B' respec- A 8 91 
tiv MBE şi E'CE, obţinem: 

AM AB EE' CE 
-- - ---- ; -- - -- ' 
ME' B~' EM EB 

deci: 

AM DC K 1 + 1 ME' K 1+ 1 
--=-= -- ;--=--• 
ME' FC K 1 EM K1 

de unde rezultă : 

J.M 

ME 

r.K, + t)(K~-!- 1), 

' 
11.1.34. Se dă un triunghi .ABO cu m(.Â) = 90° şi .AB > AO, inscrii:f 

într-un cerc de centru O. tn .A..ee duce o tangentă la eerc ca.re interse<\
tează dr.BO în P. Fără a. folosi teorema. lui PITAGORA, să se arate că: 

[P0]2 = [P .A]2 + [O.A.]2, 

R, Deoarece m(Â) =90", ipotenuza BC este di11metna deci Oe dr.BC şi [OB)a[OA]a[OC] • .,,,..... .,,,..... .,,,..... .,,,..... 
Avem CAP a PBA şi APCa APBdeunderezultlci trluugbiurile ACPfi,BAP slnt ase
menea, deci : 

PA1 = PC· PB. 

Dar: 

PC = pO - oe = PO - Ci.ii 
şi: 

PB= PO+OA, 
Avem deci: 

PA1 = PC· PB = (PO - OA) (PO +OA)= P01 - OA1 

iar de aici 
P<JI= PA•+ OA1. 

11.1.35. Demonstra.ţi că într-un triunghi ABO, m(.Â.) = 2m(B) da.că. 
şi numai dacă a2 = b(b + c). 

C 

~ ~ c· A c e 
-? 
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" .. R. 1") Demonstrlm cil dacă m(A) = 2m(B) 
rezultll a8 = b(ll+c). ,,Prelungim" segmentul [BA] 
eu segmentul [AC') a [AC). Fie a, b, c lungimile· .,,,..... 
laturilor triu11piului şi oe = 19-1ABC). Deoarece· 
unghiul BAC este exterior triungliialul. isescel C' AC 

" .,,,..... .,,,..... 
fi m(A) = 2a, rellllltll oll m(ACC') = m(AC'Q =<L
Prin urmare triunghiul BCC' este isosc!l şi CC'=a. 



BC BC' a &+ c 
Dia aseminarea triunghiurilor BCC' şi C' AC deducem : - = -- sau - = -

CA CC' I, • 

ode unde a• = b(b + c). " " 
2°) Demonstrim ci daci a1 = b(b + c) rezulti m(A) = 2m(B). 
Cu notaţiile de la 1°}, relaţia a1 = 6(b + c) se transcrie : 

CC' BC' 
--=·--· 
AC' CC' 

Cum ~ C' este unghiul comun triunghiurilor BCC' şi CAC', rezultă că 6.BCC' este ase
-menea cu triunghiul CAF, cie unde rezultă ~ B ;; ~ C'CA (1). Notlnd cu ~ măsura unghiului 
C'CA, din(1) rezultăm(B) =~-De asemenea, m(A) = 2~ ca unghi exterior triunghiului Isoscel 

/\ /\ 

-CAC', prin urmare m(A)=2m(B). 

II.1.3GP0 • Să, se demonstreze că, în orice triunghi ortocentrul îm.
;.parte înălţimile în două părţi, astfel_ încît produsul m~surilor a.cestor seg· 
.mente nu depinde de înălţimea a.leasă. · 

A 
R. Triunghiurile AC'H ş! A'H<i., slnt asemenea (slnt 

triunghiuri drcptunghiC'e şi au H1 = H 1 opuse la vtrf) Deci 
Ali C'H 
--- = --adici AH· HA'= HC· HC'. Dar şi triunghiu-

.JIC HA' · 
rile AB'H11 şi BA:H slnt asemenea (triunghiuri dreptun
ghice cu H 3 = H, opuse la vlrf) Avem : 

AH B'H 

HB HA' 

~dică AH· HA'= IIB· I-IB'. 

-Vin AH· HA'= HC· HC' şi AH· HA'= HB· HB' rezultă: 

AH· HA'= CH· HC' = HB· HB'. 

II.1.37M. Se consideră un patrulater inscriptibil ABOD. a) Să se con
-struia.scă un punct M de aceeaşi parte a dreptei AD ca şi B şi O, astfel 
-ea triunghiuxile .AMD şi ABC să. fie asemenea. 

b) Descoperiţi. pe figură. alte două triunghiuri asemenea. 
c) Demonsinl\Ji ci AC· BD = AD· BO + AB · OD. 

/\ /\ .,,,...... /",.. 

R. a) Cum D1 = C1, construind DAM = CA B rezultă că 
-triunghiurile DAM şi ABC slnt asemenea: 

/\ /\ .,,,...... /",.. 

b) Deoarece B1 = C1 şi BAM =· DAC, triunghiurile AMB şi 
.ADC slnt asemenea. 

c) Din ascminarea triunghiurilor ABC şi DAM rezultă: 

AM AD DM 
--=--=--
AB AC BC 

(1) 

.iar din asemănarea lui ADC cu AM B rezultă : 

MB AB 

DC AC 

A 

(2) 
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Din relaţiile (1) şi (2) se mai poate scrie : 

DM·AC= BC·AD 
şi: 

MB· AC= DC· AB 

Prin adunarea 1ţ1embru cu membru a ultimelor două relaţii se obţine , 

AC· BD= BG· AD+ DC• AB. 

Observa/ie : Această relaţie este denurrtită ca teorema lui PTOLEMBU. 

11.1.38. În triunghiul ABO considerăm dreptele A.A' şi BB' concu
rente în G. (A' e [.lJO], B' E [.AO]). 

A'G B'G 1 
a) Dacă-- = -- = - , atunci cele două drepte considerat& 

AG BG 2 . 
sînt mediane. 

b) Da.că una. din dreptele considerate este media.n§. şi determină pe 

ceaJaltă două segmente al căror raport este.!.., atunci şi cea de a, doua.. 
2 

dreaptă este mediană. 
R. a) Considerăm punctele A1, şi B1 mijleacele segmentelor AG şi BG. Patrulaterul A'~ 

A1 B1 are diagonalele tmpărţite ln părţi egale, deci este un paralelogram, de unde rezultă că: 
dr A1B1 11 dr. A'B' şi A1B1 = A'B'. 1n triunghiul AGB segmentul A1Bi este linie _mijlocie„ 
deci: 

AB 
dr. A1B1 li dr. ,AB şi A1B1 = --

2 

Compartnd (1) cu (2) deducem : 

AB 
dr. A'B'II dr. AB şi A'B' = --• 

2 

(2), 

(3)-

Deoarece A'B' tndeplineşte relaţii1e (3) tn triunghiul ABC, rezultă cii [A'B'] este liuie mijlocie
ln acest triunghi, deci [AA') şi I BB'J stnt mediane. 

b) Demonstraţia acestei afirmaţii o facem prin reducere la absurd. Presupunem deci ci't, 
[BB'] nu este mediană. Fie atunci [BB1 ] mediana laturii AC, care intersectează mediana AA'· 

B 1G1 1 1 
tn G1• 1n acest caz avem--= - • Cum din ipoteză B'G BG = -rezultă că: 

BG1 2 2 

BG B'G 
-2...! = -- . Conform reciprocei teoremei lui THALES 1n triunghiul BB1B', vom avea• 
BG1 BG 

dr. GG1 H dr. B1B' ceea ce este imposibil, deoarece dreptele G1G şi B1B' se intersccteazii ln., 
punctul A. 

lnseamnă că presupunerea făcutii este falsă, prin urmare [BB') este mediană a triun-
ghiului ABF. 

11.1.391'°. Fie triunghiul ABO şi D e {BO). Să, se arate că, : 

BO· Al)< AO· BD+ AB· OD. 
DC 

R. Notăm - = K, (1). Construim pe [AD punctul E asUel incit : dr.AB!ldr.CE şi să. 
BD 

DE 
notăm - = K. (2). 

AD 
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AB 1 
~Tem !1ABD-11CDE, de unde --- = - sau CE= K·AB, (3). 1n triunghiul A<.:E aYem: ct: K 

AE < AC+ .CE 

,11~r AE = AD+ DE şi înlocuind în (4) obţinem: 

AD+ DE< AC+ CE. 

Ţinind seama de (2) şi (3) şi tnlocuind tn (5), avem: 

.4D + K · AD ..._ AC+ K · AB -6) 
înlocuind pe (1) in (6), se obţine : 

AD· 1 + - < AC+ - · AB ( DC) DC 
DB BD 

de unde: 

AD·BC<AC·BD+AB·DC (7) 

Observaţii : 1°) Dacă AD este mediană, relaţia (7) 
AB+ AC 

devine AD< ---- ; 2°) Dacă AD este bisectoare, 
2 

2-4.C· AB 
relaţia (7) devine : AD < ----- --• 

AB+ AC 

II.1.40P0 . În triunghiul ABC, dr~ptunghic în A, [EF] cislr>, linie 
..nijlocie (E e dr. AB, F e dr.AC), iar D e,1te piciorul înălţimii din A. 

a) Demonstraţi d~ triunghiurile EDI/ şi ABC sînt asemew·.~; 
b) Găsiţi un alt punct M ce aparţ,ine ipotenuzei, astfel în.;ît triun

ghiurile EMF şi ABC să fa· asemenea. 

R. a) Triunghiul ABC este dreptunghic in A. Pentru ca asemănarea cerută să aibă loc 
trebuie ca unul din unghiurile triunghiului EDF sii fie drept. Notăm dr. EF n dr. AD = {G}. 

Deoarece [EF] este linie mijlocie rezultă ct dr. EFII dr. BC şi cum dr. AD.L dr. BC 
vom avea dr. AD_l_dr. 11F, deci un~hiurile EGD şi FGD stnt drepte. Aşadar triunghiul EGD 
este dreptunghic în G şi unghiul FED nu este drept. 

De asemenea, triunghiul FGD esk dreplunghic tn G şi unghiul EFD nu este drept. 
ilămlne să demonstrăm că triunghiul EDF al'c unghiul drept lu D. 

C 
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lntr-aJevllr, deoarece [EF] e linie mijlocie, E şi F slnt mijloacele laturilor AB şi res
pectiv AC; ln triunghiurile dreptung}iice ADB şi A1'C, [DE] şi [DF] slnt respectiv mediane; 
cum mediana corespunzitoare ipotenuzei tntr-un triunghi dreptu11ghic are măsura clt jumătate· 
din măsura ipotenuzei, rezultă că triunghiurile EAD şi FAD slnt isoscele cu baza AD; din, 
această afirmaţie avem : 

i=EDA s i:;EAD; i:=ADFs i::FAD 
de unde: 

.,,,....._ .,,,....._ .,,,....._ .,,,....._ ..,,,,...._ .,,,....._ 
m(EDF) = m(ED.4.) + m(ADF) = m(EAD) + m(FAD) = m(EAF) = 90". 

Deci triunghiul EDF este dreptunghic ln D. Dreptele paralele EF şi BC formează cu, 
secanta,AB, ~ ABC s i: AEF (1), ca unghiuri corespondente. 

Deoarece triunghiul AED este isoscel şi [EG] este înălţime, avem că [EG este şi bisec
toare şi deci i: AEF = i: FED (2). Din (1) şi (2) avem i: ABC s i: FED, de unde se obţine
că triunghiurile dreptunpice ABC şi DEF slnt asemenea. 

b) Să notăm cu M punctul ce aparţine ipotenuzei BC. 
Pentru ca triungluurile EMF şi ABC să fie asemenea, dat fiind că triunghiul ABC 

este dreptunghic, trebuie ca şi triunghiul EMF să fie dreptunghic. Vom studia cazul clnct 
triunghiul EMF este dreptunghic ln E. 
Aceasta înseamnă că dr. EM..Ldr. EF, şi cum dr. EFIJ dr. BC rezultă că dr. EM ..L dr. BC„ 
şi deci dr. EMIi dr. AD. 

1 
In triunghiul ABD, [EM] este linie mijlocie, şi cum EM = - AD, înseamnă că o-

2 
catetă din triunghiul dreptunghic EMF are măsura jumitate din măsura lnălţimii corespunză
toare ipotenuzei triunghiului dreptunghic ABC şi nu jumătate din măsura unei catete a acestui 
triunghi. In acest fel, triunghiul EMF, dreptunghic ln E, nu este asemenea cu triunghiul' 
dreptunghic ABC. 

Analog se demonstrează că triunghiul EMF, dreptunghic ln F, nu este asemenea cu, 
triunghiul dreptunghic A.llC. , 

Deci, pentru ca triunglliul EMF să fie asemenea cu triunghiul dreptunghîc ABC, trebuie
ca să fie dreptunghic tn M. S-a arătat la punctul a) că M = D. Această situaţie a corespuns 
faptului că unghiul FEJ!> al triunghiului dreptunghic EDF este congruent cu unghiul ABC 
al triunghiului dreptuBpic ABC. 

Să studiem cazul clnd unglliul FEM al triunghiului dreptunghic EMF este congruent co. 
unghiul ACB al triunghiului dreptunghic ABC, adică cu unghiul AFE al triunghiului dreptun
ghic AEF care este asemenea cu triunghiul ABC. 

In acest caz se observă că dr. EMIi dr. AC. Cum E este mijlocul lui [AB], rezultă că 
[EM] este linie mijlocie ln triunghiul ABC şi deci M este mijlocul lui [BC]. Atunci [MF,t 
este de asemenea linie mijlocie ln acelaşi triunghi şi este paralelă cu AB. 
Avem, astfel, din eondiţla de paralelism : 

i: BAC s i: FME 

şi deci, triunghiurile ABC şi MFE slnt asemenea, iar M, mijlocul ipotenuzei BC, este punctul 
cerut. 

Deoarece nu se mai poate face altă alegere a unghiuri lor celor două triunghiuri, singurellt 
puncte căutate slnt piciorul înălţimii din A şi mijlocul ipotenuzei. 
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§2. Teorema catetei, teorema inăltimii; Teorema lui PITAGORA 

11.2.1. Deduceţi teorema. lui PITAGORA din teorema. ca.tetei. 

R. Fie ABC un triunghi dreptunghic (m(Â) = 90") şi D piciorul perpendicularei din 
A pe dr. BC. 
reorema catetei ne dă : 

A.BI= BD· BC; ACI= DC· BC. 

Prin adunarea celor două relaţii se obţine : 

A.BI+ ACI= BD• BC+ CD· BC = 
= BC(BD + DC) = BC'. 

~ 

e~c o 
II.2.2ro. Fie .ABO un triunghi dreptunghic şi D un punct a.l ipote

nuzei. Propoziţiile urmittoare sînt reciproce ale teoremei ca.tetei şi teore
mei înitlţimii : 

a) Dacă. .AB2 = BO · BD, .A.D este înălţime; 
b) Da.că. .AD2 = DB · DO, .AD este înălţime. 
Aceste reciproce sînt adevărate Y 

R. a) Relaţia dată, pusă sub forma : 

AB BD 
--=--' 
BC AB L 

B O' o C arată că triµnghiurile ABD şi ABC au două laturi proporţionale, 
unghiul B format de ele este comun, deci triunghiurile slnt ase

menea. Rezultă că unghiurile lor _stnt congruente două cite două. Triunghiul ABC avlnd un 
unghi drept, triunghiul ABD are de asemenea un unghi drept,deci dr. AD..L dr. BC, [AD] este 
lnălţime. Reciproca este adevăratil. 

b) Propoziţia pu este adevărată. Fie [AD] mediană ; atunci : 

BC' 
deci DB• DC=--· 

4 

BC 
DB= DC=-, 

2 

Pe de altă parte, lntr-un triunghi dreptunghic mediana are măsura jumătate din mlsura 
BC BC' . 

Ipotenuzei, deci AD = -- , de unde AD8 = --. Aceste două relaţii arată că AD8=DB · DC, 
· 2 4 

dar [AD] nu este lnălţime ln mod obligatoriu, ci poate fi mediană. 
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11.2.3. Ipotenuza, unui triunghi dreptunghic este de 13 cm, iar una. 
din catete este de 5 cm. Afla.ţi cît are cea.laltă ca.tetă, înălţimea. şi proiec· 
ţiile ca.tetelor pe ipotenuză. 

R. Fie ABC triunghiul dreptunghic considerat cu m(A) = 900 şi fie D piciorul perpen
dicularei din A pe dr. BC. 

Fie BC = 13 cm şi AB = 5 cm; măsura catetei AC o aflăm aplictnd teorema lui PITA.
GORA tn triunghiul ABC: 

8 .. ~ ... 
-~-

AC2 = BC1 - AB2 = 131 - 58 = 121 

deci AC= 12 cm. Vom calcula proiecţiile BD şi DC alf! catetelor 
pe ipotenuză apliclnd teorema catetei. Avem: 

BC· BD= AB1 

sau: 

AB8 25 
BD=--=-

BC 13 

iar: 

25 144 
DC= BC - BD = 13 - - = -- • 

13 13 

înălţimea (AD) o determinăm apliclnd teorema tnălţimii: 

25 144 
AD8 = BD·DC=- ·-
. 13 13 

V 25 144 60 
de unde se obţine AD = - · -· = - (cm). 

13 13 13 

11.2.lM. O ca.tetă a, unui triunghi dreptunghic are măsura 10 cm„ 
iar înălţimea. 8 cm. Afla.ţi celelalte elemente a.le triunghiului. 

,.. 
n. Fie ABC triunghiul considerat cu m(A) = 90° şi fie D piciorul perpenatcularel din

A pe dr. BC. Teorema lui PJTAGOl\A aplicată în triunghiul' ABD (am presupus AB =· 
= 10 cm) ne dă : 

BD = Y AB2 - ADI = 6 cm. 

Din teorema lnălţim ii vom obţine pe DC : 

AD2 32 
DC=--=-cm 

BD 3 

50 
de unde r<-zulti BC = BD + DC = - (cm). 

3 

A 

8~ 

ln continuare, cateta AC se obţine apliclnd teorema lui PITAGORA tn triunghiul ABC• 

V---- 40 
AC= BC2 - AB2 =-cm. ' 3 

11.2.5. 1n:i.lţimea unui triunghi dreptunghic este de 24 cm, iar pl'Otlet 
ţia unei ca.tete pe ipJtenuză de 10 cm. Aflaţi celelalte elemente. 
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n. Fie ABC triunghiul dreptunghic considerat (m(Â) = 90") şi notlnd cu D piciorul per
pendicularei din A pe dr. BC fie [BD] proiecţia catetei AB pe BC, BD= 10 cm. Aplictnd 
teorema lui PITAGORA în triunghiul ABD se obţine : 

AB= VAD2 + BD2 = 26 cm. 
Din teorema catetei rezultă măsura ipotenuzei BC: 

AB2 676 
BC=--=-em, 

BD 10 

576, 
iar DC = BC - BD = - cm. 

10 

Mărimea catetei AC o obţinem cu teorema catetei : 

624 
AC= V BC·DC = -(cm). 

, 10 

II.2.611• Ipotenuza. unui triunghi dreptunghic este de 50 cm, iar 
proiecţia unei ca.tete pe ea. este de 5 cm. Aflaţi celelalte elemente. 

R. Fie ABC triunghiul considerat (m(.4) = 90") şi D piciorul perpendicularei din A pe 
BC. Fie BD= 5 cm; din teorema catetei putem afla măsura lui AB: 

AB2 = BC· BD= 50 cm· 5 cm= 250 cm2 

deci AB = sV10 cm. Deoarece DC= BC - BD= 45 cm, măsura tnălţimil AD rezultll din 
teorema înălţimii : 

AD = fiJD · DC = 15 cm 
iar mărimea catetei AC este : 

AC= YBC· DC= 15 Vio cm. 

II.2.71r1. Într-un trapez dreptunghic, ba.zele a.u 10 cm şi 7 cm, iar 
la.tura neparalelă. perpendicula.ră pe ele este de 4 cm. Calcula.ţi lungimile 
celeilalte laturi şi a.le diagonalelor. 

R. Lungimea laturci oblice o aflăm din triunghiul 
dreptunghic CEB, cu ajutorul teoremei lui PITAGORA : D~ 

BC2 = CE2 + EB2 

A E B 
de unde se obUne BC = 5 cm. 

Diagonala BD este ipotenuza triunghiului dreptunghic DAB, deci BD2 =AB2 + AI.1' = 
= 2}'29 cm. 

Diagonala AC este ipotenuza triunghiului dreptunghic ADC, de unde : ACI = AD2 + 
+ DC2 = 1/65 cm. 

B C 11.28:u:. Calcula.ţi lungimea. ,,tan
gentelor" comune a două. cercuri 
tangente exterioare de raze R şir. 

R. ,, Tangenta comună" a celor dowl 
cercuri tangente exterioare este egală cu tan
genta construită Ia cercul e(O, R - r) din 
punctul exterior 0'. 

In triunghiul dreptunghic OAO' avem: 

0'A8 = 0'02 - 0A2 = V(R + r)2 - (R- r)I = 
= 2 }'Rr. 
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Ii.2.9.M. Calculaţi lungimile „ta.~gentelor" comune exterioare şi 
mterioare a, două. cercuri cu razele 8 cm şi 5 cm, da.că. distanţa, dintre 
centrele lor este de 20 cm. 

R, Construim tangenta comuni exterioaril a celor douil cercuri exterioare : 

--------
M 

Construim „tangenta" co
muni interioară celor două cercuri 
exterioare: 

,,Tangenta'' comună interi
oară, este egală cu tangenta con
struitil -Ia cercul @(01, R + r) din 
punctul 01 deci măsura lui [ C01) 

este egală cu măsura tangentei 
comune interioare [AB). 

Din triunghiul dreptunghic 
01C01 avem: 

co1 = Y 0101 - 01ca = 
= l' 202 - 13a = V23l (cm). 

,,Tangenta comuni" exterioa• 
ră, are milsura egală cua „tangentei" 
construită la cercul @(01, R - r) din 
punctul 0 8, deci tangenta exterioară 
[ IJC) = ( .. W 1 ]. Din triunghiul drept
unghic 0 1A01 avem: 

=Y39Î (cm), 

11.2.10. Există. triunghiuri dreptunghice în ca.re ipotenuza. este me
die proporţională. între înălţime şi suma. ca.tetelor! 

R. Notăm: a măsura ipotenuzei, h măsura înălţimii, b şi c măsurile catetelor. Presu
punem cil există triunghiuri care îndeplinesc ipoteza dată : a1 = h(b + c) (1). Se ştie că h = 

bc = - . Cu aceasta, relaţia (1) devine succesiv: 
a 

bc 
a1 = - (b + c), aş = bc (b + c), sau a8 • a = bc (b + c) (2). 

Q 

Se ştie din teorema lui PITAGORA: 

a1 = b1 + ci. 
Relaţia (2) se scrie succesiv: 
(b• + cl)a = k(b + c), 68a + cla = b1c + bel, b1a - b1c = bel - aci, b2(a - c) = 

= cl(b - a). (3) 

I.a orice triun8hi dreptunghic se ştie că măsura ipotenuzei este mai mare declt măsura 
oricărl•i catete. Avem deci: a> c adică a - c> O, adică a - c este un număr pozitiv. Ase
mănător, a> b adică • - b> 9, adică a - r, este un număr pozitiv ceea ce implici b - a 
este un număr negativ şi deci relaţia (3) este falsă. 

Deci nu există triunghiuri dreptunghice care să îndeplinească condiţia dată. 
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11.2.J 1. Există triunghiuri dreptunghice la ca.re ipotenuza. este medie 
proporţională intre înălţime şi diferenţa. eatt telor! 

R. Procedăm ca ln problema anterioari. Presupunun că existi triunghiuri dreptunghice 
care tndeplinrsc ipoteza dată. 

Avem două cazuri : 
a) b> c. Relaţia din ipoteză este : a1 = hC.b - c). Aceasta devine plnă la urmiJi1(b - a) = 

= c2(b + a) care este falsă, deoarece t - a este număr negativ. 
Deci nu există triunghiuri dreptunghice tn ipoteza dată. 
b) ~> b. Avem a1 = h(c - b) care devine b1(a + c) = cl(b - a), din nou falsă, căci 

b - a este număr negativ şi deci nu există triunghiuri dreptunghice tn condiţia dată. 

11.2.12. Triunghiul ABO este un triunghi isoscel. [AB] = [AO] 
iar unghiul BAO a.re 120°. 

Oa.lcula.ţi măsura. laturii BO ştiind că: 

a) AB = 10 cm; b) AB = 2V3 cm; c) a cm. 

R. a) Deoarece avem un unghi de 120" lntr-un triunghi isoscel calculăm măsura unuia 
din unghiurile sale congruente : 

/',.. 
.,,...._ 180" - m(BAC) 1800 - 120" 600 

m(ABC) = -----= ---- = - = 300. 
2 2 2 

Util ar fi să avem un triunghi dreptunghic cu un unghi de 30". Pentru aceasta vom nota cu 
D piciorul înălţimii din A. Am obţinut triunghiul ABD dreptunghic ln D cu unghiul din B 

AB 
de 30" şi ipotenuza AB de 10 cm. Cateta opusă unghiului de 30" este AD deci AD = - = 

2 

10 
=-=5 (cm). 

2 

Calculăm misura catetei BD cu ajutorul teoremei lui PITAGORA: 

BD8 = AW - ADI; BD2 = 102 - 52 ; BD2 = 75 ; BD = V 75 = f25 · 3 = 5}'3 (cm.) 

Deoarece ABC este un triunghi isoscel înălţimea AD este şi mediani, adică D este mijlo
cul laturii BC. Aşadar, BD = DC şi de~ BC = 2 · BD = 2 · 5}'3 =10Vs (cm). b) BC = 2}'3""7 
VS= 6 (cm) ; c) a}':f cm. 

U.2.13 • .ABO este un triunghi isoscel. [AB]=[AO] ilY' unghiul BAO 
are 30°. Calculaţi măsura. segmentului [BO] în cazul cind a.) .AB = 10 cm; 
b) AB = 2 V5 cm; c) AB = m cm. 

R. a) Notăm cu D piciorul înălţimii din B. ln triunghiul dreptunghic ABD avem un 
unghi de 300, deci BD= 5 cm. Calculăm cu ajutorul teoremei lui PITAGORA măsura lui [AD]: 

AD2 = .'I.BI - BDI; ADI = 75; AD = 5V3 cm. 

Calculăm măsura lui [DC] : 

DC= .4.C - AD= 10 - 5Vi, (AC= AB = 10 cm). 

tn triunghiul dreptunghic ·BDC aplicăm teorema lui PITAGORA pentru calculul măsurii 
segmentului [BC]: 

Bc• = BD2 + DC2; BCS = 25 + (10 - 5V3>1 ; 

BCI = 25 + 100 - 100Vs + 75; Bc• = 200 - 100(3; 
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BC2 = 100(2 - J/3): Bc=Vto0•(2 - J/3) = J,'100-V2 - J/3 = 10V2 - J/3-(cm); 

b) 2J/5 V2 - J,':1 cm: c) mV2 - J/3cm. 

11.2.14. ABO este un triunghi isoscel, [AB] = [AC], iar unghiul 
BAC are 45°. Calculaţi măsura lui [BC] în cazul cînd: a) AB = V5 cm; 
b) AB = 8 cm c} AB = n cm. 

R. a) Notăm cu D piciorul inălţimii din B. In triunghiul dreptunghic ABD avem un 
unghi de 45°, deci [BD] = [AD] căci triunghiul este şi isoscel. Aplicăm teorema lui PITA

GORA: 

,- 5 y5 
BJJI + AD,2 = AB2 ; BD2 + BD2 = (Ji 5 )2 ; 2BD2 = 5 ; BD2 = 2 ; BD = 2 -

J/5 J/5 · J,'2 Vio 
= Vi = v~-. Y2 = -2-(cm) = AD. 

Calculăm măsura lui [DC] : 

V- J,'10 
DC = AC - AD = 5 - --- • 

2 

ln triunghiul dreptunghic BDC aplicăm din nou teorema lui PITAGORA : 

BCI = BD2 + DC2 ; BC2 = - + V 5 - - ; BC2 = - + 5 - 2 V 5 --+ 10 ( - J,'10) 2 10 -l'îo 
4 2 4 2 

10 20 v- v- ,r,, 1r-+ 4 ; BC2 = 4 + 5 - 50; BC2 = 10 - 25 · 2 ; BC2 = 10 - 5r 2 ; BC2 = 5(2 - r 2) J 

BC = V~V2)= J/5 · V2 - J/2 (cm) 

·b) sV 2- J/2 cm.c) n-V2 - J/2 cm. 

11.2.15. În triunghiul ABO avem [AB] - [A.O] iar măsura. unghiu
lui BAC este de lfi0°. Calculaţi măsurn lui BO în cazul a) AB = 7 cm; 
b} .A.B = 1t cm; c) AB = p cm. 

R. a) Triunghiul are unghiul .,de vlrf" de 1500. În acest caz unul din unghiurile 
. . 

180° - 150° 30° 
.,de Ia bază" are măsura de --- --=-= 15°. Convenabil ar fi să avem totuş,i un tri-

2 2 

unghi cu cel put.in un unghi care să aibă măsura de 300, 
O 45° sau 600 pentru a aplica unele cunoştinţe învăţate. 

A , - ' "I în prob lema noastră suma celor două unghiuri „de la 
~ bază" este de 30° deci un unghi exterior al triunghiului 

· \ corespunzător celui de 1500 are 30°. Vom pune în evidenţă 8 ~ ( un triunghi dreptunghic in care acesta să fie unghi. Notăm 
- cu D piciorul înălţimii din C. Am obţinut triunghiul ADC 

/',.. 
dreptunghic ln D cu m(DAC) = 30° unde AC= 7 cm. Deci conform teoremei cunoscute cu 
privire la unghiul de 30°, vom avea măsura catetei [DC] (opusă unghiului de 300) ca fiind 

7 ui . hi' - cm. Aplicăm teorema 1 PITAGORA in acest triung ş1 avem : 
2 

( 
7 ) 2 72 4 •78 - 78 ' 

DA1 = ACI - DC2; DA1 = 72 - - _ ; DA2 = 72 - -. ; DA2 = --- ; DA1 = 
2 4 4 

=-- ·DA= --- · DA=--=---= -- • 
71 • 3 y72 • 3 J/71 ·3 J/P · J/3 7 J/3 
4' 4' y4 2 2 
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Scopul nostru este să calculăm măsura laturii BC. Această latură are rol de ipotenuzl 
ln triunghiul BDC, dreptunghic tn D, unde ştim măsura catetei DC; avem nevoie de măsura 

1 Vi 
catetei BD care este formată din B.'\ + AD adică BD = 7 + --- . Putem acum să aplicăm 

2 
teorema lui PITAGORA tn acest triunghi dreptunghic : 

( 7 V:f )2 ( 7 )2 BC2= BD3 + DC2: BC2 = 7+ - 2- + 2 
1Va 

BC2 = 49 + 2 · 7 • --+ 
2 

49 • 3 49 y- 49 y-+ -4- + 7 a BC8 = 49 + 49 3 + 4 ·(3'+1);BC2 =49+49 3+49;BC2=2• 

• 49+ 49. y3; BC1 = 49('! + V3) 1 BC = v49· (2 + Va). Deci: BC = 1V2 + V3 cm. 

b) BC=x h +1'3 cm; c) BC = pv 2 + V3 cm. 
'1' 

11.2.tG. În mteriorul dreptunghiului ABOD se consideră. punctul M 
situat la 7 cm de vîrful A, la 11 cm de vîrful B şi la 18 cm de vîrful O 
(opus vîrfului A). 

a) Aflaţi distanţa. de la punctul M la vîrful D; 
b) Generalizaţi problema. 

R. Considerăm dreptunghiul ABCD şi Q 
punctul M tn interiorul acestuia. O .---~--------""""!:~ 

a) Di• triunghiurile dreptunghice formate 
exprimăm distanţele de la punctul M Ia vlrfu
rile A, B şi C. Avem: 

AM2 =AN'A+NW; MB8 =MN2 +NB1 ; 

MC2 = NB2 + .11;1(}3; MD8 = MQ2 + NA8• p 
ObservihD că A "',---N.._ _____ ___:::=-..19 

AM2 - MB8+ MCS - MD2 = O 

de unde se ol,ţine" MD = a'fi cm. 
b) Fie distantele de la M la vlrfurile A, B, C ale dreptunghiului a, b respectiv c. Din 

relaţia de mai sus avem: 

as-c. ast 

MD2 = AM2 - MB2 + MC3 

MD = Vaz - /Ja + ca. 

11.2.17. Triunghiul dreptunghic ABO are 
m(Â) = 90°, D este piciorul înălţimii din A pe 
dr.BO, iar E simetricul lui D faţă. de dr. AB. Se 
ştie că AB=20; AC= 15. Din punctul E ducem 
:perpendiculara EF pe dr. BO (F e dr. BO) care 
intersectează cateta AB în punctul N. Se cere i 

- perimetrul triunghiului EDF; 
- lungimea segmentului F B ; 
- să se arate că patrula.terul MNli'D este 

iucriptibil unde dr. DE n dr. AB = {Jl}; 
- ~za cercului circumscrui patrulaterului 

MNFD. 
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R. Ipotenuza triunghiului ABC are BC = 25 cm, iar înălţimea AD = 12 cm. Din triun
ghiul dreptunghic ABD aflăm BD= 16 cm, DM = 9,6 cm, MB= 12,8 cin. Din asemlinarea 
triunghiurilor DMB şi DFEobţinem DF = 11,52 cm şi EF = 15,36 cm. Perimetrul triunghiului 
EDF este 46,08 cm. Lungimea segmentului FB este 4,48 cm. în patrulaterul MNFD unghiurile 
M şi F stnt unghiuri drepte, deci suma lor este 180" ~i patrulaterul este inscriptibil. 

Raza cercuiui circumscris patrulaterului are măsura clt jumatate din a segmentului DN 
pe care o aflăm din asemănarea triunghiurilor MNJI şi FDE. Obţinem NE= 12 cm. Dar 
NE= DN, deoarece E este simetricul lui D faţă de dr. AB, deci şi DN= 12 cm, iar raza 
Cel'Cu,lui este de 6 cm. 

11.2.isro. Un patrulater convex are trei laturi cu lungimile egale 
cu a. Două din laturile congruente sînt perpendiculare, iar celălalt. unghi 
format de două laturi congruente are mit!l!ura. de 60". Să se calculeze 
lungimile diagonalelor şi a. cele.ila.lte la.turi a. patrulaterului. 

R. Fie AB = BC = DA = a, astfel tnctt dr • .,,.,.....__ 
AB şi dr. BC stnt perpendiculare,iar m(BAD) = 60" • .,,.,.....__ 
Triunghiul ABD fiind isoscel, cu m(BAD) = 60",. 
va fi echilateral şi deci B.D = a. Avem deci : 

..,,,,,......., 
. m(CB.D) = 90° - 60" = 30". t ,. 

Fie E proiecţia lui Cpe dr, . .B.D. Din triu11ghiw 
dreptunghic BEC, avem: · 

a a l'3 
CE=-· BE=--

2 ' 2 

şi, prin urmare : 

, fi l'3 a ,r.. 
ED= BD - BE = a - -- = -(2 - v 3 ). 

2 2 

llai departe, din triunghiul ·dreptunghic DEC, e'bţinem : 

DC=VDE2 +EC1 =V: (7-41'3)+ :
1 =Va2 (2-l'3)=aY2-Vs~ 

Evident AC= •°V2· 
11.2.191[. Într-un triunghi ABC, ungbiul .A este ascuţit da.că şi nu

mai dacă BC2 < ..AB2 + .AC2• 

" R. Fie ABC şi A1B1C1 două triunghiuri tn care [AB] = [A1 B1], [AC] = [A1C1] şi m(A)<t 
<m(Â1). Atunci, BC < .Z,1Cj(acest rezultat este demonstrat ln manµalul de geometrie el. a VI-a). 
Dacă tn cele 2 triunghiuri, considerăm m(Â) < 90° şi m(,Âi) = 90° atunc;i din BC < B1C1„ 
rezultă BC2 < B1Ci2, Dar: 

B 1Ci8 = A1 B12 + A1C12 = AB2 + AC2 
deci: 

BC2 < AB2 + ACI. 

11.2.20. Fie M mijlocul înălţimii [.A.A'] a. triunghiultti dreptunghic 
ABC şi N Inijlocul segmentului A'C. Să se demonstreze că dr. BM J_ dr. AN. 

R. Metoda I. Prin ipoteză, punctele M şi N stnt respectiv mijloacele segmentelor il" 
şi A'C. Rezultă că [MN) este linie mijlocie in triunghiul AA'C, d,eci dr. MN U dr. AC" (1). 
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Nn11mt {N'} = dr. MN n ~r. AR şi tinln<I arama dP faptul că trhinjlhlul A nr. este 
dreptunghic, din rrln\ia (1) d!'ducem că dr .• 'li N'J_ dr. ,, R. . 

p in urmare punclul M ci;fr la inlt"ri.cclia i11ăl\imilor AA' şi NN' ale triunghiului ABN, 
,deci M Cijte ortocentrul acci;Lui lduughi, deci dr. BM .Ldr. AN. . / 

A 

C 
• 

Metoda a ll-a. Aplicind teorema t~ţimli ln trlunghiui A.BG itVem succesiv: 

MA' BA' 
AA,. = BA'• A'C sau AA'• 2MA' = BA'• 2A'N sau·--= ---. 

NA' AA' 

Cum m(.Î') = 90°, rezultă ci triunghiul BMA' este asemenea cu triunghiul ANA', deC\ 
-i: MBN = ~ .4.' • .\N. 

, 
Notlnd {B'} = dr. AN n dr. BM, triunghiurile MAB' şi M BA' Pu respectiv doui 

unghiuri congruente, deci au toate unghiurile congruente. Prin urmare m(..B') = 900. 

11.2.21. Printr-un punct lll de pe dtagonaia. DB a unui dreptunghi 
ABOD sti consideră o dree.ptă. d perpendiculară pe dr.·BD, ca.re se intersec
tează. cu dr. AB în E şi cu dr. BO în F. Să. se a.rate că. : 

a) AB2 • ME = Boz. lllF; 
b) Oricare a.r fi poziţia. punctului M pe dr. BD, raportul 1 

...tB ·ME+ BO• lllF. 
MB 

este consta.11.t. 

AB1 B01 BD2 

c) MF';+ ME• = JIB2. 

R. a) Din asemlnarea triunghiurilor ABD şi MBE rezulii 1 

AB·ME 
MB=----; 

..., AD 

De aici obţinem : 
- AB2 -ME9 

MB1 = ----• 
ADI. 

(1) • 

Teort'ma'tnălţimli aplicată tn triunghiul BFEne dă: 
MB9 = ME· MF. (2) 

Din (1) şi (2) se·obţine prima_ relaţie din enunţ, 
b)"Din asemănarea triunghiurilor ABD şi MBE 

,obţinem: 

AD AB --=____:._·, 
ME M·B 

(3) 

. 
F 
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Iar din asemin~a triunghiurilor BCD şi FM B rezultă : 

<;D BC 

MF=MB 

finind cont că AD = BC, CD == AB şi aduntnd (3) cu (4) mcmbru-·cu membru obţinem : 

AB BC A.li+ BC 
MF +ME= MB ' 

de unde rezultă : 

AB•ME+BC•MF ,6.1t+BC ------- = -----
ME->-·MF MB 

• Pe baza relaţiei (2) ultlma relaţie implică : 

AB•ME+ BC·MF 
--------= AB + IJC = cOJtstant. 

MB 

c) Ridictnd la pătrat ambii membri ai relaţiei t6) el>ţinem: 

AB2 BC1 AB· BC AJi18 + BCS AB· BC 
MF2 + ME'+ 2 ME·MF = MB1 + 2 · MB1 

(4). 

(5) 

Apei dacă ţinem seama ~e (2) şi de f<1ptul,Eă A.BI+ BCS = BJJ2, deducem_ relat.ia din _enunţ. 

11.2.22ro. Dacă D este un punct pe la.tura. BO a triu~hiului AB(} 
şi: 

AB:1 + 0~2 = A 1 2 + BJJ2 

atunci dr. AD l. dr. BO. 

care se mai scrie 1 

R. Fie dr. Al)' ...1.. dr. BC, D' e dr. BC. Atunci t 

ABI - BI>'= ACI - .ll'CI (T. lui PITAGORA). (1} 

Dar 
Ali' + CJ)I = Af;1 + B:,,,- (2) 

şi sc.lzln4 relaţiile (1) şi (2) rezultă : 

C•' + IJ' ll1 = BIJI + D'• 
adiei: 

CIJ1 - BJ)I = _D'f.'l - D' BI 

BC(BC - '2BD) = BC(.BC - 2BD') 

de unde 2BD = 2BD' deci D şi D' coincid, daci slnt de acelaşi parte a lui ·B. Dacă D şi II" 
stnt de o parte şi de alta a lui B atunci D nu satisface relaţia .Un enunţ. Aşadar dr. AD .L dr. BC. . . 

II.2.23M. u:n patrula.ter .A.BOD înl!lcris într-un cere de rază 25 om 
are diagonalele perpendiculare, depărtate de centrul oereului la _7 oin 
rt•spectiv 15 om. Să se oaJouleze lungina.ile diago11.alelor şi să se verifioe 
rnla.ţia. 

_AB • OD + A.D ~ BO = A~• JIJ> 
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R. Dc..,arect' tn problemA nu se preclzra:r.A carr. din rllagonalf' ~f' anii 1n 7 cm şi cari' s& 
aflA- la 15. cm de centrul cercului, pr-0blema .ace două solu.ţii. 

Solutîa I. Fle diagonala AC la chstanţa dl' t!'i cm dl' c1mtru iar diagonala BD la dis
tanţa de 7 cm de centru. Din triunghiul dreptungkic A NO, cu teorema .lui. PITAGORA află!JI. 

AN= f251 - 1511, adicA AN= 20 cm. Atunci diago•lala AC are 40 cm. La fel, din triunghiu} 
dreptunghic OMD avem.: MD = V'252 - 72, a<!ică JfD = 24 cm. Atunci di1tgonala BD este 

,de 48 cm. Lungimile laturilor patrulaterului le putem afla 
din triunghiurile dreptungh,ce APB, BPC, CPD şi DPA, 
unde, .ln fiecare cun't"ştem catetele; cu teorema lui PITAGORA 

iie pot calcula măsunle ipotenuzelor. Avem: 
tn trlunghid APB: AB2 = 272 + 92, de unde AB= 

-= 9 Yio cm; ln_ triunghiul BPC: BC8 = 91 + 132, de unde 
BC = 5 Y10 c111 ;. ln triunghiul CPD: CD2 = 132 + 392, de 
unde CD= 13 Y10 cm; ln triunghiul DPA: DA1 = 391 + B 
= 27~, de unde DA = 15 Vîo cm. 
VerlficAm relaţia dată ln problemă, care este teorema lui 
ProLEIIEU : 

AB· CD+ AD· BC = AC· BD 

~u; 
1170 + 750 = 1920. 

Deci relaţia dată se verifici. 
Solu/ia a II-a; Fie diagonala AC la distanţa de 7 Clll' de centru iar diagonala BD la dis

tanţa .de 15 cm de centru. 
Din· triunghiul dreptunghic ANO aflăm măsura catetd AN = 24 cm, deci diagonala 

AC este de 48 cm. · 
. Qin tri,mghiul drept~ghic DMO aflăm măsura catetei MB= 20 cm, deci diagonala 

,BAem·d1f4o·cm. .· . . 
Din triunghiurile dreptunghice APB, BPC, CPD şi DPA aflăm lungimile lat~_!i!oi 

patrulaterului, cu ajutorul teoremei lui :f"ITAGORA, şi obţi11em : 

' · AB = 391 + 1si, de undţ AB = 13 Vro cm; 

BC = ga··+ 1.31, de· unde BC =· 5 Vtci cm ; 
CD = 91 + 278, de unde CD = 9 Yio cm; 

·DA= 271 + ·s02, de unde DA= 15 V10 cm. 
Verific:lm relaţia : 

AB· CD+ Al>: BC ~ AC· BD 

sau: 
1170 + 750 = 192GI. 

Relaţ\a este verificată şi ln acest caz. Problema are deci două soluţii. 

II.2.24ro. într-un triunghi dreptunghic ABO initlţimea. este egali. 
ou fiw; (u şi "' sint lungimile proiecţiilor ca.tetelor AB şi respectiv .A.O 
pe ipotenuza.- -BC. - . 

a,) Să. se a.rate oă. perimetrul triunghiului se poate scrie ca. un produa 
tn care este factor Vu + '/'i + Vu + "'· · 

b). ·Sit se afle distanţa de la. centrul cercului circumscris trlunghiului 
la punctul de 'intersecţie a, initlţimii ou ipotenuza:. . 

li. a) A~lllll :., 

AB = Yu(u + 11); AC = V u(u + 11); BC = u + 11, 

Perimetrul triunghiului se peate scrie : 

p = i'u(u+ 11)+ Yii<u+ P) + Ycu + v)2 = Viz+ 11(fu+ Y11+ fu+ 111). 
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u+ • b) Metoda I. Raza cercului circumscris triunghiului are lungimea egali cu - 2-. Ro-

tim cu d distanţa ceruti, adici d = OD. 
u+·u 

I) llaci u .... 11 atunci : R = - 2- = ., d = u - a = O 1 

A u+11 . rz+e 

&. I o . 
~- ·O Y:tY... C 

2) Daci u < 11 atunci : --> rz, d = -- - u -, 2 2 

11-u 
=-.-; 

2 

. . u+• u+• 
2. 

3) Daci u > 11 atunci: - 2 - <.rz, d = u - - 2--

u _,, 
=--

~ 

Metoda a II-a. Din triunghiul dreptungbic .A.DO calculim cu ajutorul teoremei lui. 

Y~ V(u-11)2 1u-•1 PITAGORA OD = .A.()I - D.A.1 - --2 - = - 2 - • 

11-u 
ii.) Daci u = 11, d = Oi 2) daci u < 11, d = -- 1 3) :a 

rz-• 
daci u > e, d = -i-• 

11.2.25. Det.ermina.ţi tangenta. şi cota,ngenta. unghiurilor de 30°, 
45° şi 60°. 

R. Pentru funcţiile ungb.iurilor de Sfi- şi &O" folosim trlungbiul echilateral .A.BC, de laturi 
a. Ducem lnilţimea .A.D şi astfel obţinem triunpiul dreptunghic .A.BD, care are m:iluraungb.lulul 
B de 60" iar misura unghiului B.A.D de 30", Calcullm .A.D cu ajutorul teonmei lui Pluaou. 

• . a 
fi obţinem .A.D = - l/3 • 

2 

Calculim 1 

li 

BD 2 
tg 30" = -- sau tg 30" = --

.A.D a 1/n -,s 
2 

Yi' 
de unde tg SO-=-; 

3 

~1'3 
.A.D 2 ra . 

tg 60" = - sau tg 80" = -- , de unde tg &o- = Yi', 
BD. · a 

2 

t y-ctg 30- =--- sau ctg 300 = 3 i 
tg 30", 

, rs 
ctg 60" = -- sau ctg &o-= - ; 

tg 60" 3 
, 

,Aflim tangenta şi cotangenta unghiului de 45° dintr-un triunghi dreptunghic lamcel 
cu catetele de lungime a. · 

Obţinem: 
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CAPITOLUL III 

Arii 
\ 

111.111• 11.) Exprimaţi a.ria unui triunghi dreptunghic. 
b) Ca.re este. aria unui triunghi dreptunghic isoscel de catet§. a f 
c) Ca.re este a.ria. unui triunghi eohilâteral de latură a! 

" R. a) Fie ABC triunghiul dreptunghic cu m(A) = 90". Dacă notim AB = c, BC = a, 
AC = b,. avem : · · 

AB·AC· b·c 
IABO = --- = -- • 

· 2 2 

b) Al-la triunghiului are e"presia : 

•.• al 
S,u,c=--=- • 

2 2 
c) Fie ABC triunghiul echilateral de latură a şi A' piciorul perpendicularei din A pe 

, . aYi" 
dr. BC. Atunci, AA = - 2- şi deci: 

a· AA' a•(s 
1..aso = ·-· --=·-· -- • 

2 4 

. . .. U •. ~11• Cunos~înd două-. la.turi şi _unghiul cuprins între ele, exprima.ţi 
~a unui triunghi, Clilol'e elite raportul ariilor a două triunghiuri ce au cite 
un unghi congruent. · · 

R. Fie ABC un triunghi tn·care cunoaştem AB, BC şi ml.,ura unghiului B. Fie D picio-
rul perpendicularei din A pc; dr. BC. Avem: · 

AD= AB· sin B 
fi expresia ariei triunghiului devine : 

" BC·AD 
l..ts~ =----= 

BC· AB·sinB 

2 2 

Fie triu~hiurile ABC şi A'B'C' care au unghiurile B şi B' congruente. Atunci, ţintnd 
A A 

cont ci sin B = sin B' : 

" BC· AB· sin B 

l,tJHJ' 2 BC·AB 
~ = --------, .... ,-

1.A'B'C' B'C' · A' B' · sin B B'C'•A'B' 

2 
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111.311• Pe hl.turile AB, AO a.Ie unui triunghiABO se consideră punc
tele D şi E. Arătaţi că. : 

&dBC = &.ADB + IBDB + 'IIC• 

R, Avem: 

S.,tBB = SdDB + IBBD• 

Oin aceste relaţii rezultă expresia din enunţ. 

). 

111.,u. Raportul distanţelor de la, mijlocul unei la.turi a unui tri
unghi la celelalte două laturi este egal cu inversul raportului lungimilor 
.laturilor respective. 

R, Fie ABC un triunghi, AM mediana din A, AD !nălţimea din A şi Q şi P proiecţiile 
·punctului M pe dr. AC şi respecti':' dr. AB. Atunci :1 

A 

·B o M 
Rezultă: 

de unde: 

Pe de altă parte : 

AB•MP 
SdBJr=---

2 

AB · M P = AC· MQ 

MP AC 
--=--. 
MQ AB 

MC·AD 
2 = S.4JlC• 

AC·MQ 
şi l,111c = 2 

llI.5•. J?emonstra.ţi prin a.rii, teorema. bisectoarei .. 
R. Fie tn triunghiul ABC, f AM bisectoarea unghiului A şi P, Q proiecţUle lui M pe 

laturile AB, respectiv .AC, iar D piciorul perpendicularei din A pe dr. BC. ' 
Deoarece [MP] a [M-Q], putem scrie: 

AB·MP BM·AD 
IAB.11t= = 2 2 

'11 
AC·MQ MC·AD 

l.4MC = = 2 2 

Din relaţiile de mai sus rezultă: 

AB BM 
-=--· 
AC MC 

III.GM. Într-un triunghi ABO, simetrica. medianei (AD) faţă de 
bisectoarea AE intersectează dreapta BO în J!. Determina.ţi raportul 
l!B 
FO 
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n. Să notăm cu M şi N proiecţiile punctului F respectiv pe laturile AB şi AC. Fie 
I A .4 ') I nălţimea din A cOl"espunzitoare laturii BC. 
Atunci: ' 

BF· AA' FC• AA' 
l..tB.r;=--.---; I•-=----2 n1~ 2· 

şi deci : 

A 

~N 

B DEFA C 

Dar S.400 = l..tBD• deci: 

,,,,...._ 
FB l.4Br AB-· FM. AB•AFsin BAF ------------ = 
FC SAFC AC· FN 

,,,,...._ 

,,,,...._ 
AC· A.F sin FAQ 

A B2 AC• .4D sin BAF = A.B1 • l..too 
= AC1 • /'... AC2 &.4BD 

. AB· ADsin FAC 

FB AB8 

FC-= AC2 

IJJ.7M. ;\răta.ţi că, suma. distanţelor uimi" punct din interiorul unui 
triunghi echila.tcr11.l la. laturile triunghiului este constantă. 

Jt 'Fie :4 B(; tMunghÎi:l echilateral, O un punct in interiorul triunghiului şi M; N, P 
1,ro ,·rtiik lui u rupect,v pe laturile BC, AB, AC. Notăm latura triunghiului echilateral prln·a.: 
AIUl.l'.l". 

A 

B M C 

AC.·OP 
l.400= . 2 

BC·OM ON· AB 
; IBoo = - 2 - ; 1..toB = 2 - ·. 

Ex.primind pe OP, OM şi ON din relaţiile de mai su&
şl adunind rez-.ltă : 

OP+ OM+ ON == 2 (l..too + IBoo + l..toB) =~a = 
AC BC AB . a . 1-"BC 

2 a1 }'3 a }'3 . 
.. -.- · -- = -- = constant. 

a 4 2 

111.8M. Ba.portul-ariilor a două triunghiuri asemenea, este egal cu 
pă,ţra.tul m,portului de a.semănare. 

R. FiP ABC şi A' B'C' două triunghiuri asemenea şi D, D' picioarele perpendicularelo,
respectiv din A şi A' pe dr. BC, res~tiv dr. B'C'. Atunci: 

De asemenea : 

l..tBO 
--= 

BC·,lD 
B;C'•.A'IY 

AD .AB 
-.-=--· 
A'D' A'B' 

(1) 

BC AD BC AB BC BC ( BO ) 2 

lYii •. A'D' B'C' A'B' - B;C, 0 B'C' - B'C' • 
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IU.9M. o paralelă, la latura BO a unui triunghf.A.80 taie laturile 
AB, 40 în M, N. Să se a.rate că aria triunghiului ABN este medie propor
ţionaJă Intre ariile trilmghiurilor ABO şi AMN. 

R. Triunghiurile AMN şi ABC stnt asemenea şi: ' 
AB AC 

AM AN 

AN 
lnmulţind ambii membri ai egalităţii de mal sus cu -- rezultă i 

AC 

AB AN 
-·-=1, 
AM AC 

Dars 

l.4BN AB • 14.BN AN --=--, 
l.4J1N AM 

---=--
S.4.iio AC 

fi decl, exprimlnd pe IA.BN din cele doull. relaţii şi înmulţind rezultă 

AB .AN 
(SABN)1 = -- ' -- , l.41,1N' l.4BC = l.o,N' l.ao, 

AM CA · · 

Ul.tOK .. Exprimaţi aria. unui romb în funcţie de lungimile dia,rona
lelor· sale. 

R. Să considerăm rombul ABCD cu măsurile diagonalelor AC = di şi BD·= da, lf. 1le 
~=~"4 . 
Atunci: 

BO. AO BO. oe 2BO . ' d1. da 
• .J.BCD = 21..4BO + 21Bco = 2 · 2 + 2 2 =- -2-(AO + OC) == -2- • 

111.tP. Fie M, N, P, Q puncte interioare laturilor AB, BO,. OD, 
DA ale unui patrulater convex ABOD. Demonstraţi că : 

5..4BCD = 5MNPQ f 5BMN + !CNP + 5DPQ +! 5..4Qlll• 

R. Avem: 

l.4BCD = -'AMQ + SDPQ + l.11gp + IMPN + SBMN + IPNC = (IM.PO + IMNP) + 
+~+~+~+~~~o+~+~+~+~~ 

111.1211• Se consideră mijloa.ce1e M, N, P, Q .ale.laturilor AB, BO, 
OD, DA ale unui paralelogram. Dupt3le :AN; BP, OQ, DM determină 
un pa.ra.lelogram. Ca.re este raportul dintre aria a.cestui pamlelogram şi a 
celui iniţial t 

R. Fie VTSR paralelogramul format şi dr. AA'.L dr. DC, dr. PP'.L dr. DM, dr, VV'~ 
.J_ dr. ST. Atunci : · · 

·IA.BOD = DC· AA' 

AM· A.A' DC• AA' 1 
l.4,ij,M = 2 = ' = T'.4.BOD• 



1n mod analog rezultl 1 

Jlualtl relaţia : 

IA.BOD 
l.pJJO""" -- ; 1v2'sB = ST• VV'J 4 • 

(nn+~)vr 
.(D.R+ PS)•PP' 2 

lsBDP = ------ = ------ :m: 2 2 

3 3 = _.ST· VV' = -lv2'sBI 
4 4 

& ... ,.D = l.d.BCD + l..,fBCD + 31v2'8B + Slns.a + 1n 
...... ., 4 4 4 4 lJ:S, 

lnsn 1 
de unde ae obţine ---= - • 

l.dBCD 5 

m.13. Un triunghi a.re la.turile de lungimi a, b, o (a:> b ;;ii c) şi aria-1. 
8' se ara.te că. b ;;ii Vi. · · 

B. Aria triunghiului nu poate depişi jumiltate din produsul lungim11or a douil laturi, 
Î>e aceea·: . 

d~c1 t;;;i: Y2. 
111.14. Dia,gona.lele trapezului de mai jos formează. cu la.tu:rile 

trapezului ma.i multe triunghiuri. · 
. . . Ară.ta.ţi ca.re din trimighiUl'ile haşurate ~e aria. mai ma.re. De ce f 
D"ustificaţi răspunsul. · 

A 8 
R. Notilm vtrfurile trapezului·cu A, B, C, D iar punctul de intersecţie al diagonalelor 

ea M. Deci compariim ariile triunghiurilor AMD şi BMC: 
Observiim cil- triunghiurile ABD şi ABC au ariile egale cu jumiltatea produsului dinlPe 

mlsura bazei mari [ABJ şi milsura lnilţimii trapezului. Triunghiurile ABD şi ABC slnt echi
valente. 

Aria triunghiului AMD se poate obţine scilzlnd din aria triunghiului ABD aria triunghiu
lui ABM, iar aria triunghiului BMC se poate obţine seilzlnd din aria triunghiului,ABC aria 
aceluia'1 triunghi ABM. 

. Din ariile a doul triunghiuri echivalente ,cilzlnd aria aceluiaşi triunghi obţinem triun-
piurl echivalente, deci ariile triunghiurilor haşurate slnt egale. 
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111.15. Perimetrul unui trapez isoscel este 202 cm. Baza. ma.re a, tra
pezului este 7 6 cm iar ba.za. mică este cu 56 cm mai mică, decît ba.za. ma.re. 
Afla.ţi: a.) aria trapezului; b) lungimea. dia.gona.lei trapezului; o) lungimea 
razei cercului circumscris trapezului. 

R. a) Din perimetrul trapezului, cunosctnd lungimile ba
zelor B = 76 cm şi b = 20 cm aflăm măsura laturii oblice 
AD = BC = 53 cm. 

Lungimea înălţimii trapezului se află din triunghiul 
dreptunghic CMB,cu ajutorul teoremei lui PITAGORA şi se obţine 

· (76 + 20) · 45 
CM= 45 cm. Aria trapezului este egală deci cu ---- = 

2 
= 2160 cm2• 

b) Lungimea diagonalei trapezului se poate afla din triun-

Chiul dreptunghic AMC cu ajutorul teoremei lui PITAGORA. : AC = 3 }'481 cm. 
-- c) Pentru a putea calcula clt este raza cercului circumscris trapezului, conslderlm diametral 

_ AC 
CN. Triunghiurile CANşi CMBslntasemenea. Din proporţionalitatea laturilor avem: CM = 

CN 53l'4sî = --, de undeR = . cm. 
GB I ~ . 

111.16. 1n trapezul drepţunghio .ABOD (m(A) = 90•), înălţimea.est,e 
J.5 om, iar ba.za. mică DO de 20 cm. Dia.gona.la. .AC este perpendiculari. 
pe la.tura, oblică BO. Afla.ţi:· a) lungimea dia.gona.lei .AC; b) lungimea. bazei 
mari .A.B; c) perimetrul şi aria. trapezului. 

Arăta.ţi că triunghiul DON, format de „prelungirile" laţurilor .AD 
şi BO este asemenea, cu triunghiul O BA. 

R. a) Lungimea diagonalei AC se calculează din triunghiul dreptunghic ADC :AC=25 em 
Din triunghiul dreptunghic ACB aDăm lungimea bazei. mari apliclnd t-eerema catetei : AB= 
.31,25 cm. Din acelaş\ triunghi putem afla BC = 18, 75 cm. Perimetrul trapezului este egal cu 
· . · (31,25 + 20) • 15 . 
31,25+ 18,75+15+20=85 cm. Aria trapezului este egali cu------= 384,375 CJr~ 2 . 

.,,,;,..... .,,,,....... /",... ..,,,..... 
Deoarece m(NDC) = m(ACB) = 90" şi m.(NCD) ""' m(CBA) (unghiuri _corespondente) 

l'ezultli. pe _baza primului caz de asemănare că triunghiurile NDC şi ACB stnt aaemenea. 

111.17. Se.consideră două segmente para.lele A.B şi CD. Fie M mij
locul lui [.AB] şi N mijlocul lui [0.J)]. Să se ara.te oă dac§. ţlDNM = 
= 1.AscD, atunci .A.BOD este paralelogram. 

R. Deoarece : s(DMN> = ScncD) - •cDM,O - •cBMN) - SBNc- •cD.IIN) = .(..ulODJ -

1 
- 2 (&(DBC) + •c.o.AB) + &c.ao,> {t) 

Totodată: 

•c.ABCD) = '<DB..l) + •cDBO) 

şi atunci din relaţia de mai sus 'rezuită: 

(2) 

~36 



-şi dacă notăm cu h clistanţa dintre cele două segmente paralele şi ţinem seama că &(BD.A)
= &(.;tBC) din (2) rezultă : 

-De asemenea avem : 

h 
s(ABCD) = &(DR.d) + &(DBC1= - (AB+CD) şi atunci din (3) obţinem: 

2 
• 

DC•h h • 
-4-=B(AB+ CD) 

(3) 

•de unde DC= AB. Deoarece dr. DClldr. AB şi DC= AB, rezultă că ABCD este paralelogram, 

111.18. Fie ABOD un patrulater cu diagona
lele perpendiculare înscris în cercul de centru O. 
Demonstraţi că dr. AO şi dr. 00 împart patrulate

l) ~+---=;.,....-....;;::i"' 8ru1 ABOD .în două patrulatere de arii egale. 
· n. Ducem dreapta 00' perpendicu,lară pe dreapta AC 

şi dreapta 00" perpendiculară pe dreapta BD. Atunci 
OO'MO'' este dreptunghi, deci 00' = O"M. 

Avem: 

Triunghiul BOD fiind isoscel, rezultă că : 

BD 
BO" = O"D = -- • 

2 

DM • AC 00' • AC AC AC RD 
:&coAD = &ÂCD + &..4.00 = ---- + --- = -- (Di\.1 -t- 00') = _,_ • -- = 

2 2 2 2 2 

necl &,4r:r:n = s.lOCB· 

AC• BD 

4 

III.rnP0 • Pie P, Q, R, 8 patru puncte pe laturile triunghiului ABO 
astfel în cit Pf R8 este dreptunghi. Arătaţi că maximul ariei dreptunghiu
-lui PQRS este jumătate din aria. triunghiului ABO. 

AS 1-l 
R. Fie Sedr. ABastrellnclt -. - = -- · 

Sll 11 

Astfd triun:f1iul ASR este asemenea cu tri
•anghiul ABC şi: 

AS 

AB 

SR 

HC 

1-11 

Fie M piciorul luălţimii din A_ Astfel triunghiul 
'1JSP este ase~enea au t,rlunghilil BAM şi ~ 

IBS PS 
--=--=-· 
BA ll'lA 1 

A 
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Deci avem succealv : 

lpo:as =SR •PS= (1-IQBC • l. •AM= 2A(1- l.)a..-. 
Dar: 

1 ( 1 ) 1 ( 1 ) 2 1 A(l-1,.)=-- --A+Aa =-- ,.. __ :e,;-, 
4, 4 4 2 4 

pentru orice "• deoarece ( ,.. -+) 2 
;;;ii O. 

Prin urmare : 
• 1 1 

lpo:as < 2 •-·-I,,~= - I.ABC~ 
4 . 2 

1 
egalitatea avlnd loc pentru " = - • 

2 

• 

III.20ro .. Notăm cu M punctul de intersecţie aJ diagonalelor rom· 
bului .A.BOD şi cu N simetricul punctului M faţă de latura. .A.B a rombului. 

a) Care este condiţia ca punctele N, B şi O să fie coliniare! 
b) Aflaţi aria figurii .A.NBOD în· funcţie de arja rombului, făli, 8§. 

cunoaştem unghiurile rombului. 
c) Care este condiţia ca.· [.A.N] să, fie congruent cu [DO]! 

R. a) Punctele N, B şi C stnt coliniare 
dacă unghiul obtuz al rombului este de 120-. /',..,,,,,,,....... 
Observăm -că: ABN = .'1.BM (M şi N fiind .,,,,,,,....... .,,,,,,,....... 
limetrice) şi ABM = CBM (diagonala rom-. .,,,,,,,....... .,,,,,,,....... .,,,,,,,....... 
bului este bisectoare deci ABN= ABMe CBM. 
Suma măsurilor lor este de ·1so• dacă un unghi 

.,,,,....._ 
este de 60° adică dacă ABC are 120°. b). Obser
văm că aria triunghiului AN B este egală cu aria 

A 

C 
1 5 

triunghiului AMB, adică cu - din ar.ia rombului. Atunci aria figurii ANBCD este-din 
4 · 4 

aria rombului. 

c) Se vede cli, deo9.rece [AN) = [.4.Ml (M şi N fiind simetrice) şi [AM] = [MC] (jumă,-
Uţi ale diagonalei), rezultă [AN)= [MC) (1). · 

Cum dr .• UC.Ldr. BD şi dr. CD nu e perpendiculară pe dreapta BD, rezultă MC<CD (2). 
Din (1) şi (2) avem că AN < CD, deci [AN) ~u poate fi congruent cu [CD]. 

111.21. Triunghiul dreptunghic .A.BO are m(Â) = 900, m(B) = 30° 
şi AO = 5 cm. Notăm cu P simetricul punctului .A. faţă de dr. BO (dr. 
BO şi dr._.A.P se intersectează în punctul D) şi cu N simetricul punctului A 
faţă de punctul M, mijlocul laturii BO. 

Arăta.ţi că·: a) dr: .A.M.L dr; PB; b) dr. PM .L dr . .A.B; c) [PO]= 
e [PN]. . 

.A.fla.ţi : d) aria şi perimetrul pentagonului .A.BN PO; e) ce fel de patru
later este patrulaterul MBNP't Dar OMNP! 
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P· R. a) b) Triunghiul ABP este triunghi echilate• 
ral. Punctul M este ortocentrul triunghiului, deci 
dr.AM.Ldr. PB şi dr. PM_Ldr. AB. 
c) Deoarece [CP] a [CA] şi [NP] a [NB], rezulţiţ 

[ PC] = [PN]. d) Aria pentagonului poate fi calculati 
ca fiind de 5 ori mai mare dectt aria triunghiului 
echilateral AMC sau fiind de 2 ori mai mare decll 

125f3 
aria trapezului AEPC. Se obţine & = --- cm1 • 

4 
Perimetrul pentagonului este P = 4 • CA + AB ,.. 
= 5(4 + Ya> cm. . . 

e) Patrulaterele M BN P şi CMN P slnt romburi. 
A A 

111.22. Triunghiul di'eptunghio ABC are I m(Ar= 90°, m(B} =l 60° 
şi AB = 10 cm. Notăm cu.A.' simetricul lui.A faţă de dr. BO. (dr.A.A' n 
n dr. BC = {D}). Din A' construim perpeitdicuJa,rele A'Q şi :A'A( pe la

turile [AB] respectiv [.A.O]. Punctele de interEeoţie ale dreptelor AB şi 
CA' respectiv A'Jl şi BO le notăm cuN şi respectiv P. a.} Aflaţi lungimea 
segmentului [DP]; b} Âră.ta.ţi ci [DP]= [PM]; c} Demonstraţi că patrula
terele QA'DB şi A'OMD sînt inscriptibile şi aflaţi razele oercurilor cir
cumscrise patrnlaterelor; d) Calcula.ţi perimetrul şi aria triunghiului ANO . 

.,,,...._ 
R. a) Deoarece dreapta AD.Ldreapta BC, m(DAC)=60".Punctele A 1Jl A' fllnd'simetrice, 

{AC] =(A'C).Deci tl'iunpi11l AA'C este trhmghi echilateral; dreapta CD.Ldreapta AA' şi dreapta 
. 1 

A'M.Ldreapta [AC], atunci 111nctul Peste ertecentrul triuhglaiului echilateral,iarlJP=-•DC. . 3 

• A AC 
• Aflăm lungimea laturii [AC) : tg B = -- , de unde AC= 1of3 cm. 

BA. 
(DC] poate fi calculat din triunpiul tlreptunghic ABC cu ajutorul teoremei catetei ( deoarece este 
proiecţ,ia catetei [AC) pe ipotenuza [BCJ) sau din triunghiul AA'C ca lnilţimea triunghiului 
-echilateral. Se obţine DC = 1i cm, deci DP = 5 cm. 
b) [ D Plşi [ P M] slnt congruea.te deoarece slnt apotemele triunghiului echilateral AA 'C şi au lungi
mea egală cu o treime din lnAlţimea tri11Dlkjului;.. 
,c) In patrulaterul QA'JJJI un&)liurile ep~e Q ,i D slnt unghiuri drepte (dr. A'Q .L dr. AN, 
dr. AA'j_ dr.BC) deci suma măsurilot lor este 180°. Patrulaterul QA'DB este inscriptibil. Raza 
-cercului circumscris patr1daterului eate jumitate din BA'= AB, dec;i r. = 5 cm. 
In patrulaterul A'CMD unghiurile A'MC ,i A'DC slnt unghiuri drepte, deci patrulaterul poate 
fi înscris lntr-un semicerc CIi lungimea razei ecală cu jumătate din lungimea diametrului (A'C). 
A'G fiind egală cu AC, raza cercului are l1UJiimea 5Jf3 cm . .,,,...._ . 
d) Triunghiul A.NC este triunghi drept11Dgll.ic. Ştim că m(ACN)=60" şi AC= 10Y:f cm. 

AN 
.Aflăm lungime.a catetei [AN] cu ajutoru.I hd tgC. Avem tg C =--, de unde AN= 30 cm. ,,: .te 

AO 
Lungimea ipotenuzei [NG] o calculăm cu ajutorul lui cos C. Avem eos C = - , de unde. 

NC 

NC= 20Y:f cm. 
Perimetrul tri11apiului ANO este : 

. P ~ AN, + NG j- .CA = 30 • (1 + Vă) cm • 

. AC•AN . 
Aria _triunghiului este: 1·= --- = .:t,80 f3 cm8• 
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111.23. Pe catetele triunghiului dreptunghic ABC, AB = 12 om, 
A O = 16 cm, se construiesc în afara triunghiului, semicercuri care au ca. 
diametru catetele triunghiului. [MN] este „tangenta" connmă celor douA., 

,__ -- . 
semicercuri (M e AB, N e AC). Construim pătratul MN PQ în exteriorul 
cercurilor. Din Q ducem tangenta QE 
la semicercul cu diametrul A B iar din 
P ducem tangenta Pl!1 la semicercul cu 
diametrul AO. Arăta.ţi că aria triun
ghiului dreptunghic ABC este. egalit 
cu aria pătratului MNPQ. Aflaţi ra
portul lungimilor tangentelor QE şi PF. 

R. Aflăm lungimea lui [M N]din trapezul drept
unghic 0102NM şi obţinem: MN=4}'6 cm. Aria 
păţratului este 96 cm2 iar aria triunghiului este 
12 • 16 • -- =· 96 (cm-). Deci ariile lor slnt egale. 

2 . p 
Lungimea segmentului [QE) o aflăm din triunghiul 
dreptuniihic QEO! cu teorema lui PITAGORA: 

QE2=. QOJ - Eor 

adică QE = 4 V 3(2·-+ V 6). a 
La fel obţinem ~ungimcalui [PF) din triunghiul~eptungbic PF08 :PF= 4·v 2(3 + 2 }'6)• 

Raportul segmen.telor este deci V 6 + Y' 6- • 
10 

111.24. Se dă dreptunghiul ABOD cu dimensiunile AB = 40 om, 
BO = 10 cm. În interiorul dreptunghiului construim triun,ghiurile echila
terale ADG şi BOF, iar în exteriorul dreptunghiului construim triunghiul 
echilateral ABE . .Aflaţi : a) perimetrul.triunghiului EFG; b) aria patrula-
terului. AEGD. ' 

E 

R. Observăm că unghiul F BE este unghi drept. 
Calculăm FE din triunghiul dreptunghic FBE cu teorema 1111 
PITAGORA: 

FE8 = FB2 +.EB2 

de unde FE = 10 J/i7 cm, FE= EG. Calculâm GF = 40 -:I t 
· 5 fă = 10 • (4 - }':f) cm. 
Perimetrul triunghiului EFG este: 

5EPG = 10 • (2 }'17 + 4 - }'ij cm. -
Aria patrulaterului AEG_D se scrie ea sumă între aria trlunghiu!al 
echilateral AGD şi aria triunghiului dreptunghic AEG. Avem: 

101 Vă 40 • 10 - · 
I= -- + -- = 25• CV3 -4 ~.\cm•. 

4 · 2 

111.25. Se dă un pă.trat. Oonstruiţi un dreptunghi echiva.lent (Oll 
aceea.şi arie) cu pătratul, cunoscînd lungimea. unei ~turi a, dreptmighiul1li. 
Folo~ti numai compasul şi rigla. negra.da.ti. 

1.40 



R. Latura dreptunghiului este ori mai .mare ori mai mici declt latura pitratului. La 
efectuarea constiucţiei vom deosebi doui cazuri: 

a) Latura dată a dreptunghiului este mai mici declt latura pătratului. 
Fie [AB] latura pătratului şi [AC] latura dreptunghiulµi. Pe la tuia AE a pitratului ABDE 

construim (ln exterior) un semicerc cu lungimea razei egală cu jumătate din lungimea laturii 
pătratului. Din punctul A construim o coardă congruentă cu [AC) şi o prelungim plnă intersec
tează prelungirea laturii DE a pătratului. Fie acest punct M. In A „ridicăm " o perpendiculari 
pe[AC)şi măsurăm pe ea segmentul [APJ = [.AM). Acest segment [AP) este latura căutată a 
dreptunghiului. Acum putem trasa celelalte două laturi ale dreptunghiului. Dreptunghiul° esl•' 
APNC. Se poate verifica cu teorema catetei:· AE1 = AC • AM, 
b) Latura dată a dreptunghiului este mai mare declt latura pătratului. . 

Construcţia este asemănătoare cu cea precedentă. După ce am construit semicercul in 
afara pătratului şi am prelungit latura [DEJ a pătratului,. luim tn deschiderea compasului 
latura dată a dreptunghiului şi trasăm un arc de cerc care intersectează prelungirea laturii DE 
a pitratului. Acest punct de ifitersecţie va fi .M. 

( AM intersectează semicercul ln punctul C. Coarda (AC] va fi latura ciutati a dreptun
ghiului~ Ducind perpendiculare tn A şi C pe dr. AC şi misurlnd pe ele llţgmentul [AM](latura 
util. a dreptunghiului), obţinem dreptunghiul echivalent cu pitratul dat. Verificarea se face la 
fel ca tn cazul precedent. 

111.26. Se dă un dreptunghi'. Construiţi un pătrat echivalent (cu 
aceea.şi a.rie) cu dreptunghiul da.t. Folosiţi numai compasul şi rigla, ne
gmda.tă. 

:c=J{_ __ 
A --9=-.---! 

B 

. ll. Procedeul se reduce la construire} mediei proporţionale a două segmen.te . .i\dunăin 
lungimea şi lăţimea dreptunghiului. Construim pe acest segment, luat ca diametru, un semicere. 
Ridicăm o perpendiculară pe diameţru ln punctul de capăt ·al lungimii, respectiv lăţimii. Această 
perpendiculară va intersecta semicercul tntr-un punct. Lungimea segmentului cuprins intre 
diametru şi cerc este lungimea laturii pătratului. Verificarea se face, cu ajutorul teoremei tnălţimii: 

BM1 = AB • BC. 

Cu ajutorul acestui segment se poate construi pătratul echivalent cu dreptunghiul Elat. 

111.27. Se consideră un triunghi .ABC de ba.ză [.AB]. Pe latura. [.AB] 
fie un punct oa.recru·e D. Para.Ielele prin D Ia. la.turile [.AO] şi [BO] inter
sectează la, tura. [ A O] în punctul M şi la. tura. [ BO] în punctul N. Să se demon
streze că a.ria, triunghiului DMN este media, geometrică a, ariilor triunghiu
rilor .ADM şi DBN. 

C 

~. A. · B o 

R. Construim tnălţimile: dr. DE l. dr. AM; 
dr. Ml .L dr.DN; dr. NG .L dr.DM, dr. DF.L 
.L dr. BN ([DEJ a [MI); [NG] a [DF]). Avem: 

,,, DN • Ml = MC• Ml 
;r DJEN= 2 --2-- ; 

MD•NG CN•NG 
gDMN= =----2 2 



,Ul• DB , MG • Ml 
IADM- --- , IDJIN = . • 

2 2 
Dar cum [DEJ a lMl), rezulti 1 

Avem şir 

CN • NG BN • DF 
IDJIN= . ; IDBN = ---

2 -- 2 

Demna [NG] a [DF]. rrz~ltă: 

IDMN CN 
IDBN = BN • 

.ADM AM . AM AD 
Deci -- = ,-- , dar c.um dr. MD li dr. BC, rezultl --= -- ; 

IDMN MC MC DB 

IDMN CN CN AD 
iar ··-- = --, dar cum dr. DN li dr. AC rezulti -- = -- • 

IDBN BN . BN DB 

AM CN 
Deci: --= -- • Obţinem ln final: 

. MC NB 

l..tDJI IDMN --=--· 
,sau: 

S..tli>M • IDIIN = sii,N, 

111.28. Se dau două drepte concurente Ox şi Oy. Pe (Ox se ia, punctul 
.A, pe semidreapta. [Oy punctul B astfel ca. OB = 20.A, pe „pr~lungi
rea." [Ox punctul O astfel ca 00 = 20B, ia.r pe „prelungirea." [Oy punctul 
D astfel ca. OD = 200 . .Arătaţi că &Aoo .;_ 1~00 şi 161Ao• = 1000 (unde 
,ou „I" se notează aria.), şi .ABOD este un trapez. 

R. Ducem lnălţimea din A pe 
·dr. B1J şi o notăm cu m, lnălţimea 
-din B pe dr: AC şi o notăm cu n şi 
·,lnilţimea din D pe AC şi o notii.m cu l. 
Avem: 

OD•m 
.&AOB = --- ; IAOD = -- ' 

2 2 

OB•m 

-Cum OD este mai mare . de patru ori 
,declt OiJ atunci 4'AoB = IAOD· Mai 
.avein: 

n •AO n •00 
-1..toB = - 2- : lsoo = -. -2- " 

.Cum oe este mai mare de patru ori declt AO at~nci 4 IAQII = lsoo şi: 

AO • l .-·l •OC 
l..toD = -·- f IDOO == -- ' 

2 . 2 



Cum OC = 4AO avem atunci 41,..oD = IDoc· Deci: 

41..tos = l..toD; 41..to.lt = lsoc; 41..toD = looc, 

de unde rezultă .că I..AoD = lsoc-

In relaţia 41..toD = looc lnlocuim pe l..toD cu 41..toB şi obţinem i · 41..toB = looc, deci 1 

16 l..4os = IDOC • 

Conform proprietăţii ~e aditivitate pentru arii avem : 

I.A.BD = I.AOD + I.AoB; IABC ;"" l..toB + lsoC• 

a• AB b• AB 
DacA l..toD = lsoc atunci l..tsD = 1..t.c- Dar l..tsD = -- şi I.ABC= --- (unde a '1 b 

. 2 2 
alnt lnălţimi pe AB). Rezultă cA a= b, deci dr. AB li dr. DC, deci ABCD este un trapez. 

11I.29ro. Să, se ara.te că, două, triunghiuri dreptunghice care a.u aceeaşi 
arie şi acelaşi perimetru sînt congruente. 

A A . 

R. Fle ABC ,i A,_B,. ;1 două triunghiuri dreptunghice m(A) = m(A1) = 90-, cu laturll6 
de lualiJni. respectiv a, b, c şi ai, b1, c,, care au aceeaşi arie şi acelaşi perimetru, sau: 

a8 = b8 ·+ c8 şi af = ~ + ~ (tt 

şi • b • C = b,_ • c1 (2) 
In° plus: 

a + b + c = a1 + b1 + c1• (st 

Ridiclnd la pătrat relaţia (3) şi folosind pe cele anterioare, se obţine succesiv: 

a1 + 118 + c8 + !2(ab + bc + ca) = af + bf + ~ + 2(a1b1 + b1c1 + c1aJ, 
1au: 

de unde: 
2a(a + b + c) = 2a1(a1 + b1 + cJ. 

De aici se obţine a = a1 şi relaţia (3) devine : 

• 
sau: 

(4) 

Relaţia (2) se mai poate scrie: 

şi folosind proprietatea şirului de rapoarte egale şi (4) avem: 

b b1 b,-b1 
-=-=--=1, 

C 

Iar de aici· b = c1 şi b1 = c, de unde avlnd şi a=a1, rezultă congruenţa celor două triunghiuri. 

. IU.30PO. Fie un triunghi isoscel .ABO dreptunghie în .A. Pe ca.teta 
[.A.,B] (sa.u pe „prelungirea." a.oeateia.) fie două puncte M şi N. 1n a.ceste 
puncte se consideră. două, perpendiculare pe .AB ca.re intersectează, ipotenuza. 
(sJţ_u „prelungirea" a.cesteia.) în punctele Prespectiv Q. Silo se arate că. smna 
arijţor triunghiurilor BMP şi BNQ este ma,i ma.re sa.u cel puţin egală ou 
ariă dreptunghiului format cu s~gmentele [MP] şi [NQ]. · 
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R. Cum m(A) = !l0° şi triunghiul este isoscel, avem şi m(B) = m(C) = 45°. Deoarece 
dr. M P j_dr. A B, dr. NQ_i_dr .A B şi m( B) = 45°, triunghiurile RMP şi N BQ sînt dreptunghico 
isoscele (BM) = (MP), (NB) = (NQ). deci: 

·,HP2 NQ8 

$RMP = ·--- ; 6,BNQ = --• 
2 2 ~ 

Aria unui dreptunghi format cu segmentele [M P]şi [NQ) va fi M P • NQ. Rămlne de de
monstrat relaUa: 

sau: 

sau: 
M P2 + NQ2 ;;,, 2 M P • NQ 

(MP- NQ)3 ~ O 

.evident. Egalitatea are loc clnd M şi N coincid. 

III.31ro. Fie triunghiul dreptunghic ABC. Se construieşte un 
&emicerc cu centrul pe ipotenuza [BC], tangent la cele două cafote. Da.oă 
se notează cu b, c şir lungimile catetelor şi respectiv lungimea razei semi
cercului, demonstraţi că : 

1 

r 

1 1 -+-· 
b C 

R. Să ob~ervăm că, dacă notăm cu O centrul semlcuaulul, atunci avem-: 

r · c r· b 
6,AOB = '-- ; $AOC = -- • 

2 2 
De asemenea, avem şi: 

De aici, se obţine succesiv : 

• r·c r·b b·c 

sau: 

de unde: 

- 2-+ - 2- = - 2-; r(c+ b) = b• C 

1 1 1 
-+-=-· 

b C r 

111.32M. Pe cele trei la.turi ale unui 
triunghi dreptunghic oa, diametre se descriu 
semicercuri, ca. în figura alăturată. Arăta.ţi 
că, aria, pă.rţiiha.şurate este egală cu aria, tri
unghiului. 

R. Fie tiiungbi1d ABC tln-ptunghlc 111 A, e11 
AB=c, A<;= b şi BC = i, =Vbl + r8 -'lri11 lri11-n-



AB· AC b• e be 
-chiulul eate --- = - . Trebuie să arătăm că şi aria părţii haşurate esie tot - . Aria , 

· 2 2 · 2 
plrţjl haşmate este diferenţa dintre suma ariilor semicercurilor construite pe catete cu 
:aria triunghiului şi aria semicercului construit pe ipotenuză. Aria părţii haşurate este deci: 

•=x -(.;.Y .·++ x· ( + r ·++ 6
/ -x· ( + r-+= ~ + ; (b.~cl-al). 

Dar cum 61 + ci - a1 = O, aria.părţii haşurate este 1,c/2. 

111.33M. Un ·semicerc cu raza de lungime R este înscris într-un 
trapez iso_scel (adică, are centrul pe baza ma.re [DO] şi este tangent celor.,,,,,......,_, 
ialte laturi [AB], [BO]şi[DA]. Unghiul ADO format de o laturi neparalelă. 
~u ba.za mare a.rA 45°. Să se afle aria trapezului. 

R. Notlnd lungimea razei semicercului cu R, lungimea înălţimii trapezului este tot R. 
<)bservăm că tn triunghiul dreptunghic isoscel DNO avem: DN=NO=R, DO=RY2~ deci baza 

P o· 

mai-e a trapezului este 2R Y2. ln triunghiul dreptunghic 
isoscel DPA: AP = PD"" R şi AD=RY2. par ND = 
= R. Atunci: 

NA= RY2 - R = R(V,2 - 1). 

AN şi AM slnt congruente, fiind „tangente" duse la cerc 
din punctul exterior A. Deci AM= R(Y:f - 1) şi baza 
m.icţ a trapezului este 2R(j2 - 1). Aria trapez~lui este: 

I= [2RY:f + 2R(Y:f - 1)] · R 

2 

UI.34u. Dintr-un triunghi dreptunghic cu catetele de lungimi b şi o 
tJi se „dooupeze "cercul îns«?ris. Se cere 11,ria, rămasă din triunghi. 

R. Aflăm lungimea razei cercului tnscris 
*1 triunghi cu ~utorul ariei triunghiului : 

\ b • c b • r c · r Vb• + ci· r 
. -2- = -2-+ 2 + 2 

•deci I 

r = ------- .. 
b+ c+ Vb•+ c1 

· Alia rlmasil este difereli,ţa ariilor triun
s.ghiulul ... cercului lnacris : 

b·c b1c8·111 
I=_.__ - .----------

1 (b+ c+ Yb•+ ci)• 

bc[(b + _c + Yb• + ci)• - 2bcx] •= 
2(6+ c+ y,,~+ ci)' 

-9 

• 



DI.3511 • .ABO este un triunghi echilateral şi se construiesc în afara. 
lui, oonsiderînd laturile oa. diametre, semicercuri. Un cerc este ta,ngeri1i 
la toa.te aceste semicercuri. Să se a.fle aria porţiunii haşurate în funcţie de 
Z, lungimea. la.turii triunghiului echilateral. 

B. Aria porţiunii haşurate este diferenţa dintre aria ~ului 
mare şi suma ariilor triunghiului cu cele 3 semicercuri mici. 

T, • l . ,vs ' ,;,Ungimea raze1 cercu u1 mare este OM+ MN= --+ - = 
6 2 

- _I_ (3'+ }"3). Aria cercului mare este !_ (3 + va )I • n = 2+ }'3 • 
6 36 6 

•Pn. Suma ariilor triunghiului şi a celor 3 semicercuri este: 

--+ 3·- ·n·-=- f3+- · flf3 /I -1 /I ( - 3n) 
4 4 2 4 2 

Aria porţiunii haşurate este : 

_s = 2+ Vs Pn _!_ (vs+ ~) = (4fa - t),r- e'3 ,._ 
6 4 2 · 24 

111.3811\ Un tra.pezisosoelMe bazamicădelungimeAB=2a şi ba.za ma
~ de lungime DO =2b. El este circumscris unui cerc. Se cere aria trapezului. 

f 

R. Afiăm lungimea tnălţimii trapezului din 
triunghiul dreptunghic BEC. Observăm cil B şi C 
fiind puncte exterioare faţă de cercul înscris tn 
trapez, tangentele BM şi BN respectiv CN şi CP 
stnt congruente, atunci latura BC == a + b, iar 
segmentul CE avtnd drept lungime semidiferenţa 
bazelor, CE = li - a. A plicind teorema lui PITA-

GORA ~vem: \ 
BC1 = CE1 + BEI 

de·unde: 
BE8 = (a + b)Z - (li - a)1 adică · BE = 2 Vab. 

Aria trapezului este deci : 

(2a + 2b) · 2 r,;J, ,~ 
S = ------ = 2(a + b)y ab • 2 . 

m.3?. Triunghiul isoscel AB<J este înscris într-un pătrat (AB -== 
=AO== a) şi pe înălţimea. ( .AJJJ„oa. diametru se construieşte un cero ca.re 
intersectează pe (.AB) în M şi (AC) în N. Se cere lungimea lui MN în 
funcţie de a. 

R. Afiăm latura pătratului, deci înălţimea triunghiului tn 
funcţie de a, Deoarece AD1 + BD8 = A.BI şi ştiind că BD = 

AD 2aV5 . 
- -·-, se obţine AD = -- . Triunghiul AMD, fiind tnscns 

2 5 
lntr-un semieerc, 'l!Ste triunghi dreptunghic, deci putem aplica 
teorema catetei şi aTem : 

AM1 = AQ·AD. 
l'.unglmea lut (AQ) se obţine din asemănarea triunghiurilor AMQ 
lflABD: 

H8 

2aVs 
A.M·--

AM·AD 5 2}'5 
AQ = = ------ = -- AM. 

AB a 6 D 



· . 4a 
tlnlocuind şi efectulnd calculele obţinem AM= 5 , Iar cu teorema lui PITAGORA, aplicatA Io 

4af5 Saf5 
<triunghiul AQM se obţin MQ = ~ şi MN = -- • 

25. • 25 

III.38PO. Din punctul exterior A se construiesc la cercul €(0,-R.~ 
·tangentele (AB) şi (AC) care formează. unghiul BAC cu măsura de 60°· 
,(B şi C sînt punctele de tangenţă). Cercul înscris în triunghiul ABO 
;are centrulîn punctul 0 1 şi este tangent .la. la.turile ( A B) şi (AC) în punctele 
D respectiv E, iar cercul înscris în triunghiul DEA are c~ntrul în punctul 

-0, şi este tangent la laturile (DA) şi (EA] în punctele F respectiv G. 
a) .Arătaţi că lungimea şi aria cercului cu centrul în punct\11 0 1 

,-este medie propo,l'ţională, între lungimile respectiv arţile cercurilor cu cen-
,t:nle în O şi respectiv în 0 2• . 

b) Aflaţi raportul lungimilor segmentelor (AF) şi (CE); 
c) Verificaţi dacă punctele C, 0 1 şi D sînt coliniare; 
d) Calculaţi lungime3: segmentului (CD) . .,...., . 
R. a) BAC avind măsura de 60° şi [AB)= [AC], triunghiul ABC este ec_;hilateral, deci 

•-unghiul ABC are măsura de 60", de unde rezultă că arcul mic RC arr măsura de 120" (deoarece 
vdr,AB este t,ngentă). Atunci latura (BC) este R'{i Lungimea razei cercului înscris ln triun-

1 Rf3·f3 R 
~ul echilateral ABC este 3 · 2 adicl 2 . Deci 0 1, centrul cercului, este pe 

.arcul BC, la mijlocul acestuia. 

:-:Se vede uşor că : 

ltfl I 

La fel ca ln cazul primului cerc, arcul DE este de 
lt y-

120" şi DE = - 3 . Raza cercului înscris ln triUD• 
2 

R y-1,
- 3r3 

1 2 
ghiul echilateral DEA este --. · ---

3 2 

R 
adică-• 

4 
Deci 01 , centrul cercului, se a(lă pe arcul DE, la mijlocul 
acestuia. · 

La fel ca ln primele două cazuri, triunghiul format 

R y-FGA este· echilateral şi FG = - 3 • 
4 

Cunosctn,d mărimile razelor cercurilor, calculăm lliDgimile 
şi ariile celor trei cercuri : ' 

IP 
f = 2 · n · R, & = n · R1 ; f 1 == n · R, 31 = n · - ; 

4 

R , R1 
fm=n·-, &1=n·-· 

2 / 16 

,r,;-;;; . . V R f 1 = r z. • fs pentru că n:R = 2nR ·. n 2 

81 = V & • 31 pentru că n -. = n.RI •n - • 
- ,RI V . ,RI 

4 16 



RYi · 
b) Avem relaţiaAF=FG= ~. C.P:este diferenţa <lintre C~ şi EA, sau, obserw.m ci 

este jumătate din CA, deci CE= RVs. Raportul dinlre AF şi CE este deci ~. 
2 2 

-C) Calcnllnd .misurile unghiurilor 001c· şi D01A obţinem că fiecare unghi este de 600: 
Punctele o; 0 1 şi A fiind coliniare, rezultă că unghiurile slnt opuse la vlrf, deci şi punctele C~ 
0 1 şi D slnt coliniare. 

R 
d) Unghiul001Car 0 măsura de 60°,şirezultă C01 = R, iar01D =2 . Deci lungimea segmen-

tului [CD) este -:/ , ,. 

III.:J9Mro. În figura ală.turată se dă un triunghi echilateral cu latura. 
de lungime 2a, un semicerc construit pe una din laturile triunghiului 
echilaterc1i şi în interiorul acestuia un cerc. Aflaţi aria ·porţiunii haşurate. 

R.· Aria porţiunii haşurate c~te ega'lă cu diferenţa di!}tre aria 
semicercului şi suma ariilor cercufui inte1·ior şi a segmentelor··de cerc 
ext&rioare triu!1ghiulu'i. ' 

as as 
Aria semicercu_ lui este - ;r ; aria cercului mic este - 11: • 

· 2 4 ' 

ţiunii haşurate este: 

a2 a2 a1 ~ 6 Vs - 11: a=----- 11:- -;r--. c211: -sV3> =as ___ _ 
2 4 6 12 

II1.40MP0 • În figura. alăturată latura triunghiului echilateral are mări
mea a cm. Calculaţi aria porţiunii haşurate. 

Aria cerută este : 

R. Aria cerută este dublul diferenţei arilior celor
două segmente de cerc. Prima dată afljln aria segmentului 
·mare de cerc : 

a1n a2 v:r. 211: .,... 3 vr 
81 = -6- - -. -4- = as· - · · 12 

Aflăm acum arfa segmentului mic : 

&=2·3a• 2,r-3}'3 
48 

as aa -
-11: -V3 1ro 

' 4 4 211: - 3r3 
&1=-- --- =a•·----. 

' 6 4 48 

cm•. 



tAPITOLYJ. IV 

Probleme recapitulative şi de sinteză 
,. ............. 

IV.t. ln triunghiul ABC, m(A) = 50° iar EBD format·de înălţimea, 
{B.E] şi bisectoarea [BD], are.măsura de 15°. 

a) Ştiind că AE < AD (E, D e dr.AC), aflaţi măRurile uD.ghiurilor 
triunghiului ABC. 

- . 
b) Dacă înălţimea „coborită" din vîrful A pe latura. Ba· intersec. 

tea.ză înălţimea BE in punctul M şi bisectoarea BD în puuctul N, afla.ţi 
unghiurile triunghiului MBN. (dr. AM intersectează dr. BC în punotul P). 

c) Verificaţi care din triunghiurile 'forma.te sint asemenea. Y Dar 
oongruente Y 

............. ............. 
R. a) ln triunghiul BEA, unghiul ABE are inăsura de 90° - 50" = 40". Deoarece 

. . ............. ............. 
{BD este bistcloare şi unghiul ABD arc măsura de 55°, unghiul ABC~ misura de 119°; 
Atunci unghiul BCA arc măsura de 20". 

A 

~ . .,,,,,-...., 
b) ln triunghiul N_MB, unghiul" NBM este congruent cu unghiul EBD, fiind unghiuri 

opuse la vlrf, avlnd ·miisura de 15•. Măsura .,,,,,-...., 
unghiului NM B se poate afla din triunghiul 
MEA şi este de 90" - (90- - 20") = 20" . .,,,,,-...., 
Unghiul MNB ~ mAsura de 180" - (20"+ 
+ 15°)=145°. 

c) Triunglii.urile BCE, AC P, BAP 

'L------------..... c ""' ""' _. şi BMP au unghiurile CEB = CPA = 
.,,,...... .,,,...... ""' 

=Al' Rs :\IP B cu mhura de 90" şi BCE ef 
.,,,...... .,,,...... ""' . 

=A.CI'= BAP a BMP cu măsura 20" 
deci sinl asemenea. Observăm ci patrulaterul 

""' A P BE este inscripti~il, deoarece m(AP B)+ ""' . .,,,,....._ + m(HEA) = 180". Alunei m(BAE) = M • 
.,,... .,,,...... .,,,,.....:. 

-m(EPB)=50". Darm(PBE)=m(A,BC)=110". Deci şi triunghiurile ABC şi P.BEslntasemenea. 
Triunghim'ilc PBA şi J>B:\1 slnt congruente deoarece au cabita PB comună; linglaiurile 

.,,,,......_ ' ""' ""' ............. 
m(APB) = m(MPB) = 900 şi m(PBA) = m(PBM) = 700. Deci lriurţghiurile PBA şi- PBM 
stnt congruente. 

,. 
IV.2. Se consideră triunghiul dreptunghic ABO (m(A) = 90°) şi 

punctele N e dr.AB şi 'p E dr.AC. Demonstraţi că mediana AM este ............. .,,,,,-...., ,.. 
perpendiculară pe dr.N P dacă şi numai dacă ABC = APN. 

""' R. Fie {D} = dr .• 4.,U n dr.N P. Dt>oarcce [AM) mt'diană şi m(BAC)=90" rezultll. AM= 
= MC = BAI, deci triunghiul A.UC este isoscel, pnn urmare < MA.Cs < MCA. Daoă dr. AM .l 

249· 



rezultl: 

.,,...._ .,,...._ 
..L_dr. NP avem m'.NPA) = = 90" - m(MAC), deci• .,,...._ .,,...._ . .,,...._ 
m(NPA) = 90° - m(MCA). Cum: m(ABC) = 900 -

.,,...._ .,,...._ I 
= m(BCA)= 90°-m(MCA) rezultă i:: ABC:: i:: APN~ 
Deci,,dacă mediana [AM) este perpendiculară pe dr. NP,. 
atunci i::ABC = i::APN. Reciproc, dacă i::APNs; .,,...._ .,,...._ 
= i:: ABC, m(ABC) 900-m(BCA), i:: BC~s; ,+:: MCA!iii!a 
= -+:: MAC ([AM] mediană). Cum: .,,...._ .,,...._ .,,...._ 

m(ABC) = m(APN) = 90° - m(MAC) 

.,,...._ .,,...._ A. 
DJ(ADP) .= 1800 - 900 + _m(MAC) .:.... m(MAC) = 900 

deci dr.AM.Ldr.NP. • 
IV .3. Există triunghiuri în care mijloaoele înălţimilor sînt coli

niare! 
R. Răspunsul este afirmativ,: toate triunghiurile 

dreptunghice au această proprietate. ln adevăr, fie ABC 

" an triunghi dreptunghic (m(A) = 900) şi D piciorul !năl-
ţimii din A. Notăm cu M, .N şi P respectiv mijlc,acele 
lnălţimilor [ABl, [ADJ şi [AC]. Deoarece [MN] şi 
[NP) stnt linii mijlocii ln triunghiurile ABD respectiv 
ADC, rezultă că dr;MNII dr. BC ş_i .dr.NPII dl-. BC. 

Din axi'oma paralelelor rezultă atunci că M, N şi P slnt coliniare. 

IV,4PO. Într-un ţriunghi dreptunghic înălţimea dusă din vîrful 
unghiului drept are lungimea egală cu un sfert din lungimea ipotenuzei. 
Să se construiască triunghiul cunoscînd lungimea ipotenuzei. 

~ R. Demonstrăm că un astfel de triunghi are unghiurile 
ascuţite cn măsurile de 15° şi 75°. In adevăr, fie dr. AA.'..J... 
...Ldr. BC şi M mijlocul lui [BC]. Atunci: 

BC .,,...._ 
._ AM= -- = 2 AA', deci m(AMA') = 30"; 

8 --+--a .&.J....-__;,_,.___::i,, .2 Al. . . C· ,. .,,...._ 
1-•,: M de unde m(C) = m(CAM) = 15~ (unghiul AMA' este exte-

rior triunghiului isoscel AMC). 
Co_nstrucfia: Din mijlocul Mal lui [ BC) ca origine se duc două semidrepte care fac cu tlr.BC 

, 1 
unghiuri de 300 şi se ia pe fiecare din ele punctul A astfel Incit AM=·-- BC. Problema are 

2 
două soluţii. 

IV.51'°. Se dă trapezul .A.BOD înscris în cercul de diametru [.AB]. 
Ştiind că dr.AC n dr. BD= {I} şi dr . .AD n . dr. BO = {Al} , să se 
ara.te că patrulaterul MCID este inscriptibil. Să se calculeze perimetrul 
triunghiului .ABM în funcţie de lungimea razei R a. cercului ştiind oA 
[DJ7]_5 [BC]. 

R. Avem: .,,...._ .,,...._ 
m(ACB) = m(ADB) == 'J(f· 



ea unghiuri tnscrise lntr-un semicerc. Deci : 

./". ./". 

'11 
m(BDM) = m(ACM) = 90" 

.,,,,...._ .,,,,...._ 
m(MDI) + m(MCI)_ = -90" + 90" = 180" ----

-deci, patrulaterul MCID este inscriptibil. Avem şi [AD]= [BCJ deoarece dr. A.BD dr. DC; 
-dar [BC} a (DC) şi deci: • . . . . 

[AD) = [DC]= [CB) . 
• 

Prin.urmare, trapezul ABCD este o „jumătate de hexagon replat". Dec:l: 

./". ./". 
m(MAB) = m(MBC) = 600 

:adică triunghiul AMB este .echilatefal şi are lungimea perimetrului 6R. 

IV .Gl'O. Se dă triunghiul echilateral ABC şi un pu•ct oareGare M 
pe (AC). Fie N şi P proiecţiile punctului M pe dr. BO şi respeotiT pe 
-dr. AB, iar { R} = dr. MN n dr. AB, { Q} = dr. PM n dr. BO. Sili se ara.te 

.,/'... /',... 
,oă,: 1) m(NP(J) = m(NRQ); 2) dr. BM J. dr. RQ . 

./". ./". 
8. 1) Fiindcă m(RPQ) = m(RNQ) =~.rezultă ci patrulaterul RJtN(f este lnserlpUbil .,,,,...._ ./". 

"ŞI atunci ra.(NPQ) = m(NRQ) = a, ca unghiuri formate de diagonale cu laturi epuse. 
2) ln triunghiul RBQ, [RNJ şi [QP) stntlnilţiml, deci M este ortocentndacestlli triunghi 

şi deci [.BM] eate lnllţime deci dr. BM .L dr. RQ. • 

IV. 7ro. 1n triunghiul ABC, bisectoarea [ AD], înălţimea. [ .B E] şi media.
na [ r: P] determină triunghiul MN P: Poate fi acest triu.ura i eeffila.teral ! 
(dr. AD n dr. B.E = {P} şi dr. AD n dr. OF-= {N}). 

8. Vom presupune, i,rin reducere I;. ab,urd ci triunghiul MNP este ecllilateral. Atunci 
. ./". 

toate unghiurile sale au măsura de 60" şi del)I m(MPN) = 60". La fel, ungb.iv.l opus la vlrf 
./". ./". 

lui MPN este APE cu măsura tot de 60'. Atunci ln triunghiul APE vom avea: 

./". /'- ./". 
m(PAE) = 180" - [m(APE) + m(AEP)) = 180" - (60"+ 909) = 30" • 

./". ./". 
Deoarece [AD este bisectoare şi m(DAC) = 30", avem că m(BAC) = 600; iar din triunghiul 
BAB, se obţine : 

./". ./". ./". 
m(ABE) = 180" - [m(BAE) + m(BEA)], = 1SO" - (60" + 90") = 30". 



'.,,..... ..,,...._ 
D.••s•uece m(.FM B) = .m(PMlV) = 60', 1n triunghiul FMB avel)l: 

.,, ..,,...._ ..,,...._ . 
m(BFM) = 180" - [m(FBM) + m(FMB)] = 180" - (60" + 30") = 90", 

( 

..,,...._ ..,,...._ 
Dar, cum :fri{BFM) = m(BFC) = 90", avem că [FC] este mediană şi !nălţime, prin ..,,...._ 

urmare triunghiul ABC este isoscel cu[AC]=[CB],Dar m(BAC) = 60", deci triunghiul ABG 
este echilateral. ln acest caz, înălţimea, mediana şi bisectoar~a duse din acelaşi vtrf se confundă. 
Cum toate liniile stnt concurente, rezultă că punctele M, N, P se suprapun, deci triunghiul 
MNP se reduce la un punct. Rămlne că triunghiul MNP nu este echilateral. 

... 
IV.8. Demonstraţi că diferenţa pătratelor segmentelor determinate 

pe ipotenuza unui triunghi dreptunghic de perpendiculara dusă din mijlo
cul unei catete _este egală cu pătratul celeilalte cat~te. 

~ eorrc.· 

R. Fie M mijlocul catetei [AC], iar D şi N 
respectiv proiecţiile ·punctelor A şi M pe ipote
nuză. Deoarece [MN] este linie mijlocie ln triun
ghiul ACD, rezultă că [CN] = fNDJ. Avem : 

BN2 - CN2 = (BN - CN)•(CN-t-BN):==-

= (BN - ND) • BC =BD• BC=AB2, 

ceea ce trebuia demonstraL 

IV .9 • În triunghiul isoscel .ABC ([ A .H] = [ .A O]) se iau iegmentele 
[BY].s[ON] (M Î}\tre A şi B, N pe „prelungirea" lui [AO). Să, se demon
streze că tlr. BO trece prin mijlocul segmentului [MN]. 

R. Vom duce. 'perpendicularele dr.MO şi dr.NR pe 
dreapta BC. -Triunghiurile BMO şi CN R slnt dreptunghice 
şi au BM = CN şi ·,t: MBO ai: NCR (ambefe fiind con
gruente cu st: ACB); deci triungblurile BMO şi CNR stnt 
congruente, de unde MO = NR. 

Fie P intersecţia dreptelor M N şi BC Triunghiurile 
Mf P şi N PR slnt congruente fiind dreptunghice. şi avlnd 
Me = Nll, st: MPO = st: NPR (ea opuse la vtrf). Prin 
urmare:· 

[MP] = [NP] 

ceea ce tnsearnnă că dr.BC trece prin mijlocul segmentului [MN). 

A • 

IV.to. Fie triunghiul isoscel ABC cu m(A) = 100°. [OM bisectoarea 
unghiului O, M e dr.A.B, [ADbisectoarea.unghilllui A şi{P} =dr.OM n 
n dr . .A.l>. Bisectoarea. unghiului OMJJ, intersectea.ili. la.tura BO în N~ 
Să se a.rate că [NP e'3te bisectoarea. ungbiului MN'1. 
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IV.UM. Sit se. calculeze apotema. a. şi lungimea. laturii z. a unui 
poligon regulat cu n laturi, înscris în oeroul ou raza, de lungime r, pentru 
• = 3, 4, 6, 8. 

R. Pe.ntru n = 3, avem triunghiul echilateral lnscrls ln cerc. Fie ABC acest triui;igbi, 
.,......_ r . 

O centrul cercului şi dr.AM .1. dr.Ba. A.tunel ~(OBM) = 30" şi deci OM= ai= 2 . lnil-

Sr. 
ţlmea(AM] are lungimea AM= -. Teorema lui PITAGORA aplicati triunghiului AMO 

2 
ne dA1 

de unde l1 =rVS: 

C 
Pentru n = 4, UJl ealcul imediat. :ae Iii s 

rJ/2 
,fl& = -2-; I.= r}'a 

rl's . 
Pentru n == e; .. = --, l. = r; "iar pentru n = 8 se obţiae : . . 2 ~ 

IV.12. SI se determine măsura a.reului mic determinat de o laturi. 
a, llllUÎ poligon regulat cu n. laturi. în11cris într-un cerc 'if(e, r). 

R. Fie A1A1 ••• A11 UD poligon regulat cu n laturi lnscris tn r,(O, r). Atunci 1 

.,......_ 2. 1s11·· 
m(A1«,Aa) = --. 

n 
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IV.13P0. Punctele A, B, O determină. pe cercul ~(O, R) de ra.ză. 
_.._ _.._ _.._ 1 1 

10 cm arcele .AB, BO, OA proporţionale cu 6, 7-, 4----· 
2 2 

„:Prelungirea" înălţimii AD a triunghiului ABO, ihtersectează 
" <lţ!"cul în~., ia,f .bisectoarea unghiului O intergectea.ză. cereul în F. Aflaţi: 

a) perimetrul triunghiului ABO; b) lungimea.segmentului [1'JP]. 

R. a) Aflăm prima .dată măsura arcelor determinate 
de punctele A, B, C pe cerc. Avem: 

•....-... .-.. .-.. 
m(AB) m(BC) m(CA) 360° 
--=-- =--=--= 200, 

6 1 1 11 
7- 4-

2 2 
.-.. ·.-.. .-.. . 

j)e aici obţinem: m(AB) = 120°, m(BC) = 1!50-, m(CA) = 
= ~ 0

• Aflăm lungimile laturilor triunghiului ABC. Dacă f:J ~---...;....,l!!"T'...;.._..::,~ 
m(AB)= 120•, atunci [ABJ este latura triunghiv.lui echi• · 
lateral înscris, deci AB = R VS: adică ~B = 10 V'3 cm. 

Dacă m(CA) = 90", atunci [CA] este latura pătratului 
tnscris, deci CA = R tf, adică CA = 10 V2 cm. 

Latura [ BCJ se poate afla din triunghiul AB€ cu teereaa lui l'il•111ro. g111erali:ută, sau 
;lucind din centrul cercului o perpendiculară pe latura BC; l• mu•clliul dreptunghic ferm.at 
,tflăm jumătate din lungimea laturii' [BCJ cu funcţia cos 15°. 

În ambele cazuri abţinem BC =10 V 2 + }'3 em sau BC =5 f2(V3 + 1) •m. Peri111ckul 
a-iunghiului este : 

&f = AB + BC + CA = 5 • (2}'3 + }'i + 3}'2). 

b) Pentru a calcula b1ngi_111.ea segmentului [EF], analiza pavulaterul Flii!€ ln care 
(IFJ_este diagonală. Deearece dr.AE este perpendieulară pe dr.BC, suaa Măsurilor arcelor 

AB şi EC este 110°. Dar m(il)=120°. Deci arcul fc are.60°. [CF] este bisectoarea uaehhdui -

C, deci împarte arcul ABln două părţi congruente şi m(BF) = lt". Arcele fii ~i ic avl•411 
aceeaşi măşură, ele sint tleterminate de coarde paralele. Atunci pavulaterul J:BJi'fJ este trapez 
isoscel. Diagenalele trapezului isoscel fiiad congruente rezultă că: 

Fli= BC = 10 V2 + Vac •. 
IV.M. Se dă trapezul .A.BOD înscris în cerculd.ulia.•etru [AB]. Ştiind 

că dr. AO _ n dr. BD= {I} şi dr. AD n dr. BO = {Jl}, să s@ a.rate că. 
patrulaterul MOID este inscriptibil. Să se calculeze perimetrul triunghiu
lui ABM în f~ncţie de lungimea razei R a cercului ştii11.d că [D€] = [Bel.] 

/'o. .,,,,....._ /'o. 
R. Avem m(ACB) = m(ADB) = 90°, ca tnscrise lnv-ua selllticerc .. Rezultă m(BDM) = 
/'o. . 

= m(ACM) = 90°; deci : 
/'o. /'o. 

m(MDI) + m(MCI) = 90° + 98° = tar; 

prin urmare patrulaterul MCID este inscriptibil. Avem AD= BC deearece dr. ABIi dr .. DC.; 
dar BC = CD şi deci AD= DC= CB; prin urmare trapezul AJ!JCD este o „jumătate" de 

/'o. /'o. 
hexai;(on regulat. Deci m(MAB) = m(MBC) = 6:J•, adică triunglliul AMB este echilateral şi 
are perimetrul 6R. · -

IV .15. Se consideri un dreptunghi ABOD, î11. care AB = JJO = a, 
AD - BC = b. Se împarte latura AB în trei părţi egale şi se notează cu 



M şi N aceste 1mncte, Ml,mai aproape" de'A. Se notează cu o· intersec
ţia. diagonalelor. ·Fie Tşi Kintersecţia diagonalelor (AC) şi (BD) cuperpen
dicu.la.rele ridicate în JL şi N pe dr. AB şi fie P mijlocul laturii DO. 
Să, se arate oă da.că se notează cu p1 perimetrul poligonului MTPKN şi 
cu p2 perimetrul dreptunghiului ABCD, atunci : 

16b3 

3p1 - P2 = Yaz + 16b2 + â • 
• 

R. Dacă p1 este perimetrul dreptunghiului ABCD, atunci 1 

D~P_c- _P1 =2(a+b); P,:""'MN+NK+ PK+ PT+ TM. 

·k Din ipoteză MN = -. Să calculăm- pe TM. Dacă notim cu 
I ' .. 3 A I • b · M p N 8 P' mijlocul laturii (AB) atunci OP' = 2 ; triunghiurile TAM 

şi OAP' stnt asemenea, deci ,avem : 

TM AM AM· OP' b 
-=- de unde TM= =-
OP' AP' AP' 3 

b 
Dar conform simetriei figurii, MT= KN = -. Deci : 

3 

a 21, 
"1 = 3 + 3 + PT + PK. 

a1 461 al+ 161,I 
PTI=-+-=---. 

36 9 36 

Deci, PT = .f «' + ttt• I PT = PK fi, 
.I . 

Aveai 

P,.= 
a + 2b + Va• + 16b1 

3 

16b1 

SJJi ,! p1 =Va•+ 166* - a = -;-;::;:=::::;::;:~Va1 + 16b• + a 

IV.u;• Cele trei laturi ale unui triunghi au lungimile de 10, 12 şi 8. 
a.) Oa.lcula.ţi lungimile medianelor acestui triunghi. 
b) OaJcula.ţi cosinusurile măsurilor A 

mighiurilor dintre media.ne şi la.turile 
corespunzătoa.re. 

R., a) Constnilm triunghiul. Fie AB=10, BC= 
- t2, 'CA= a. 
Calculăm medianele cu ajut01'111 formulei : 

I 2(61 + ci) - al 
8111 = ---,--- 8 C 



AsUell 

V 2(114. + 100) - 14.( ,r.;; 
AA.1 = ------ = r 4.6f 

' 
BBi = y 2(144 + 

4
1._u_o)_-_0_4 = fioii; 

V 2(144 + 64) - 100 
cc1 = -·----

4 
= Y79. 

b) Calculăm cosinusurile măsurilor unghiurilor dintre mediane şi laturile corespunzitoare 
cu ajutorul teoremei lui PITAGORA gener:alizată. 

~ 
Pentru unghiul CC1A aflAm din triunghiul CC1 A : 

.,,.,,......... 
Pentru unghiul BB1C aflăm din triunghiul BB1C: 

~ B1 B2 + B1C2 - BC2 
cos BBC= -------

1 2 B 1B· B 1C 

(fioii)1 + ,. - 121 

=-
2·Yioi·4. 

,,,,,,,,....... -
Pentru unghiul AA1B Aflăm din triunglliul AA1B: 

.,,,,,......._ A~A· + A1BI -AB1 <'Vii>·+ 61 - t()I 3 V46 
cos AAiB = -~------ ------- = - ---

2 · A1A · A1B 2·}'46·6 92 

IV.1'71'0 • Măsurile unghiurilor triunghiului .ABO sînt proporţionale 
ou numerele 7, 6 şi 5, ia,r laturile .AB = 12 cm şi BC = 18 em. Ă:flaţi : 

a) lungimea. laturii [AC]; .. 
b) lungimile segmentelordeterminatede bisectoarea. [ BD pe la.tura A O ; 
c) lungimile diagonalelor pa.trula.terului BJID.A, unde Jf este proiecţia 

lui D peBO; 
d) da.că dr . .A.M este perpendicula.ră pe dr. BD. 

R. a) Lungimea laturii AC o aflăm din triun
ghiul ABC cu ajutorul teoremei lui PITAGORA gene-
ralizaţi: · 

" ACI= ARI+ BCI -· 2• AB· BC• cos B 

de unde t 

AC=• &'{f cm. 

b) Lungimile selllJlentelor determinate de bisec
toarea [BD] pe latura [AC] le aflăm. cu ajuterul tee-
remei bisectoarei : 8 

AD DC AD+ BC ll/f . '{f 
_A_ll_ .= _B_C_ = A.B + BC = ao = 5• 

12'V7 u1V'f 
De aici AD = -- cm fi. DC = --·- cm. 

- 1i 5 
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·c) Lt1ngimea diagonalei [BD] o aflăm cu ajutorul te!»remei lui STEWART din triun 
,pi.ul .A.BC : . 

A.82 · DC+ BCI • AD - BIP· AC = AD· DC· AC 

lnlocnind datele cunoscute şi efectulnd calculele obţinem : 

BD= 36 }'s cm. Di~ triunghiul DMB aflăm lungimea catetei BM • BM = BD · cos 30" 
. 5 

Lungimea diagenalei [AM] o aflăm din triunghiul ABM cu ajutorul teorainei lui PITAGOBA. 
,generalizată : 

6 
AMI = .AB1 + BW - 2 • .AB • BM · cos 6QG = ~a J'9Î cm. 

5 
d) Pentru ca bisectoarea [BD] să fie perpendiculară pe dr. AM este necesar ca trlun

,,ghiul ABM să fie echilateral (unghiul B cu măsura. de 60"); Dar A.B = 12 cm iar JJM = 
= 10,8 cm. Deci triunghiul nu este echilateral şi dr. BD nu este perpendiculară pe dr. AM. 

IV. 18. Laturile unui paralelogram a.u lungimjle de 5 ş.i 8, iar un1.ţl din 
Wlghiurile sa.le a.re 50°. 

a) Caleulaţi lungimile diagonalelor; 
b) Calcula.ţi cosinusurile măsurilor unghiurilor dintre diagonale şi 
laturi; 
c) Ca.leula.ţi cosinusul măsurii unghiului dintre dÎa,gona.le. 

-de unde 

A 

R. a) Fie AB = 8, BC = 5 şi m(A)= 
= 50". Pentru diagonala [-BD] aflăm din.tri
unghiul ABD cu•teorema lui PITAGORA ge
neraliza tă : 

BD2 = AB2 +AU-~ 2AB• .4.D· cos A 

de unde BD'= V 89 - 80 cos 50". Pentru dia
gonala [AC] aflăm din triunghiul ABC cu 
teorema lui PITAGORA generalizată : 

AC2 = AR2 + BCI - 2.4.B · BC • cos 130" 
.AC2 = 64 + 25 - 2 • 8 · 5 • cos 130" 

.AC= V89 + 80 cos 50". 

b) Cosinţ(s1:1rile măsurilor unghiurilor formate de diagonale şi laturi~ 
,ghiurile ABC 1i .AB.D. 1n triunghiul .ABC avem : 

aflăm din triun-

\ 
·de unde·: 

•La 1(1, avem~ 

-de unde: 

.,,,,,,........ 
BCI = AB2 + ACI - 2 AB · AC ·.cos BAC 

.,,,,,,......._ AB2 + AC2 - BC~ 
cos BAC= -------

2AB· AC 

8 + 5 cos 50" 

V89 + so cos 50". 

.,,,,,,........ 
AB1 = BCS + ACI -.2BC • AC• cos ACB 

.,,,,,,......._ BC1 + _A~ - .AB2 5 + 8 cos 50" 
eos ACB = ------=---- = 

fn triunghiul ABD avem : 
2BC_· AC y89 + SOfos 00'. 

1!1-·c.>111 

,,,,,,,....._ 
AD1 = .A.82 + BIP - 2AB • BD cos ABD 
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de undei 
./"'-... AB8 + BD8 -AD8 

cos A.BD= . 
8-5cos50" 

2AB· BD }' 89 - 80 cos 50' 

La fel avem: 
- ./"'-... 

.4.W = ADI+ BD8 - 2AD · BD cos ADB 
de unde: 

./"'-... ADI+ BD2 - AB8 5 - 8 cos 50" 
cos ADB = . = .-;======== 

.2AD · BD V 89 - 80 cos 50" 
c) Cosinusul măsurii unghiului dintre _diagonale se poate calcula. din triunghiul AM.I) 

cu teorema lui PITAGORA generalizată. · ./"'-..,. 
I AD2 = AM8 + DM8 - 2AM • DM cos AMD 

de unde: 
3.9 ~ AMI+ DM8 -AD8 

cos AMD.= ------- = -::-;.=======:-
..... 2 AM· DM V7921 - 6400 cos2 50" 

IV. 19. Măsurile unghiurilor triunghiului ABC sînt proporţionale cu 
numerele 4, 5 şi respectiv 3. Paralelele duse prin punctele A şi B la laturile
[B.O] respectiv la [A.O] intersectează tangenta dusă în O la cercul circumsc.ris. 
triunghiului ABO în punctele M şi respectiv N. 

1) Arătaţi, fără a calcula măsutile unghiurilor triunghiului ABO,. 
oă patrulaterul AMN B eRt_e ·inscriptibil. 

2) Aflaţi perimetrul triunghiului A.BO în funcţie de lungimea R a.. 
razei cercului circumscris triunghiului. 

3). Calculaţi, în funcţie de R, aria patrulaterului .AMN B. 
R. 1) Dreptele AM şi BC fiind M C. N 

_paralele iar dr. MN secantă, ~nghi~ile ~\~-----....,,_..;r-...,,...,.....-----,i.=
/ AMN şi BCN slnt congruente ca un- \ .. / 

I 
,ghiuri corespondente. Măsura unghiului \ , 
BCN eiffe jumătate din mi'isura arcului \ · / 
BC. Deci şi măsura unghiului AMC este \ / 
egală cu jumătate din măsura arcului ' 
BC. 1 . 

Unghiul opus unghiului AMC este 
unghiul ABN care are ca măsură suma 
măsurilor unghiurilor ABC şi CBN. 

Măsura unghiului AJ3C este egală 
cu jumătate din măsura arcului CA. 

Măsura unghiului CBN este egală cu jumătate din măsura arcului AB, deoarece -:inghiu.rile, 
CBN şi BCA stnt congruente ca unghiuri alterne interne (dr:Ac II dr.BN, BC secantA). 

Deci suma măsurilor unghiurilor AM.V şi ABN este jumătate din suina IIJ,ăsurilor arce-
,-... ,-... ,-... 

lor AB, BC şi CA adică 1ŞO". Prin urmare patrulaterul ABNM este_ inscriptibil. 
2) Pentru a calcula iungimile laturilor triunghiului ABC mai lntli calculăm măsurile, 

unghiurilor triunghiului. Avem : · 

m(.4) m(.B) m(t) UI0° 
--=--=--=--

4 5 3 12 
A A A 

de unde m(A) = 60", m(B) = 75°, m(C)·= 45°. 
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• A ..-., ~ ..-.,, 

'Dacă m(A) = 600 atunci m(BC) = 1200, iar BC = R Jf3. Din m(C) = 45° rezultă m(AB)= 
-= 900, iar AB = R V'2. Latura AC o aflăm cu ajutorul teoremei lui PITAGORA generaliza:ti: 

ACI ""' AB2 + BCZ - 2 • AB • BC • cos B = 2R2 + 3R2 - 2 • R }'2• R }'a, }'6 - f2_. 
2 

.>Efectulnd calculele obţinem : 

. ya+·Vî, 
AC=V2+Y3 ·R=R·---·-. 

. 2 

.Perimetrul triunghiului ABC este : 

3}'2 + 2v:r + }'6 
R .· ' 

2 

3) lnăltimea triunghiului ABC, ,,coborltă" din virful B pe latura· [AC] este egală cu A.8• 
R~ . 

•sin A, adică cu--· 
2 

. .Aria triunghiului ABC este: 

3 + 1"î 9' = ____ 2 _____ = -4-- Ra • 

1'6 + }'2 Vii. 
R·--- ·R·-· 

2 2 

. Oin asemănarea triunghiurilor MAC ş1 ACB avem : 

AC R ·(fii+ V2) : 2 
--= = 
CB R·}':f 

.Aria -triunghiului M • .\C este: 

9' = ( 3·V2: Var. 3: V:f-R2 = 9 +1:V3 ns. 

::Oin ii.semănarea triunghiurilor CBN şi ACB avl."m : 

BC R·V3 
--= = 
AC R·(Vii'+ Vi>: 2' 

.Âl'Îa triunghiuiui CBN este: ,, 

..Aria patrulaterului A11•1N B este :' "\ 

( 3 · (3 -V3) 3 + V3 + _!±~), R3 == 45 ~ J/3 , RI, 
9' = 4 -I'- 4 12 12, 

IV. 2oro. Triunghiul ABC are .Â de n0° şi ÎJ de 60°. Pecerculciroum
sons triunghiului se iau arcele AM = AN avînd măsura de 30~ 
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.,... -(M e .A.B, Ne AC). Coarda [MN] intersectează laturile [.A.B] şi [.A._C] ale-
triunghiului în punctele D şi respectiv E. 

a) Arătaţi că inscriptibilita.tea patrulaterului BCED nu depinde de
măsura ung_hiurilor triunghiului, nici de măsura. arcelor .A.M şi .A.N, doa.p· 
de congruenţa acestor două a.rce. · 

b) Afla.ţi perimetrul triunghiului .A.CN în funcţie de R, lungimea ra.
zei cercului circumscris triunghiului. 

R, a) Pentru a arăta că inscriptibilitatea patru
laterului BCED ·nu depinde de măsura unghiurilor triun
ghiului, demonstrăm inscriptibilitatea fără a folosi măsura ,,,,,,......... 
unghiurilor triunghiului. Măsura unghiului BDE este semi-

,....... -suma măsurilor arcelor MA şi NCB. Măsura unghiului 
,,,,,,......... ~ 
BCE este egală cu jumătate din măsura arcului BMA. 

- ~....-.. ...-... 
Suma măsurilor arcelor MA, NCB şi BMA este egală 

..-.. ..-... ,.....-...._, ...-.... 
cu 360° - m(AN) + m(MA). Dar arcele MA şi AN 
slnt congruente,deci suma măsurilor unghiurilor opuse 
ln patrulaterul BCED este 180°. Prin urmare patrula
terul BCED este inscriptibil, orice măsură ar avea un
ghiurile triunghiului ABC sau arcele AM şi AN, dar 
este necesar ca aceste arce să fie congruente. 

b} Unghiul ABC avlnd măsura de 60-, arcul .ANC are 
măsw:a de 1200 iar coarda [AC] are lungimea de Rfi. 
Arcul NC are măsura de 900, deci coarda NC are lungi-
mea RVi · 

Latura AN se poate calcula din triunghiul isoscel A,ON cu ajutonrl funcţiei sinus, sau. 
din triunghiul A.CN cu ajutorul teoremei lui PITAGORA generalizată. O:bţinem AN = 
= R . Ys - V2 . Perimetrul triunghiului este : 
' 2 

6' = R1/"3 + R}'2 + R vs - }'2 = 2l'3 + V2 + Vs R. 
2 2 

IV. 21.PO. Demonstraţi că. în orice poligon convex cu 21 de laturi
există două diagonale ca.re formează între ele un unghi cu măsura ma.io 
mică de 1°. 

· 21•18 
R. Fie P un punct din planul poligonului. Ducind prin P paralele la cele -- == . . 2 

= 189 diagonale ale poligonului, tn jurul lui P se-formează 2 • 189 = 378 unghiuri. Cum suma. 
măsurilor unghiurilor din jurul unui punct este de 360°, cel puţin unul din cele 378 unghiuri,, 
are măsura mai mică decit 1°. Diagonalele cu proprietatea din enuni slnt cele pa,alele cu laturiJe-· 
acestui unghi. 

IV. 22.M Calculaţi aria unui triunghi ale cărui laturi au lungimile
de 13, 20 şi 21. 

R. Fie ABC triunghiul ln care AB = 13, AC= 20 şi BC = 21. Teorema. lui P1:rAGORA. 
genera~izată aplicată ln acest triunghi ne dă: 

de unde: 
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ACli = AB1 + BC1 - 2AB• BCcos B 

ABI+ BCI- ACI 
cos B= 

2AB• BC 



Cum sin B = v1 - cos• B rez1dtă I 

AB· BC sin JJ 
!J' .ABC = ------ ""' 126. 

2 

Observaţie. Dacă se cunosc lungimile laturilor a, b, c ale unui triunghi, mărimea ariei 
sale poate fi calculată folosind o relaţie. numită formula lui HERON : 

!J> = VP(P - a)(p - b)(p - c) 
' . 

a+ b+ C 
unde p = ---- • 

2 

IV. 23. Trei cercuri neegale, tangente exterior două cîte două, au 
centrele în punctele 0 11 0 2 şi 0 3 şi razele de lungimi egale cu Ru R 2 şi respectiv 
R3 .Mlaţi aria triunghiului OP20 3 • 

R. Cunosclnd lungimile laturile triunghiului, aflăm aria triunghiului cu ajutorul formulei 
Joi BERON: 

9' = V P · (p - a) · (p - b) · (p - c) 

unde p = R1 + R 1 + lt3 ; p - a = R1 ; p - b = R 2 ; p - c = R3• 

Deci aria triunghiului este : 

9' = lf R1 • R 2 • R3 · ( R1 + R 2 + R3) • 

IV.24MPo. Se dă triunghiul oarecare ABOeu măsurile laturilor : AB::::::a 
a::: 10 cm, BO = 12 cm şi OA = 14 cm. 

a) Calculaţi lungimea razei cercului circumscris triunghiului. 
b) Generalizaţi problema. Calculaţi lungimea razei cercului circum

aoris triunghiului dacă laturile acestuia au lungimile a, b, c. 

C 

R. Ducem diametrul [AM] al cercului. Triunghiurile ADO 
şi ABM sint asemenea. Lungimea înălţimii [AD] se află împăr
ţind dublul ariei triunghiului la lungimea laturii [BC). Aflăm 
aria triunghiului ABC cu ajutorul formulei lui HERON. Avem t 

p = 18, p - C = 8, p - a = 6, p - b = 4, 
de unde: 

!J> = V18• 8• 6· 4 = 24}'6 cm1• 

Atunci AD = 2 · 24l'i: 12 = 41fif cm. vin proporţionalitatea· 
AB 

laturilor triunghiurilor asemenea' ADC şi ABM avem : 
AD 

' 
AM 35}'6 

-= --, de unde, raza are lun gimea -- cm. 
AC 12 

b) Dacă laturile triunghiului ABC sint a, b, c, atunci lungimea lnălţimi AD este de 

2V p(p - a)(p - b)(P -:- c) • 
a 

Din proporţia de mai sus avem : 

c· b 
2.lt = -2:;V p=(p==-=a=)=(p=-====li)=(p==-=c=) 

a 
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4e W.tde: 

a• b• C 

.R - -:-:=========''V p(p - a)(p - b)(p - c) 

IV. 25~ În triunghiul isoscel .ABO este înscris un cerc. Laturile [.AB];=1 
= [.A.O], A.B = 13 cm, iar ba.za [BO] are 10 om. Să. se calculeze raza cer-
cului înscris. A 

R. Deoarece : 

g .ABC= gBOC + 9co.A + 9 .AOB 

rezultă: 

BC • r CA · r AB • r 
}'p(p - a)(p - b)(p- c) = -- + --+ --

2 2 2 

60 
de unde r = 

1.s' 
t 

sau r= 3- cm. 
3 

IV. 28ro. Se dă triunghiul oarecare A.BO cu lungimile laturilor: 
.AB = 16 cm, BO = 12 cm, O.A = 14 cm. 

Afla.ţi lungimea ra.zei cercului_ înscris în triunghi. 
Generalizaţi problema. Calcula.ţi lungimea. razei cercului înscris, 

da.oă laturile triung~iului sînt a, b,, c. 

A 
R. Dacă unim centrui cercului cu fiecare din vlrfurile 

triunghiului ABC, obţinem trei triunghiuri. Suma ariilor tri11n
ghiurilor AOB, BOC şi COA este egală cu aria triunghiului 
ABC. Avem deci : 

BC·r CA•r AB·r -- + --+ -- = YPCP- a)(p- b)(p- c) 
·2 2 2 

iar de alei r = J'21 · 9 · 7 · 5 : (6 + 7 + 8) = Vis cm. 

'{ p(p - a)(p - b)(p - c) 
<ieneralizlnd problema obţinem r = -------'------ , 

sau r = J' p(p - a)(p - b)(p - c) 

p 

a+b+c 

2 

IV. 27PO. Măsurile unghiurilor triunghiului .ABC' sînt direct propor
ţiona.le cu numerele 5, 3 respectiv 4. Înălţitpea. [.A.D.]a,re lungimea. 10.Vş OQl 

şi intersectează bisectoarea OM în punctul N. (D e dr. BO, M e dr . .A.B). 
Din M „coborîm" perpendicula.ra MP pe la.tura. BO(P e dr.RO). Afla.ţi: 
a.) perimetrul triunghiului .ABO_; b) perimetrul-pa.trula.terului MPDN; 
o) aria, triunghiului .ANO • 
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B. a) Aflim mlsufle unghiurilor triunghiului ABC. Avem, 

" " " m(A) = m(B) = m(C) = 1800 = lli-
5 3 4 12 

deci I m(~ = 75•, m(B) = 45°, m(C) = 60", 

l'riQngbiul DABeste dreptunghic Isoscel deci BD= toVâ cm ia AB = toVi cm. In triun-
. AD 

&hlul-A.DC, unghiul G avtnd misura de 600 Iar unghiul D de 900 avem DC= -- , de 
tg 600 

lnlecuind, obţinem c 

MB --= 
10Ys 

unde DC = 10 cm şi 4-c = 20, cm. , Perimetrul 
triunghiului ABC este : · · 

fi'J = AB + BC + CA = 10(3 + Vă+ fi) cm. 

b) Calculăm lungimile laturilor trape+ 
zului PDNM. Din triunghiul dreptunghic DCN 
avem : DN = DC· tg 300, de unde DN =-

10}13 
=-- cm. 

3 
Aflăm MB apliclnd teorema bisectoarei : 

MB BC 
MA = AC • 

1ofă+ 10 
.• 

1of3+ 30 

li efec.tulnd rezultă MB = 10}'2 cm. 

tn triunghiul !JPM, BP = ·10 cm. Atunci PD = 1of3 - 10 = 10(}13 - 1) 
Din triunghiul dreptunghic PCM putem afla lungimea lui ·[MC]. Deoarece : 

MCl=MP1 +PCI 

ftZUltl MC = 20 cm iar din Oiungbiul dreptunghic DCN avem : NCS = DN8 + DC1, de un«. 

NC = :.aofs CDI. Atunci 1 
3 

MN= MC- NC=20( S-3Vâ ) cm, 

Perimetrul patrulaterului MPDN este: 

· toYâ 3-Vâ 
4'= MP+ PD+ DN+ NM= 10+ 10(fâ-t)+ -- + 20 -- ""' 

3 3 

2V:f+ & 
=10----cm. 

3 

e) Anlm aria :triimghiulul NCA cu ajutorul formulei lal HBBOM : 

e = YP<.P - a><P - b)(p- c:> 
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l'rlunghiul este isoscel, avtnd douA unghiuri cu mAsuura de 30", deei ,NA = NC. Atunci avemt 

p = ( 20 + 2 • 20:
3 

) : 2 = 10 + 20!3 ; p - a = 20!3 -10; p - b "" p - C = 10. 

Deci: g = 10· -- -100 = 100 -cm1• • V4oo- 3 Ys , 
9 3 

Obserua/ie. Se poate afla aria şi tn mod obişnuit calcullnd lungimea înălţimii corespunzl-
10V3 

toare laturii AC care va fi -- • 
3 

IV. 28. Paralelogramul ABOD are m(.Â) = 60°, AB = 2a şi .AD= a. 
În exteriorul paralelogramului consţruim pătratele .ABEF, BCGH, 

CDIK şi DALM. 
a) Ce putem spune despre punctele L, M şi I! Dar despre H, B, 

D şi M! 
b) Caleulaţi aria şi perimetrul hexagonului FEGKIL . 

.,,,,....... 
R. a) în triunghiul MDI avem: MD ;= a, DI= 2a, m(MDI) = 600, deci triunghiul 

este dreptunghic şi dr. DM _L dr. Ml. Dar dr. DM ..L dr. ML pentru că ADML este pătrat. 
Deci,punctele L, M şi I slnt c111iniare. , 

Triunghiurile ABD şi CDB slnt, la fel ca trim·,ghiul MDI, dreptunghice pentru că lun
gimile a două laturi sint a şi 2a iar unghiul cuprins intre aceste laturi este de 600. De aici 
rezultă că dr. BD este perpendiculară pe dr. AD şi pe dr. BC .. Dar dr. MD ..L dr. AD şi 
or. HB..L dr. BC. Prin urmare am obţinut că punctele H, B, D şi M sint coliniare. 

b) Aria hexagonului FEGKIL este formată din aria paralelogramului ABCD adunat! 
c::u dublul ariei pătratului ADML, cu dublul ariei triunghiului LAF,. cu dublul ariei pătratului 
A.BEF şi cu dublul ariei triunghiului BEH. Aria paralelogramului ABCD este; 

a}'3 y-g = 2a· -- = a1 3. 
2 

l'entru a putea calcula aria triunghiului ALF, calculăm lntti lun,11imea laturii LF, cu ajutorai 
teoremei lui PITAGORA generalizată. Ave,m: 

LFI = LA1 +AFI - 2 • AL· AF! cos 120" 

de unde obţinem LF = aVf. 
Aria triunghiului LAF o calculăm cu ajuto~l formulei lui HBRON 1 

V3a+ af7 
g = V p • (p - a) • (p - b) • (p - c) = 2 

a•Vs 
=-. 

2 

a\ria triunghiului BEH este 1 
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Efectulnd calcule le obţinem : 

!la= a•· (10 + 3)'3}. 

Perimetrul hexagonului este : 

6' = 2 ·• FE + 2 · EG + 2 · GK = 2 · 2a + 2 · (a)'s + a) + 2 • af[ = 2a • (3 + Vi+ f7}. 

IV. 29. Un paralelogram .A.BOD are laturile de lungimi: AB = 
= 30 cm, AD = 20; cm şi unghiul A de 60°. Construim dr. DM .1 dr. AB 
(M e dr. AB) şi dr. DN .idr. BO (N edr. BO). ,,Prelungirea" segmen
tului [DM] intersectează „prelungirea" laturii OB în punctul E. Aflaţi: 
a.) lungimea. segmentelor [.A..E], [BD], [DN] şi [MN]; b) aria patrulaterului 

AECD; c) valoarea logică, a relaţiei: DE2 - ...4.02 = EB2 . 
2 

R. a) Aflăm DM; lungimea înălţimii paralelogramului, din triunghiul dreptunghic AMD t 

DM = 20 · sin 60° = 10}':f cm. 

Din triunghiul dreptunghic ECD aflăm DE : 

DE = 30 • tg 600 = 30}'3 cin. 

Jn triunghiul dreptunghic AME avem : AM = 10 cm, ME = 20}'3 cm şi putem afla AE: AE = 
= 10V1s cm. Pe [BD] tl calculăm din triunghiul dreptunghic DMB cu ajutorul teoremei lui 

' PITAGORA şi obţinem: BD= 10Vf cm. Aria paralelogramu

....... 

............................ 
I 

N: 

lui se poate ·calcula lulnd ca bază oricare din laturi (aria. 
este aceeaşi). Atunci: 

AB·DM= BC· DN 
I 

A, /1r--~p; .. • de unde DN= 15}'3 cm.Pentruacalculalungmea [MN] tre-
' I -/ . , A 
, 1 / buie observat cll.patrulaterul MBNDeste inscriptibil(m(M) + 
\ I " , , / + m(N) = :1.80°). Pentru a putea aplica teorema lui PTOLOMEU' 
' '• / aflăm tiltli BN djn triunghiul dreptunghic NBB: BN = 
\' ·: ,' = 5 cm. Din patrulaterul inscriptibil MBND avem deci: 

I I / 

\ ': ,' 
I I / 
\ I / 

l.l'E 
DN• MB+ DM· BN 

MN == -------- cm'= 5}'21 cm. 
BD 

b) dr, AD fiind paralelă cu dr; EC, patrulaterul 'AECD este trapez. Aria trapezului va fi a: 

(60 + 20) · 15}'3 1/o 
!I= · = 600r3 cm1• 

2 

. EB1 c) .pentru verificarea !,'.elaţiei DE1 - ACI = -- avem nevoie de AC pe care-l calcu-·-· ,. . . .. 2 -

Jim din triunghiul dreptunghic. PCA şi o!)ţin~m : AC = 10}/iii cm. Verificim relaţia 1 
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sau: 
2700 - 1900 = 800. 

Deci valoarea logică a· relaţiei este 1. 

IV. 30 PO. Triunghiul dreptunghic ABC are lungimile ca.tetelor, 
.A.B = 12 cm şi AC=5 om. În mijlocul M al ipotenuzei [BO] ,,ridicăm" o 
perpendiculară care intersectează dr. AB în punctul N iar dr. AC 
în punctul P. Aflaţi: perimetrul triunghiului MNB; aria triunghiului 
ANP; lungimea. segment~lui [BP.] 

R. Ipotenuza triunghiului ABC este [BC] şi ai:e lungimea de 13 cm. Din asemănarea 
triunghiurilor ABC şi MBN avem: 

NM MB NB 
--=--=--· 
CA AB GB 

~ rn . 
De aici, NM = - cm şi NB = -- cm. Perimetrul triunghiului MNB este egal cu 16,25 

~. u . 
cm, iar pentru a putea calcula aria triunghiului ANP aflăm lntli lungimile catetelor [AP] şi 

[AN] ale triunghiului. Din asemănarea triunghiu· C 
rilor ANP şi MCP avem: · 

AN AP NP 
--=--=--· 
MC MP CP 

11.19 
De aici AP = U,9 cm şi AN= 24- cm. Aria trl-

241 
unghiului ANP este deci egalii. cu 29 -- cm•. 

480 

Patrulaterul APBM este inscriptibil. Aflăm PB cu ajutorul teOl'emei lui PToLBMEU: 

PB = (AB• MP - PA• BM): AM. 

Cum NP = il.2 ~= cm (din triunghiul PAN), iar AM= 6,5 cm ( :c tn tl.ABC) avem z 

PB = [12 • ( 1547 + ~)- il.1,9 · 6,5] 1 6,5 ;= 16,9 cm. 
il.20 24 

VI. 31 l'O. Demonstraţi că, interiorul unui ce~ nu poate fi „acoperit" 
<,omplet cu două cerc~ mai Il'.lici. 

R. Fie t'(O, r) cercul mare şi t'1(01 , rJ, f 8(01, r1) cercurile mai mici. Dacii. 0 1 şi 01 
coincid cu·o, problema este rezolvată. Putem presupune deci ci 01 =f,: O. Fie [AB] diametrul 
lui 'I' perpe11.dicular pe dr. 001 • Vom arii.ta cii. cel puţiri unul din punctele A, B nu este „aco
perit" de il'1 şi.t'1. ln adevăr, punctele A ,i B slnt exterioare lui f 1 pentru ci 01A=01B> 
l> OB = r> r11 iar cercul t'1 nu poate acoperi şi pe A şi pe B, deoarece, ln caz contrar, ar 
rezulta AB ~ 2r1 < 2r = AB, absurd. · 

VI. 32 PO. 1n ca.petele A şi B a.le dia.metrului [AB] se constro.ie1;10, 
de a.oeeaşi parte a. dia.metrului, două tangente Ia. ceroul ~(O, B). LuMn, . ,,,,,,,,,...... 
de aceeaşi pa.rt.e cu tangentele, raza. [00] astfel ca. m(AOC) = 60°. ,,Prelun-, 
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girea." ra.zei [00 intersectează tangenta. in A la/cero tn punctul D. Perpen
diculara în D pe dr. OD intersectează tangenta. în B la. cerc în punctul E • 
.Afla.ţi : a) perimetrul patrulaterului A.DEB ; b) diagonalele patrulaterului 
ODEB în funcţie de R, lungimea razei cercului; c) ce fel de patrulater-este 
patrulaterul O DEB 1 

B. a) Perimetrul patrulaterului ADEB este suma lungi
milor laturilor AD, DE, EB şi BA. Cunoaştem latura AB=2R. 
triunghiul dreptunghic 0.4.D, unghiul AOD avind mă&ura 
de 60", latura AD = RV 3. / 
TriunghiurO..OAD şi EMD fiind asemenea ((m(Â) = m(M)= 

I /'... /"'o.. . 

= 900, m(ADO) = m(MDE) = 300), avem: 

AD DO 
--=--
MD DE 

' 
4.R8 4V3R 

de unde DE = -RV3 sau lncă DE = - 3- • 

Observăm că : 

5}'3R 
BM+ ME=--· 

3 

Perimetrul patrulaterului ADEB este : 

V- 4f3R 5}'3R y-
fJ'J = R 3 + - 3- + -. -3-. - + 2R = 2R, (2 3 + 1). 

b) Diagonala OE a patrulaterului ODEB o aflăm din triunghiul dreptunghic O:DE cu. 
teorema lui PITAGORA : 

OE1 = OD2 + DP 

2 1r;.;. . 
de unde OE= 3 Rr 21. Diagonala (BD] o putem afla din triunghiul dreptunghic BAD cu te0:-

rema lui PITAGORA sau observlnd că patrulaterul ODEB este inscriptibil, cu teorema lui: 
PrOI.EMEU şi obţinem BD = RV,. . 

,.,,,.,..... .,,,...._ 
c) Deoarece ·to patrulaterul ODEB avem : m(ODE) + m(OBE) = 90" + 90° == li.~. 

patrulaterul este. inscriptibil. 

IV. 33 ro. Afla.ţi sin 15° cu ajutorul triunghiului echil.a.teral înscris 
tn cercul cu raza de lungime R. 

R. 'ln triunghiul dreptunghic ABC (înscris tntr-un semicerc) avţm : 

BC 
sin 15° = -

AB 
..,,........_ 

de unde BC = 2 R · sin 15° ((AC bisectoarea ungJuului BAD). Aflăm AC cu teorema lui 
PiTAGORA: 

AC = V 4R1(1 - siD1 15°). 
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ln. patrulaterul inscriptibil .A.BCD aplicăm teorema lui 
.PTOLOIIEU : 

AB· CD+ AD· BC = BD· .A.C •. 

Mâl ştim că BC = CD, deoarece [.AC este bisectoare. 
Bezultă 1 

2R • 2R · sin 15° + RV3· 2R sin' il.5°= R · 2RV 1 - sin3 il.5° 

!fi efectutnd calculele, obţinem 1 

1' 2 - Vs 1'6" 1'3 sin 15° =-V__ ro - r<> • 
2 4 

Observa/ie. Cunosctnd sin 15° putem afla cos il5°, 
sin 75°, cos 75°. Astfel, din relaţia sin2 x + cosa x = 
= 11, pentru x = 15° se obţine : 

COSiS"= vil. - ( V6 ~ wy=a va: l'2: 
Cum sin x = cos (90" - x), rezultă : 

. . J/6 -V2 Vlf + J/2 
COS 75° = Sin 15° = --- • sin 75° = COS 11.5° = --- • 

4 ' 4 

IV. 34 Po. Măsurile unghiurilor triunghiului ABC sînt invers proporţiona,.; 

1 1 1 . 1 B' . O • te ul . . e cu numerele-, - şi - • ş1 ' smt pune pe cerc circumscna 
2 4 3 

triunghiului, diametral opuse vîrf urilor 
B şi O. Tangentele duse la cerc 
în punctele B şi C se intersectează în 
în punctul N, iar dreptele AB şi B'C' 
se intersectează în punctul P. 

a) Aflaţi: măsurile unghiurilor 
triunghiului ABC şi măsura unghiului 
format de „prelungirile" dreptelor AC 
şi BN; 

b) Demonstraţi. că triunghiul BN C 
~ste echilatera,1 şi calculaţi aria în 
funcţie de raza cercului şi apoi arătaţi 
că relaţia: 

R·(V3 AC - 2AB') =AC· O'P 

are ·Joc, oricît ar fi· R, lungimea ra.zei 
cercului circumscris triunghiuhli ABO. 

R. a) Aflăm măsurile unghiurilor triunghiu
lui ABC. Avem:: 

m(Â) m(B) m(C) 180° 
·-- = -- -= -- = -- = 200 
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. ~ ~ ~ . 
<le unde m(A) = 60", m(B) = 80" şi m(C)=40". dr. BN fiind tangenta cercului, măsura unghiului 
NMC este semidiferenţa măsurilor arcelorBC şi BA. Cum m (.BC)=1200 şi m (.AB) = 80°, un
ghiul NMC are măsura 200. 

b) Unghiurile C' B.A şi C'C.A subtntind acelaşi arc, C' A de 200; deci unghiul C'CA este 
-de 1()". Atunci unghiul BCC' are măsura de 30" iar unghiul BCN de 60". Dar triunghiul OBC este 
isoscel. înseamnă că şi unghiul CBN este de 60", iar triunghiul care are două unghiuri de 
~0° este echilateral. Arcul BC are măsura de 120", lungimea coardei [ BC] este R1/3 şi atunci aria 

'triunghiului echilattiral BNC este 3R• vr • 
4 

Triunghiul AP B' este asemenea cu triunghiul AC'C, pentru că au cite un unghi drept 
şi cite un unghi cu măsura de 10°, Avem: 

AB' PB' 

AC C'C 

-de unde 

,4B'• C'C = PB'· AC; AB'· 2R = (C'B' - C'P) • AC, 

Observăm că C' B' este egal cu BC pentru că BCB'C' este dreptunghi. Atunci : 

AB'· 2R = RV3· AC- C'P· AC 

-sau: 

AB'. 2R - RV3· AC= -C'P. AC 

,şi deci: 

R· (Y3 AC - 2 AB') = AC· C'P. 

IV.3~PO. Demonstraţi, prin arii, teorema lui CEVA. 
B. Fie, tn triunghiul ABC, [.A.A'], [BB'], [CC'] trei ceviene şi O punctul lor de intersecţie • 
.Avem: 

A 

9 AA•B A 1 B 9aa·c B'C 9cc•A C'A 
---=--;.---=--;--=--
9 AA'C. A'.C .9BIJ•A B'A 9cc•B C'll 

Apoi: 

9A..t•B A.A' ---=--; 
gAOB AO 

9A..t•c AA'. --=--, 
9..toc AO 

9ss•A BB'. 
gAOB = OB • 

9n,c BB'. 9cc•B CC' • , 9cc•A CC' --=--, --=--, --=--· 
9aoc OB 9soc oe 9coA oe 

lamulţind convenabil ultimele relaţii ae obţine : 

g ..tA•JJ [I AOC g AOJJ 

g AOB O 9 AA'C • 9-BB-• A- 0 

AA' AO OB BB' oe CC' 
-_7 -~ "i:iJ 0

• iJB' 0 'OB • .,CJL O 
... oe .. = t 
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deci: 

~,1A·B • f!en·c 
[IAA'C [IBB'A 

Folosind relati'1e (*) rezultă :. 

Elcc·A 

Elcc•B 

B'C C'A 

=1 

.4.' 13 

A'C 
-- = 1. 

B'A. C'B 

adică tocmai teorema lui CEVA. 

IV.:l6ro. Pe laturile [BC,l[CA,][AB] a,leunui triunghi se consideră. 
p-qnctele l'Jf, N, P astfel încît dr.AM, dJ:.BN, dr.OP să fie concurente~ 
Fie M', N', P' simetricele lui M, N, P faţ.ă de mijloacele lui [ BC],.. 
[CA], [AB]. Demonstraţi că dr.AM', dr. BN', dr.OP' sînt concurente. 

R. Considerind dr. ,AM n dr. BN n dr. CP ~~ {J(}, deci 

MB NC P.4 -- . -- . -· -- = 1. 
MC NA PB 

Pentru ca dreptele .41\1', BN' şi CP' să fie con
curente, va trebui să arătăm c;l punctele M', N', P' 
determină pe laturile triu.nghiului ABC segmente care 
satisfac '!leciproca teoremei lui CEVA. Calculă·m 

M'B=(Ct-MB)·2+MB=CB-MB1 

BC (BC ) M'C = - 2- - - 2 - ~ BM = BM I 

N'C == ~c -·( ~c - AN)= AN; N'.,\ = CA - NA; P'B = ( _A21!_ _ PB )-2+ PB = 

Calculăn\.1 

M'B N'C P'A --·--·--= 
M'C N'A P'B 

= AB - PB; P'A = BP. 

GB-MB 

BM 

AN 

CA-NA 

CM AN, BP =--·---'·-- 1 
BM CN AP 

BP 
-----= 
AB-PB 

şi obţinem că dreptele AM', BN', CP' slnt concurente conform reciprocei teoremei lui CEVA. 

IV.37MPO. Ce devine teorema lui STEWART în,tr-un triunghi ABO 
cînd M este mijlocul lui [BOJ! - · · 
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BC 
R. Daci M este mijiocullui [BC];avem [BM] !ii!!! [MC) şi BM = -- . Aplicăm teorema 

' 2 
lui S'l'EWART I 

AW • BC ;:= A.BI· MC + ACI· BM - BC · BM • MC. 

BC 
,înlocuim MC şi BM cu - şi obţinem : 

2 

BC BC BC 
AM9 • BC = AB2 • - + ACI· - - BC · -

2 2 2 

BC ·-. 
2 

2 
lnmulţim relaţia cu 

BC 

:sau: 

'. RCS 
2AM'= AB1 + ACI.:..--• 2 . 

. 
AJP+ ACI BCI 

AM1 = ----- - -- • 
2 4 

c\.ceasta este tocmai pătratul lungimii medianei. ln general avem : 

1,• + c8 a1 1 .......;.· ___ _ 
m! = --- - - adică m. = -Y2(b8 + ci) - a1 ; 

2 4 2 

a1 +b1 ci 
m2= -----

0 2 4 

1 
adică mi,= -V2(a1 + c8) ;_ b1 ; 

:.i ' 

1 ·-----' 
adicl mc = - V 2(a1 + b8) - c8. 

2 

IV. 38.ro. Calculaţi lungimile bisectoarelor unui triunghi ounosoind 
lungimile laturilor sa.le., 

B. Considerlm triunghiul ABC cu laturile : AB = c, AC = b, BC = a şi bisectoarele 
(AA'], {BB'], [CC']. 

Apliclm teorema lui STEWART: 

AA11 • BC = A.BI• A'C + AC1 •BA' ... BC• BA'• A'C 

sau: 
AA11 • a= c8· A'C+ b1 • BA' - a· BA'· A'C. (1) 

AB A'B c A':B c+ b A'8 + .ţ'C 
l>ha teorema bisectoarei avem - = - sau - = -- de unde --= ----- =-

. AC A'C b A'C b A'C 

' a --· A.'C 

a•b ab ac+ab-ab ac 
De ald, A.'C = - iar A'B = a - -- = ----- = -·- • 

·c.+b c+b c+b c+il 
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lnlucuind tn relaţia (1) obţinem : 
r' 

ab ac ab ac_ 
AA 12 • a = c2 • -- + b2 • ----- - a· -- • 

C + b . C + b c+ b C + b 

IRU echivalent: 

c2b b1c a2 bc 
AA'8 =--+ ------

c + b C + b (c + b)1 

de unde: 

sau: 

bc { a• ) 
AA'2 = -- \c+ b- --

c+ b c+b 

bc [(b + c)2 - a1 ] 
AA'2 = ------

(b + c)2 

La fel se obţine : 
ac [(a+ c)2 - b2 ] ab [(a+ b)2 - c:1 ] 

BB'2 = ------- CC,z = -------
(a + c)2 (a+ b)3 

IV.39. Să i-e demonstreze că dacă într-un triunghi cu laturile de, 
lungimi a, b, c avem a = 1 şi b, c e IN*, atunci' triunghiul este isoscel. 

R. Evident b # O, c 'I' O. Pentru a face o alegere, să presupunem b ~ ,. Deoarece a = 1, 
şi b, CE: IN*, :vom avl·a: -

a~ b ~ c. 
Dar, cum b ~ c, avem : 

c-b~O 

O~c-b~1. 

Dar b şi c fiind numere naturale, diferenţa Ier va fi zero sau tot un număr natural. Prin 
urmare, pentru ca ultima relaţie să fie îndeplinită, trebuie ca : 

c-b=O 

sa,u b = c, ceea ce înseamnă că triunghiul considerat este isoscel. 

IV.4oro. Găsiţi im triunghi dreptunghic astfel incit lungimile 
laturilor, lungimea înălţimii şi lungimile proiecţiilor ca.tetelor pe ipotenuză 
să. fie toate numere întregi pozitive. 

R. Pen_tru a determina un triunghi dreptunghic cu măsurile laturilor exprimabile prin 
numere întregi pozitive, va trebui să rezolvăm ln numere lntregi pozitive ecuaţia: 

xa+ ya = .z•. 
Soluţiile acestei ecuaţii slnt de forma: 

x = m(a1 - b1) ; r, = 2mab; z = m(a2 + bi) 

1JDde m, a, b slnt numere naturale, a> b, a şi b primo intre ele, unul par şi celălalt impar. 
Astfel P!ntru m = 1, a = 2 şi b = 1, se ol)Jhie : 

x=3; y=4; z=5 
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şi zi + y1 =,= 31 + 41 = 51 = z•. 
I Fie ABC triunghiul dreptur.-ghic (m(Â) = 900) cu AB = 3 u.l. AC= 4 u.I., BC = ! u.\. 

Fie D piciorul perpendicularei din A pe {BCJ • Atunci mărimile proiecţiilor [BD] şi [DC] ale 
catetelar pe ipotenuză slnt : 

AB3 9 AC3 16 
BD=--=-· 

BC 5 ' 
DC=-=-

Iar lnEţimea [AD] are mărimea : 

BC 5 

,,--- 12 
AD = y BD· DC = - • 

5 

Deci triunghiul ABC are măsurile laturilor exprimate ln numere naturale, dar măsura 
!nălţimii şi a proiecţiilor catetelor nu. Să construim triunghiul dreptungbic A1B1C1 (m(Â.1) = 90") 
asemenea cu 1lBC, astfel incit raportul de asemănare să fie: · 

AB ,4.C BC 1 
----------· 
A1B1 A1C1 B1C1 5 

Fie D1 piciorul perpendicularei din A1 pe [B1C1]. Se obţine: 

B1D1 = 5 · BD= 9 u.I., D1C1 = 5 · DC = 16 u.l., A1D1 = 5 • AD = 12 u.I., 

deci triunghiul A1 B1C1 satisface enunţul problemei. 

IV • .UPO. Să se determine lungimile a, b, Cale latlirilor unui triunghi 
ştiind că Rînt numere naturale, dintre care a şi b sînt numere prime şi 
~=a+~ , 

R. Deoarece ci' = a + b, avem a = 2 sau b = 2. lntr-adevăr, dacă nu este aşa, adică 
a, b 'F 2, atunci a = 2k + 1, b = 2p + 1, şi deci a + b = 2(p + k + 1) care este multiplu 
de 2, pe clnd ci' este impar, şi deci egalitatea ab = a+ b este imposibilă. 

Dacă a = 2, atunci ab = a+ b devine 2b = b + 2 sau 2(2b-l - 1) = bJ şi deci sau 
b = 1 sau b = 2. Dar b = 1 este imposibil deoarece ar însemna b == O, absurd. Prin urmare, 
din a = 2, avem b = 2. . 

Dacă b = 2, atunci din ci' = a+ b, avem a2 = a + 2, adică a(a - 1) = 2, deci a = 2 
sau a - 1 ~ 2. Pentru a = 2, avem a - 1 = 1 şi deci egalitatea ab = a+ b se verifică. Pen-
tru a - 1 = 2, avem a = 3, de unde 32 = -3 + 2, absurd. Deci, a = b = 2. · 

Dar, într-un triunghi lungimea uneLJaturi este mai mare declt diferenţa celorlalte două 
şi mai mică decit suma lor, ceea ce impliill ce {1, 2, 3}. 

Prin urmare, triunghiurile care sa~sfac enunţul, au lungimile laturilor ln mulţimea: 

{(2, 2, 1) ; (2, 2, 2); (2, 2, 3)}. 

IV.42PO. Să se arate că în orice triunghi .ABC cu laturile de lungimi 
a, b, c există inegalitatea : 

(a + b + c) 3 > 3(a + b) (b + c) (c + ci)' - {11 - b):Cb - ~) (c ...:.. a). 

R. Avem de demonstrat : 
(a+ b + c)3> 3(a + b) (b + c) (c + a) - (a - b) (b - c) (c - a) 

adică: 

a8 + bş + c8 + 3(a + b) (b + c) (c + a) > 3(a + b) (b + c) ţc + a) - (a - b) (b -'- c) (c - a) 

sau: 

aş + fr! + c8> - (a - b)(b - c)(c - a) 
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uuJnclz 

a! + iş + ~> a2(6 - c) + b2(c - a) + c2(a - b) 

de undez 
· a2(a + c - b) + b2(b + a - c) + c2(c + b - a)> O, 

inegalitate evidentă, ţintnd seama că ln orice triunghi ABC cu laturile de lungimi a, b, o 
avem a> O; b> O ; c> O ; a + b> c ; b + c> a ; a + c> b. 

IV.-i3, În pătratul .ABOD de latură a, se înscrie triunghiulAPQ cu 
-"" /'.... 

m(QAP)=30°, (Qpe segmentul(DC) şiPpe segmentul(BC))şi cum(A.P_Q)= 
= 90°. Se cer lungimile laturilor acestui triunghi. 

:,; 
IL Notlnd AQ cu x, rezultă că PQ este - , iar AP 

2 

Xv-este 2 3. Dacă notăm BP cu u, atunci din asemănarea 

tri~ghiurilor QCP şi PBA avem 1 

AP BP AB 
-=-=-
PQ CQ PC 

adică 1 

x'/3 
2 fi a 

--=-=--
X CQ Cl -u -
2 

de a(}'3 - 1) a(3 - J,'3) 
de un f = - 13 sau u = 3 • Din triungttiul dreptunghic ABP, avem 1 

AP! = A.BI+ B? 
:adicl: \ 

3:,:1 a2(3 - 2}'s + 1) . 
-=a~-+-----4 . 3 

2a V y-,de unde :i: = ·- 7 - 2 3. 
3 

~v- . aif-- ay 
.Deci AQ = - 7 -2V3, PQ = -r7 -21/3 şi AP = - 21 - 6yâ. 

3 3 3 
I 

IVM. tntr-un pă.11ra,b .ABC:D sînt însorise dou§. semicercuri ou dia
metrele [AD] şi [B0].1Jn cerc mai mic este ta.ngent la ambele semicercuri şi la 
Ja;~[.AB]. Să. se 06lculeze lungimea razei a;eestui cerc în funcţie de a, 
1U:iigimea laturii [.AB]. 
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R. Notăm lungimea razei cercului mic cu x. Dimensiu
nile triunghiului dreptunghic OPN sint: 

a 
OP=-, 

2 

a a 
ON=-+x şiPN=--x. 

2 '2 

Aplicind teorema lui PITAGORA obţinem : 

ON3 = OP3 + PS2 

sau: 

fl 

Rezolvind ecuaţia (1) obţinem x =-· 
8 

(1) 

IV.45. Se dă triunghiul dreptunghic .A.BO cu m(.Â.) = 90°, .A.B = 
= 3, A.O= 4. 

Să se găsească lungimea laturii pătratului AMN P, unde M e .A.B, 
N e BO, P e .A.O. Catetele fiind de lungime b şi c, aceeaşi întrebare. 

R. Notăm lungimea laturii pătratului cu i. Deoarece dr. MN U dr . .A.C avem llBMN 
.., llBAC deci 1 

lnlocuind se obţine 1 

12 
deci X=-• 

7 

MN BIU _. --- ~ -·---. 
AC BA 

X 3- X -=--• 4 3 

Dacă catetele sint de lungime b şi c atunci proporţia devine 

.I 

X C-S 
-=-•de 

b C 

bc 
unde x= --· b+ C 

Problema se poate rezolva şi folosind ariile figurilor : 

lnlocuind obţinem : 

3·4 

g ,tBC = fi ,tPNM + !lpcN + gMNB• 

\ 

-- =·x•+ 
2 

(4 - x) • x (3 - x) • x 
2 + 2 

b • c (b - c) • x· (c - x) • x --. = :i;B + ---- + ----
2 2 2 

t2 bc 
de unde rezultă eouaţia 7x = 12 sau (b + c)x = bc. De a·1ci x =-sau:,;= --• 

7 b+ • 
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SECŢIUNEA A VI - A 

CLASA a VIII-a 

ALGEBRA 

CAPITOLUL I 

NUMERE REALE 

1.1. Arătaţi că fracţiile : a) 2n + 1 , 
5n + 3 

sînt ireductibile oricare-ar fi ne (N. 

b) 5n + 3 
8n + 5 

c) 33n + 4 
22n+3 

R. a) Fie d divizorul comun al numerelor 2n + 1 şi 5n + 3. Rezultă : 2n + 1 = dfi. 
q1e IN* şi 5n + 3 = dq2 , q1E IN*. Inmulţind prima egalitate cu 5 şi a doua cu 2, obţinem: 
10n + 5 = 5 dq1 şi 10n + 6 = 2dq8 şi scăzlndu-le obţinem 1 = d(2q9 - 5q1). Din ultima egalita
te, avind produsul a două numere naturale egal cu 1, rezultă d = 1 şi 2q2 - 5q1 = 1. Aşa.du 

d = 1, de unde rezultă că fracţia 2n + 1 este ireductibilă pentru , orice n e IN. 
5n+ 3 

b) Fie d divizorul comun al numerelor 5n + 3 şi Sn + 5. Rezultă d divide şi pe 
5{8n + 5) - 8(5n + 3), adică d divide pe 1, deci d = 1. 

c) Dacă d divide pe 33n + 4 şi pe 22n + 3, atunci d divide şi pe 3{22n + 3) - 2(33n+'). 
adică d divide pe 1, deci- d = 1. 

1.2. Determinaţi k întreg astfel incit fracţia l 9SOk + 1 · să fie ii.. 
. 198lk+2 

ductibilă. 

R. Fie tl. un divizor comun al numărătorului şi numitorului fracţiei. Atunci d divide 
nuµiărul 1981(1980k + 1) - 1980{1981k + 2), adică divide pe 1979. Deci d poate fi 1 sau 1979. 
Dacă d = 1, atunci problema este rezolvată. Dacă d = 1979, atunci 1979 divide 1980k + 1 -· 
- (1981k + 2), adici 1979 divide pe k + 1. Deci k + 1 = 1979p, pe 71. "- {O}, de unde rezultl 
k = 1979 p -1. Aşadar, fracţia este ireductibilă pentru orice k "F 1979p - 1, pE Z "- {8}. 

1.3. Arătaţi că. numerele : 

sint raţionale pentru orice n e (N. 

R. a) V n8 + 2n + 1 = V (n + 1)1 = n + 1 e li . 

• 
b) V n(n + 2) '+·'1 = V n• + 2n + 1 = V (n + 1)8 = n + 1 e 1N. 
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c) --= ---=~=nelN. Yn8+n8 vn2(n + 1) 
n+1 n+1 

L4. Arătaţi că numărul V5 + V3 este iraţional. 

B. Presupunem că (5 + Vs e Q. Atunci ('V5 + 'V3}8 e Q, adică 8 + 2 V'i5 e Q, de 

11nde Yise Q, ceea ce este fals. Deci V5° + Vse IR'\_Q. 

1.5. Găsiţi condiţiile în care numerele Jim + 'Vn şi vm - Vii sînt 
n.ţion.ale, m şi n fiind na.tura.I.a. 1 

R. }'m-Vi" este raţional dacă m şi n slnt pătrate perfecte sau dacă m=~. 

}'iii + V:ii" este raţional dacă m şi n slnt pătrate perfecte. 

1.6. Raţionalizaţi numitorii fracţiilor următoare: 

> 1 b) V5 + 1 > 6 
a \f3 + v2 ; V5 - 1 ; c 3 V2 - 2V 3 

1 n. a) Amplificăm fracţia cu Vs - }'2, ,,conjugata" expresiei Ys + }'2; == 
Vs+ }'2 

15 + vr <Vs+ vr><Jls + V1> 6 + 21'5 2c3 + Vs> 3 + rs 
b) --. - = . = ---= --- = ------Vs - Yt <Vs+ yn <Vs -Vî-) 4 4 2 

s<3 V2 + 2V3> &(3}'2 +2Y3> y- 1r;;-. = ---- = 3 2 + 2, 3 • (3 Y2 - 2Vs><3 V2 + 2}'v 1s - 12 • 

L7. Se dau mulţimile: 

{ / 
13 Vi3 - VIT} 

M = a, e 7l y-=-- <:! a; <:! y- y- ' 
3-4 13+ 11 

N = {Y e z / VB'c'V45 -10)<! y <:1;} · 
Calculat,i: a,) M u N; b) M n N; c) M'\.N; d) N'\. M; 

~) (M '\. N' n (N '\. M) ; f) (M '\. N) u (N '\. M). 

B. ~ = 13(}'3 + 4) = 13(}'3+ 4) = _ Ys- 4 ; 

(3 -4 ("{3 - 4) <Vs+ 4) -13 

ffl-VIT <Yis-Vîi>8 . 24....,2Jli43 ---= ....,, == ------ = 12 - Y 143, 
via+ YIT <Vis + vm 0'13-VIT> 2 
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deci -4-Ya- < ~ < 12 ~ V143. Deci M = {-5, -4, -3, -2, -1, O}. 

La fel 15 - 10V5 < y < 2; N = {-7, -6, -5, -4, -3, -2, -1, O, 1}. 

a) M U N = N; b) M n N = M; c) M"" N = 0; 

d) N"" M = {-7, -6, 1}; e) (M"" N) n (N"" M) = 0; 

f) (M"" N) U (N"" M) = {-7, -6, 1}. 

1.8. Arătaţi că numărul: 

N= 1 1 1 
V2·+ 1 +y3 + V2 +y4 + V3 este raţional. 

R. Raţionaliztnd numitorii fiecărei fracţii 'Obţinem : 

12 -1 v'3-V2 n·_yf 
N = <v2 + 1 )<V:r - 1> + <l"3 + Y2><vs -v'2> + <v'4 + Vs> <V4 - l"3> -

= }'2 - 1 + v'3- l"2 + V4 - V3 = -1 + y'Ţ = -1 + 2 = 1 e G. 

1.9. Dintre perechile de numere următoare decideţi care este mai 
ma.re: · 1 

I 

a) 3V2 sau V21; 
b) Vn- V'5 sau V19 - VIT. 
R. a) }'27 - 3Vf care este mai .mare declt 3}'2. 

b) Vom arăta că Vfi- 'V5 > f19 - V11. lntr-adevăr, ridiclnd Ia pitrat :numerele po-

zitive, obţinem: 16-2f5·11> 30-2f19·11,2fl9·11-2V5·11> 14, VIT<l'N-}'5}>7;. 

ridictnd din nou la pătrat, avem: 11(24- 2V95) > 49 sau 264 - 49 > 22V 95,215 > 22f95. 
Bidicim tncă o dată la pătrat: 2152 > 222 ·95 ceea ce este evident. 

1.10. Fie (IJ' y două numere reale. Notăm max((IJ, y) cel ma.i mare 
dintre numerele a;. şi y şi m.in((IJ, y) cel mai mic dintre numerele (lJ şi g„ 
Determinaţi l 

a) max(2, 1 + V2) f) min(3, 3 -t (IJ) 

g) min( ...... (IJ' (IJ) 

c) max(3, 1tJ 

d} mm(- ~ I - ~) i) max( (I)' ~ ), a,· t> O 

e) mu(l, a,) j) Jnin(ir1, QJ-:"1), "' i>- O 
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R. a) 1. + fa> 2 implică max(2, 1 + f:f) = 1 + }'2; 

1 
b)---

J/3 + 'V2 
V3-W, deci min ___ , - . ( 1 

J/3+Y2 

fă"-'2) = J/3-}'2; 

c) n :::: 3,14, deci max(3, n) = n; 

d) _2_> _ _: deci min(-~ -~) =-~· 
9 5' 9' 5 5' 

e) Se impune discuţie după x. Dacă x ;;;,. 1, atunci max(l, x) = x, Iar daci x <.! 1 
:.atunci max(1, x)· = 1 ; 

{ 
3, clacă X E; 0 

f) min(3, 3 + x) = 
3+x,dacă x>OI 

{ 
X, dacă X E; 0 

g) min(-x, x) = 
-x, dacă x> Q; 

h) Pentru x <: O, avem x8 > O şi deci x < .x1• Daci O ,=,;; x ,=,;; 1, x ;;;,. x1, Daci 
„I> 1, x < xi, Apdar 

{
x1, dacă x<O sau x> 1 

max(x, xi)= 
:i:, dacă O E; X E; 1 l 

I) Daci x> 1, rezultă max( :i:, : ) = :i: şi dacă x < 1, max( x, ~) = : ; 

{ 

1 
-; daci O < X< 1 

j) min(x-i, z-11) = mln(~, .: ) = x 
X X8 1 

- -, dacit :i:;;;,.1, 
x• 

1.11. Determinaţi (1J astfel încît : 

a) max(5 - a:, 5 + a:) = 5; b) min(5 - a:, 5 + a:) = 1; 

c) 'ma.x(5 - a:, 5 + x) = 10; d) min(5 - a:, 5 + x) = O; 

.e) ma.x(5 - a:, 5 + a:) = min(5 - a:, 5 + a,), 

R. a) x = O; b) Presupunlnd că 5 - x este min., rezultă x = 4. Presupunlnd ci 5 + x 
.este min,, rezU:ltă x = -4 ; c) Dacă 5 - :i: este max., atunci :i: = -5, iar daci· 5 + :i: este max.,. 
4tand :,: = 5 ;- d) :i:1 = -5 şi :i:1 = 5, e) Trebuie ca 5-x = 5 + x, de unde rezultă :i: = O, 

L12. a, b fiind numere ·reale oarecare demonstraţi că, : 

max(a, b) = min(a, b) dacă. şi numai dacii. a == b; 

B. Daci (I== I,, atunci max(a, a)= min(a, a)= a, .Reciproc, daci a= max(a, b) = 
- nda(cr., 11), rezultl a > li, respectiv a < 11, doui Inegalităţi care au loc numai dacă a = 1,, 

279. 



1.13. Demonstraţi că:. [a: + k] = [x] + k, oricare-ar fi a; e IR şi 
k e 7.l. 

R. Fie p = [x], rezultă x = p + r, O ,!ii; r < 1. Atunci {:i: + k] = [p + r + k) -
= p + k = [x] + k. " 

1.14. Calculaţi: 

a) [lJ + [V2J + [VaJ + ... + [Vs°J; 

b) [l + V2J + [1 + VaJ + [1 + ViJ; 
c) [l + V2J + [l - V2J. 

R. a) [1] + [l'2J + [V3J = 1 + 1 + 1 = 3. Numerele de la V-î" Ia }'sau partea tn_ 

treagă 2. 1'eci [1] + ... + [Vs'] = 3.+ 5 • 2 = 13; b) Folosind rezultatul de Ia exerciţiu) 

I.13., p + V21 + p + V3i + c1 + V4J = 1-+ cV2J + 1 + cVai + 1 + tVîi = 1; c) c1 + 
+ V21 + c1 - V2J = 1 + cV21 + 1 + 1-V21 = 1 + 1 + 1-2 = 1. 

I.Hi. Demonstraţi că: 

a) [x + Yl E;;; [x] + [y] + 1; 

b) {x + y} ;;.:: {x} + {y} - 1. 

R. a) Fie p = [x] şi q = [y]. x = p + r1, y = q + r2,. r1 , r1 e [O, 1); [x + y] ,_ 
= [P + q + r1 + r2 ] = p + q + [r1 + r8] :!ii; p + q + 1 = [x] + [y] + 1; b) Înlocuind Ino 
a) [x] = x-{x} rezultă e.c.t.d. 

1.16. Arătaţi că. [x] ~ [y] ;;.:: [xy] pentru orice a:, y e (O, + oo). 
Studiaţi ce se întîmplă pentru x, y e IR. 

R. x = [x] + r 1 , y == [y] + r 8 cu r1, r2e [O, 1). Obţinem: [xy] = [[x] • [y] + r1 [y) + 
+ r2 [x] + r1r1 ] = [x][y] + [r1 [Y] + r2 [x] + r1r2) unde am .folosit rezultatul de la exerci
ţiul I.13. Cum [r1 [y) + t 2 [x] + r1r2 ] ;;,, O 1n condiţiile exerciţiului rezultă ci: [xy] ;;,, [x][y]. 

Presupunem x < O şi y < O. In mod .analog, obţinem: (xy] ,!ii; [x][y). 
Dacă x > O şi- y < O nu se poate stabili o relaţie Intre [ xy J şi [ x J [Y J. De exemplu, pen,. 

tru x = 1,1 şi y = -2,9, avem [:i:y] < [x][y], iar pentru x = 1,1 şi y = -21, avem (xy) > 
> [x][y]. 

1.17. Fie a şi b numere reale oarecare. Efectuaţi: 

a) (-oo, a] n (b, +oo); b) {-oo, a] u (b, +oo); 

c) [6, 3] n [a, +oo); Id) [O, a] n [3, +oo); 

e) [a, 3] n (O, +oo); _ f) [a, b] n (3, +oo); 

g) [-11 1] u [-a,a]; h) [a,1].-n [O,a2]; 

i) (O, aJ u { ~- , 1] , a "ţ' O ; j) (O, a] n { ~ , 1] , a #: O. 
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R. a) Slnt mai multe cazuri: I, Dacă a < b, atunci (-oo, a] n (b, +oo) = 0, II. Daci 
~ = b, (-oo, a) n (b, +oo) = {0}, III. Dacă a> li, (-oo, a] ri (b, +oo) = (li, a]; 

b) I. a< b, (-oo, a] U (b, +oo), II. a ;a, b, (--oo, a] u (b, +oo) = (-oo, +oo); 
c) I. a,;;; O, [O, 3] n [a, +oo) = [O, 31, II. O< a< 3, (O, 3] n [!!, +oo) = [a, 3], 

IIII. a=3, (0,3) n [a,+oo)={3}, IV. a> 3, [0,3) n [a,+oo)=0; ' 
d) I. a< 3, [O, a] il (3, +oo) = 0, II. a= 3, [O, a] n (3, +oo) = {3}, III. a> 3, 

10, a] n (3, +co)= (3, a); 

e) I. a< O, [a, 3) o (O, +oo) = (O, 3] II. a= O, [a, 3] n (O,+=)= (O, 3], In. O ~ 
-< a ~ 3, ( a, 3) n (O, +co) = [ a, 3] ; 

f) I. b,;;; 3: [a, b) n (3, +oo) = 0, II. a< 3 < b, [a, b) n (3, +oo) = (3, b], III. 
,a> 3, [a, b) n (3, +oo) = [a, b), IV. a= 3, (a, b] n (3, +oo) = (a, b); 

g) Din definiţia intervalului [.::_a, aJ, rezultă că a> O. I. O < a < 1, [-1, 1] U 
U [-a, a)= (-1, 1), 11. a= 1, [-1, 1) U (-a, a)= (-1, 1), Ul. a> 1, [-1, 1) U 
U [-a, a] = (-a, a]; 

h) I. a,;;; -1, [a, 1] n (O, a2) = (O, 1], II. -1 < a< O, (a, 1] n [O, a1] = [O, al], 
Ul. 0<a<1, (a,1] n [0,a2]=0; 

i) Din definiţia intervalului (!__ , 1) rezultă 2_ < 1, adică a> 1! iar· pentru [O, a] 
· CI U 

cezultă a> O. Atunci (O, uj U ( ~, 1] := (O, a); 

j) Analog cu i), avem (O, a] n r: , 1] = (: , 1]. 
I.18P0 • Scrieţi intervalele deschise determinate pe axa numerelor 

reale, de numerele : 

1 v-
a,) v2 + i şi 2 - i ; 

b) 1; a; a2, a e IR; 

1 
c) 2 ; a + - , a e (O, + oo ). 

a 

1 
ll, a) Observăm că --- = Vî - 1, deci există intervalele 

V2+ 1 · 

(-oo, V:f-1) şi (}'2-1, +oo); 

deschise: 

b) I. a< -1, avem a< 1 < a2 şi deci Intervalele slnt: (-oo. a),'(a, 1), (1, czl) şi 
(129, +oo), 

II. -1 < a < O, avem a < a2 < 1 şi intervalele slnt: (-oo, a), (a, al), ( .. , 1) I 
~+oo), . 

III. O < a < 1, <i2 < a < 1 şi deci : (-oo, a2), (a2, a), (a, 1) şi (1, +oo), 
IV. a >~1, 1 < a < a2, (-oo, 1), (1, a), (a, a 2), (a2 + oo). 

'V. a= -1, (-oo, -1), (-1, 1), (1, +oo). 
VI. a= 1, (-oo, 1), (1, +oo). 
VII. a= O, (-oo, O), (O, 1), (1, oo). 

1 
c) Demonstrăm că a + - ;a, 2, lntr-adevăr a1 + 1 ;a, 2a, al - 2a + 1 ;a, O, (11 -1)' .a, 

a 

;. O, evident; deci intervalele slnt: (-oo, 2), (2, a + : ) şi ( a + : , +oo). 
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+co). 

CAPITOLUL Il 

INECU.A,ŢII. SISTEME DE INECUAŢII. 

11.t. Rezolvaţi inecuaţiile: 

a) !!... - 1 ;,. ~ 
2 3 

b) 3(x - 1) < 2(2x + 5) - 3 

c) (a,~ 2) (2x + 1) - (2x - 1)! < --2(a;.+ 1) (a, - 1) 

d) V2x - 1 ~ lfsx 

e> Văa, - 2< 2x - Va 
f) V1sx -VIT < V32x -V99 

g) Y1sx + V12 ~· Y21w -V1os •· 
'• 

h) a, - 2 + 2x - 1 ~ 3x - 1 + 0 9e 
4 2 10 ' 

i) 2(3x - 5) + 2x _: 1 < 4(2x - 1) 

'J') (a, -1)2 - (a, - 2)2 +..!..-~o. 
2 4 2 · 

R. a) Inecuaţia este echivalentă cu 3x - 6 ;;a, 2x sau x ;;a, 6. Deci x e (6. +oo)_ 
b) Obţinem 3x- 3 < 4x + 10- 3 sau -:i: < 10 sau :i: > -10, adică z. e (-10.-

c) Obţinem :i: e (-co, 6). 

1 
d) Inecuaţia este echivalentă cu V2 x-1 ;;a, 2Vif .-1&u -V2 :i: ;;a, 1 sau :i: :E; -•· 

'(2 

Deci :i: e (-co, ~ ]-
e) Obţinem : ("/3 - 2):i: < 2 - "(3 sau :i: > ~1, după lnmulţirea ambilor membrii' 

1 
ai lnecuaţieJ cti numărul negat.iv ---• Deci :i: e (-t. +co). 

}'3-2 
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f) Inecuaţia se mai scrie: 3V2:i:-V11 < ,v2.1:- 3VIT sau -V2x < -2VIT saa 
2VIT y- y-~> -- sau x > 22. Deci x e ( 22, +oo). 
V2" 

g) Obţinem : 3}12x + 6V2;;,, 3V"ax - 6°V3 şi, mai departe, (°V3 - V2>x ~ 2(V2° + }'3). 
inrnulţind ambii membri cu v:r + ~ obţinem x ~ 2(5 + 2Viij. Deci x e (-...:00, 2(5 + 2Va>1. 

h) Obţinem : 12x - 9 ;;,, 12x- 1, adică -9 ;;,, -1. beci, nu există x astfel lncll 
-să fie satisfăcută inecuaţia. 

i) Oh.ţinem: Bx- 11 < 8x- 4 sau -11 < -4, ceea ce este adevărat oricare ar 
1i x e IR. 

j) Obţinem x! ;;,, O, deci o inegalitate, a~ică o inecuaţie satisfăcută pentru orice 
.xe IR._ 

11.2ro. Rezolvaţi inecuaţiile următoare, m fiind. un număr real 
-oarecare: 

a) mx - 3 :s;; x 

b) mx + l :s;; x + m 

c) 2 - mx > m - 2x 

d) V2x + m >mx +fi 
e> mVsx - 3m < - Vsm. 

R. a) Inecuaţia este echivalentă cu inecuaţia (m - 1)x ~ 3. Slnt mai_ multe situaţii: 

·1. m - 1 > O adică m > 1, ceea ce implică x e (-oo, - 3-] . II. m < 1. Rezultă x e 
m-1 

,e [-3-, +oo) • III. m = 1 cind obţ.inem x- 3 ~ :,; sau -3 ~ O, deci x E IR. 
m,-1 ' 

b) Obţinem: (m -1)x ~ m - 1. I. m > 1 implică x e (-oo, 1). Il. m < I. 
.:,; e (1, +oo) . .III. m = 1, x e IR·. i 

c) Obţinem: (m - 2)x < 2 - m. I. m > 2, :,; e (-oo, -1), li. m < 2, x e (-1, 
+oo). III. m = 2 implică 2 - 2x > 2 - 2.x, deci x e ~-

d) In cazul inecuaţiei: (m - V2}.x < m - f2 apar situaţiile:- I. m > Vi" 
.x-E (-oo, 1). II. m < ~ x e (1, +oo), III. m = ~ :,; e 0. 

e) Obţinem mV:fx < m(3 - Vij. I. m > O implică x E (-00, Va -1), II. m < O. 
-2; E (°V3-1, +oo), III. m = 0, X E 0. 

11.3. Determinaţi soluţiile următoarelor sisteme de inecuaţii l 

{
a, - 3 ~ O 

a) 
2a, - 1 < 'l 

> {Văx - 4 ~ V4sx-+- 5 
o -Vsx - 3 ~ Vnx - 11 

{
a, x-1 

b) 2- 3x<-2-

2(a; - 1) ~ a; -t,, a 
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d) 3a, - 2 5a, + 1 {
(a, - 2)2 + (a, - 1)2 ~ 2(a, - l)(a, - 2) -+ (I} 

2· > 3 

e) {V5m ;;;i, V 2oro -=._5 

V 45m - 2 ~ V soro - 1 

R. a) :i:-3 ;.i, O Implici :i:e [3,400), (1); 2x-1 < 7 Implici :i: < 4 sau se 
E (-co, 4), (2). Intersectlnd (1) cu (2) rezultă intervalul [3, 4), soluţie a sistemului. 

b) Rezolvlnd cele două inecuaţii obţinem x e (: , +oo), respectiv :i: E [4, +oo~ 

Sistem~l este, deci, satisfăcut -pentru :i: e (: , +oo) n [4, +oo) = [4, +oo). 

c) Inecuaţiile stnt satisfllcute pentru :i: e [ -}'3, +oo), respectiv :i: e (-oo, f2] .. 
Soluţiile sistemului stnt [~ +oo) n (-oo, V2i = [-}'3, V2J. 

li) Obţinem x e [1, +oo) n (-oo, -8) = 0. 

2H 

e) Rezultll x e (-oo, Jfs] n !Vs." +oo) = {°V5}. 

11.4. Rezolvaţi în mulţimea numerelor întregi, sistemele de inecuaţii 1: 

{
a, + 1 111 + 1 O a) _2 ___ 3_ ;;;i, 

(a: - l)(a, + 1) ~ (a: - 1)2 

b) 2 ;;;i, 111(0,5111 - r 8) { 
(J/2 - 111) 2 l/0' 

(111 - 2)2 - 1 ;;;i, (a, - 1)2 - 5 

{
(1112 - 1) (a,2 + 1) > (a,2 - 1)2+ a:(2 a, -1) 

c) a:3 - 6 o,5ro3 - 111 + 2 
4 < 2 

R. a) Obtinem x e_ [-1, +oo) n (-oo, 1) n 71. = [-1, 1) n 71. = {-1, O, 1}. 

b) Rezultă :i:e [-V;, +oo) n (-oo, 2] n 71. =[-V;, 2] n 71.={0, 1,2).. 

c) Obţinem: x e (2, +oo) n (-oo, 5) n 71. = (2, 5) n 71. = {3, ~}. 

11.5. Rezolvaţi inecuaţiile ; 

/l1 
a) -- ;;;i, o 

5 - (D 

2.t)-1 
c) --<O 

m+3 

b) l + a, >0 
1 - (IJ 

.d) (a, - 2)(3 - a,) ;;;i. O 



e) (2a, - 3) (w + 5) < O 

1-Ww 
g) -=----;;., o v2 -2w 
i) a,2 - 4 :i:;; o 

- X 

f) a;(l + 2a;) > O 

h) a;2 + X ;;., 0 

R. a) I. Fracţia --- ;;;,. O dacă (1):. x;;;,. O şi 5- x > O sau dacă (2)·: x ,.;;; O şi 
5-x 

5- :,; < O. Reunind soluţiile sisiemelor (1) şi (2) obţinem soluţia inecuaţiei date. Deci, siste
mul (1) este satisfăcut pentru x e [O, +co) n (-oo, 5) = [O, 5). Sistemul (2) este staisfăcut 
pentru x e (-oo, O] ·n (5, +co)= 0. Deci soluţiile inecuaţiei- sint x e 0 U [O, 5) = [O, 5). 

II. Studiem semnul funcţiilor de la numărător şi numitor, intocmill). tabloul, combinăm 
X 

aemnele şi obţinem semnul funcţiei definite prin --- , de unde obţinem soluţia inecuaţiei 
S-x 

date. Deci: 
X -00 o 5 +oo 
X o + + + + + + 

5-x -1- + + + + + o 

X - o + + - - -5-x 

X 
Rezultă din tablou că ---;;;,.o pentru x e [O, 5). 

5-x 

Notii: Amintim că pentru stabilirea semnului unei funcţii liniare determinăm rădăcina 
ecuaţiei ataşate şi avem semnul coeficientului lui x pentru valori ale lui x mai mari decit rl\dă
clna şi semnul contrar coeficientului lui x pentru valori mai mici declt rădăcina. Ţinem cont, 
de asemenea, că o fracţie nu este definită pentru valorile lui x pentru care se anulează numitorul 
fracţiei. 

b) Tabloul cu semnul funcţiei este următorul_: 

X -00 -1 1 +co 
1 + X 1 _____ 0 __ -f-_...;,-f-_...;,-f-_...;.-f-_...;.-f-_-f-_;_ 

1-x++++++o 

1+x 

1-x o + + 

Deci, inecuaţia este satisfăcută pentru x e (-1, 1). 
c) Obţinem: 

X -00 -3 
2x-1 

1 

2 

o 

x+ 3 o + +.+ 

2x-1 --- + + + o 
x + 3 

Deci: :i;E (-3, ~]. 

+co 

+ + + 

+ + + 

+ + + 
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d) I. (x- 2)(8 - x) ;;;,, O dacă : (1) ; x - 2 ;;;,, O şi 3 - x ;;i, O sau dacă (2) : x - 2 < O 
şi 3- x < O. Sistemele (1) şi (2) au soluţiile x e [2, 3], respectiv x e 0 şi deci, inecuaţia este 
atisfăcută pentru x e (2, 3] u 0 = (2, 3]. 

II. Stabilim tabloul cu semnul funcţiei definite prin ( x - 2) (3 - x) astfel : 

X -00 2 3 +co 

x-2 o + +·+ + + + 

3-x + + + ++ + o 

(x- 2)(3 - x) o + + o 
Deci, inec~aţia este satisfăcută pentru xe [2, 3). 

e) Ca la ·punctul d), obţinem : 

3 
X -co -5 +co 

2 

2x-3 o + + + 
x+5 (' + + + + + + 

(2x- 3)(x + 5) + + + o o + + + 

Deci x e (-5, : ) : 
f) Obţinem: 

1 
X -00 u 400 

2 

X - o + + + 
1 + 2:r o + + + + + + 

x(l + 2:r) + + + o o + + + 

Deci xe (-oo, - ~) U (O, +oo). 

g) Avem: 

x 1 
-co +oo V2 

1-V2x + + + + + o~ , 

V!f- 2x --1- + + + + O-
1-V2x 

V~- 2a: + :f- + + + I+ + + + + 

Deci: x e (-oo, V~) U ( ~ • +co)• 
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Se putea observa că : 
1 ....:... 'V2x 1 - V'2x 1 
----= ----- = - > o, 
~ - 2.i: )'2(1 - V2x) f2 

pentru orice x e 

e•"-{v~} · 
h) x2 + z ;;ii, O este echivalentă c:n ,:(x + 1) ;;ii. O care se rezolvă ca mai sus şi obţinem 

SE (-oo, -1] U (0, +oo). 

i) x 2 -4.;;; O este echivalentă cu (x-2)(x+ 2).,,; O, deci.x e[-2, 2). 

11.6. Rezolva.ţi inecuaţiile : 

a,) I X - 21 ;;ii, o 

e) Ix ICI w I - 1) ~ o 

e) X+ 1 ;;ii, 0 
lx+ll 

g) lxl+2 
2-x 

~o 

i) 
a: ---<1 

3+x 

b) j3x + 21 ~ O 

d) 
1 

---<O 
x-3 

f) x+2 ;;ii.o 
a;2 

h). a,2 - 4x + 4 >.0 
x-1 

., 4: - (a: 3 
J --~>. . 1 -X 

R. a) Aplicind definiţia modulului rezultă cli inecuaţia este satisfăcută pentru orice 
SE a. 

. 2 
b) Analog, rezultl că inecuaţia este satisfăcută numai pentru x = - - · 

3 
c) Cum I xi ;;ii, O pentru orice x e IR, rezultă că e necesar ca I xi - l E.0 adică I xi.;;; 1, 

de unde -1 .,,; x .;;; + 1. ' 

d) Se impune :,; - 3 <: O deci x e (-oo, 3). 

e) Cum I :i: + 11 ;;i, O~ oricare-ar fi x e IR, rezultă necesar x + 1 ;;i, O, adică x e [-1, 
+oe,). Cum se impune Ix+ 1 r,;, O, rezultă x e (-1, +oo). 

f) x1 ;;i, O, (V) x e IR, deci este necesar :i: + 2 ;;i, O adică x e (-2, +oo)"-{O}. 

g) I xi + 2 > O deci se impune ca 2 - x < O adică x e (2, +oo). 
b) x1 - 4x + 4 = (x- 2)2 ;;i, O; Se impune x-1 > O, deci :i: e (1, +oo). 

-3 
i) Avem, succesiv, --< O sau 3 + x > O, deci x e (-3, +oo ). 

3+ X 

j) Rezultă x e IR "- {1 }. 

11.'71'°. Rezolva.ţi inecuaţiile următoare, m fiind un număr real 
oarecare: 

a) _(1}_-_m_ ;;ii, O 
3-~ 

b) (m - 2x)(x + 2) -:( O 
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m 
c) --- ~o 

2 - 7x 

x-m 
e) --- ~ 1 

x-2 

m2x-1 
g) --->0 

ma, -1 

i). (m2 + l)x2 - 2x + 1 > O 

mx-1 
d) --- ~o 

2-x 

f) I mx - mV31 < m 

j) mx2 + m2x - m - x > O 

x-m 
R. a) Stabilind semnul funcţiei definite prin -.--, se impune discuţie după pozl-

3 - x 
tia numerelor m faţă de 3. Rezultă: 

I. m < 3. Tabloul cu semnul funcţiei indică : 

X ---00 m 3 +oo 
x-m o + + + + + + 
3-x + + + + + + o 
x-m o + + 
3- X 

Deci x e [m, 3). 

II. Dacă m > 3 rezultă, analog x e (3, m]. 

III. Pentru m = 3, rezultă -1 ~ O. Deci :re 0. 

m 
b) Sint mai multe situaţii, comparlnd - cu -2. 

2 

I. Pentru ~ > -2, adică pentru m > -4 rezultă x e .(-oo, -2) U (~ , +oo). 

II. Pentru m < -4 rezultă x E (-oo, + ~) U (-2, +oo). 

III. Pentru m = -4 ~ obţinem -2( x + 2)2 < O, inecuaţie satisfli.cută pentru :r; E :B" 
'"' (-2}. 

c) I. Pentru m > O este necesar ca 2 - 7x < O. Deci x E ( ~· , +oo l · 
II. Pentru m < O se impune 2 - 7x > O, deci x e (---oo, ~) · 

lll. Dacă m = O, rezultă x e IR"{¾}· 
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• 1 
.t) Compartnd poziţia :nu~e~Jpr,;;;- 'eu n11'11$'Ul.~,.rll.~tA sttuaţ~e: 

I, ~> 2 sa11, t- 2m> O, hlec11.ai1e cu ~uţia,m.1; {o, ~) ... ln acest caii obţinem 
m m . · 2 · 

IIMQlll; 

2 
:·1 +co z -00 
m 

mx---- 1 o + + + 
2-z + +· + ··o -
mx-1 

l.1,t, .+ o 
2-x 

Deci xe. <~.'; 2) U [.~., too) . 
. . . -1 . 1 

II. Pentru m = O, inecuaţia devine -- E. O sau -- E;; O satisfăcuti; penin. 
2-x x-2 

a:e (-oo, 2). 
1 x-2 

III. Pentru m :« - inecuaţia devine; ---- Ei O echivahintă, .pentru. x o/= 2 cu 2 2c2..:.... x) 
1 

- - E;; O, deci satisfăcută pentru orice :z: E IR'\,._{2}. 
2, I 

1 
IV. l,'~ntru m e (-00, O) .clnd - < 2,. a:ezU!.tii. tabloul: , . m .. 

mx-1 

2-x 

mx_:.1 

2...;....x 

Deci xe[; .. 2). 

-00 

+ + 
+ + 

+ + 

1 
2 

m 

+ o 
+·+ + + o 

+ o + 

·V, Pentru m e ( ~ , +oo) ctnd -~ < 2, rezulti tabloul: 

1 
X -00 2 

m 
nix-1 o + + + + + 
2-x + + + + + + o 
mx-1 o + + 2-x 

Deci z e (-oo, 11 . m U (2, +oo), 

lt-c.W 

+oo 

+ + 

+oo 
+ 
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x- m . .· , 2,,_.,n .. · ... , 
e) -- ;.o t ·este ecltlvalentă· · cu ~· ·-· - > e. RezultJl: 

x-2 · x-2 

J, P..11ntr11, m > 2, *..- 2 < o, deci ~ e (~. 2). 

II. Pentru m < 2 trebuie ca x- 2 > 8, 41eci x e (2, +oo). 
III. m = 2 imrlicA x E 8l" {2}. 

t) Folosind I xi < c ecllivalent cu -c < x < c, .re:r.ulU sistemul : . 

-m < mx- m1/a < m. 

Inecuaţia mx - m}'3 < m este echivalentă cu m( x - }'3 - 1) < O iar Inecuaţia mx -
- m}'3 > -m este echivalentă cu inecuaţia: m(x- }'3 + 1) > O. Slnt trei situaţii: 

I. m > O. ln acest caz este necesar ca x - V'3 - 1 < O şi x - }'3 + 1 > O. R ezullă 
x e (-oo, }'3 + 1) n (-1 + ff. +oo) = (-1 + ff, )'a+ 1) soluţijle sistemului. 

II. m < O impune x-V:f + 1 < e şi :1:·- }'3-1 > O. Rezultă x e (-oo, }'3 -1) () 

n (1 + }'3, +co>= 0. 

III. m = O. In acest caz sistemul nu are soluţil. 
1 1 

· g) Apar mai multe situaţii dupA poziţia numerelor -· şi 
m9 m 

1 1 1 1 1-m 
I.-> - dacă---> 8 sau ---> O, adie& 1-m> O deci, peJitm 

m2 m m2 m m8 

m e (-oo, 1). Necesitatea comparării cu zero a coeficienţilor riz şi m1 ai lui x, pentru stabilirea 
&elilnului funcţiilor de la numărător şi numitor implict trei subcazuri : 

11 : m 6•(0, 1). ln acest caz rezultă. x e (-oo, ~) U ( ~ 1 , +oo). 

11 : m e (-oo, O) ctnd x e {~ ,-1-) şi 
m m2 

11 : m = O ctnd inecuaţia devine 1 > O deci satisflicutll pep'U:U orice :i: e IR. 

II : m e (1, + oo ). In acest caz - 1- < _!._ şi, deci, rezul~ x e (-oo, ~1 U 
m1 m m2 

U (~ , +oo) soluţiile inecuaţiei. 
111 : m = 1. Ir, acest caz inecuaţia devine, pentru :i: .;, 1, 1 > O, deci este .-satis

făcutA pentru orice :i:e IR".{i}. 

h) m2x2 - 2mx + 1 ;.o O este echivalentă cu. (mx- 1)2 ;.. O deci satisfăcută pentru orice 
xe IR. 

i) Inecuaţia poate fi scrisă echivalent astfel: m1 x1 + (x-1)1 > O, satisfăcută pentro 
orice x real, fiind sumă de numere pozitive (pătrate). 



CAPffOLUL IU 

:FUNCŢII 

111.1. Verificaţi dacă există funcţii/: A -+ B prin formulele indicate 
tn cazurile următoare: 

a; - 2 
a) A = IR, B = IR, /(a:) = a,z + 1 ; 

b) .A. = {-1, O, 1}, B = {O, 1}, /(a:) = ~•; 
c) A= {-1, O, 1), B = IR, /(a:)= a:2 ; 

d) A= {-1, O, 1}, B = (O, +oo), f(ro) = a:2 ; 

e) A = {-:2, - : , -1,6 }, B = {-2}, /(a:) = [a:], unde prin [a:] 

,e,m notat partea întreagă a numărului a; ; 

{ 3 1 3 } f) A= -2, - 5 , - 2 , 2 , B = (O, l],/(a,) ={a,}= a, - [a,]; 

a; 
g) A = IR, B = IR, j(a;) = -- ; 

a;+l 
a;-1 

h) A = IR"'- {-1, 1}, B = IR, f(x) = -
a;2 - 1 

x-2 
R. a) Există f: IR _. IR, f(x) = -- , · -deoarece pentru orice .i: e lt, exlstă f(:i:) = 

. x2 + 1 

x-2 
- -- e IR, x2 + 1 fiind întotdeauna nenul; 

:,i2 + 1 

b) f(-1) = ((1) = 1, f(O) = O, deci oricărui xe A li corespunde un element şt numai 
anul din B; 

c) Imaginile elementelor -,-1, O, 1 prin fap::irţin lui IR, deci·există funcţia: f: {-1, O, 1}-> 
-IR,f(x)=x=; · 

d) f(O) = I) I\ (O, +oo) deci nu există funcţia indicată; 

e) Avem [-2] = -2,, [- : ] = -2, [-1, 6] = -2 deci orice element din, A are 

tiaginea 'ln mulţimea B, deci există f; 

n {-2} = O I\ (O, 1] deci nu există f; 
g) Pentru x = -1, f( x) nu este definită, deci f nu exist!·: 
h)'Valorile lui x pentru ·care f(x) nu este definită sint -!1 1i +1 (cele care anuleazll 

,numitorul). Cum A= IR'\.. {-1, 1} rezultll că f' există; 
111.2. Determinaţi domeniul maxim D1 pe care pot fi definite funcţii 

prin formulele următoare : 

ic 
a)j(a;) =--

2a;-5 

1 2 
b) /(a;) = ---- + -- ; 

a -~ 1 a; - 2 
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1 
o) /(m) = 1{x 

1 
e) /(x) = ---- . 

lxl - 1' 

d)· /(x) =· 1 J 
[a:] - 2 

1 
f) : /(x) .=. · 2s . 

5 
R. a) Trebuie ca numitorul 2x- 5 să nu se anuleze. 2x - 5 ,f: O implică x ,f: -. Deci: 

·2 

DJ - •', { : } • b) , - 1 ,< O şi s- 2 ,' O Hnplldi D1 -, 11<',11, 2j; c) V,,' O' ,t O O 

implică Dt = (O, +oo); d) [x)-2 ,f: O sau [x) ,f: 2. Dar [x] = 2 pentru toate numerele din 
intervalul [2,3), deci Dt = IR"- [2, 3); e) lxl -1 ,f: O implică lxl ,f: 1. Avem lxl = 1 pentru 
x = -1 şi x = 1, deciDt = IR" {-1, 1} ;,r2s > O pentru orice x e IR.DeciD1 = IR. 

111.3. Determinaţi mulţimea valorilor V, a funcţiilor următoare, 

a)/: {-1, - _1 ' o, _1 '1}- IR, /(a:)= _2_a:_ 
,, 2 2 . 1 + a,2 

b) /: [ -2, 2] -+ IR, /(a:) = a: - 1; 
c) f: [ -2, 2] -+ IR, /(a:) = -a: + 1; 
d) f : IR -+ IR, f(a:) = la: - 21 + 1 ; 
e) f: [ -3, 2) -+ IR, /(a:) = [xl; 
f) f: IR -+ IR, f(a:) = {a.:}; 

g)f : {-1, - ~ , ~ , 1} -+ IR, /(a:) = max ( x, : ) 

b) /: {-2, -1, O, 1, 2} -+ IR, /(x) = {-a:2, a; e {-2, -1, o, 1} 
a, - 2, aJ E {2} 

i) f: [1, 3] -+ IR, /(x) = aa: + 1, a e IR+; 
j) /: [ -3, l] -+ IR, /(x) = aa: + 1, a e IR. 

2(-~) 
n. •l fHl - 12~c ~~~~ - 1 +21 - : - -1, f (-+ )- ( 21 r -

1+ --
2 

==- 4
5-, f(O)= ~=O,,(_:_)=~. f(1)=1;DeciVt1={--1,-±._,o,±-,1}. 

1+0 2 5 o 5 

b) Observăm, mai lntli, că Xi < x9 implică x1 - 1 < x1 -1 a!llcă f(xi) < f(x1). Deci f 
ia cea mai mică valoare pentru x = -2 şi cea mai mare valoare pentru x = 2. f(-2) = -3, 
f(2) == 1. Deci v,= [-3, 1). · 

c) x1 < x1 implică -xi> -x9 sau -xi + 1 > -x2 + 1, adică f(xi) > f(xa). Deci 
f(-2) = 3 este cea mai mare valoare iar f(2) = -1 este cea mai mică valoare a lui f. Deci 
v,= c-1, sJ. 

d) Cum lx-21 ;;i, O oricare ar fixe IR rezultă că Ix- 21 + 1 ;;i, 1 şi deci Vt = [1, +oo); 
e) Pentru x e (-3, -2), (x] = -3. Pentru xe [-2, -1), [x] = -2 ş.a.m.d., rezultă 

v, = f-3, -2, -1, o, 1}. 
f) {x} = x- (x] e (O, 1) oricare ar fi x e IR, deci V1 = [O, 1). 
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( '1) (' 1 ~ 1 . ( 1 ) g)f(-l)=JUU(-1.-1~=-1;(-2 =max -2.-2,=-2;,r·-2 _. 

. ( 1 ·) . { 1 -max -, 2 =2;((1)=max(1,1).=1.'DeclV1 = ~1.--,-, 1, 
2 · ·2 · 

h) f(-'-2) = -(-2)9 = -4, f(-1) = -(-1)1 = -1, f(O) = O; f(1) = -1, f(2) = 
= 2-2 = O. Deci v1 = f-4,-1, O} . 

. i) a.> O şi ,x1 < x1 implică a:ţ1 < ax1 şi ax1+ 1 ,<· a,111 + 1 .. Rezultă că ((1)' e,te cea 
mai mică valoare a lui f şi ((3) cea mai mare valoare a tqi f. Deci v1 = [a+ 1, 3a + 1). 

j) Slnt două cazuri: I. a < O clnd v1 = [a+ 1, -3a + 1) şi II. a> O clnd rezultă ca 
la I) ax1+1<ax8+1 dacă x1<x1 şl deci v, = (.;;;.3a +.'1;· a+ 1). 

111.4. Studiaţi monotonia funcţiilor ~ 

a) f: IR -+ IR, j(x) = 2a, - 3 ; 

b) J: IR -+ IR, J(ai) = -ai + 3; 

c) f: IR -+ IR, f(x) = aa, + b, a e IR, b e ~ ; 

d) f : IR -+ IR, f(x) = aa, - b, a, b e IR+ ; 

e) 'f : IR -+ iR, f(ai) = C -l)•a, + n, 11, e [N; 

f) f: IR -+ IR, f(x) = (2m - l)a, + n, m, 11, e IR; 

g) f: IR -+ 7l, f(x) = [x]; 

h) f: [l, +oo)-+ [-1, +oo), j(x) = a,2 - 2m; 

.i) .f: IR ..+ IR, j((IJ) = (5 - m)a; + n, m e [N n [O, 10], 11, e IR. 

R. a) Fie x1 , x8 e IR, x1 < x9 • Rezultă 2x1 < 2x9 sau 2x1 - 3 < 2x1 - 3, ridică f(:ic1) '4f' 
< f(x1). Deci f este strict crescătoare pe IR .. 

b) x1, x~e IR, x 1 < x9 implică -x1 > -x9 sau -x1 + 3 > -x9 + 3, adică f(x1) > f(x,) 
fi deci f este strict descrescătoare pe. IR. 

c) x 1 < x, implică ax1 < ax1 sau ax1 > ax9 după cum a> O respectiv a < O. 
Aşadar slnt mai multe cazuri: I. a> O implică f strict crescătqare. II. a< O clnd feste strict 
descrescătoare; III. a = O implică f este funcţia constantă (ia valoarea b, oricare ar fi x real);. 

d) Pentru a ,t,. O feste strict cre~cătoare fiind o. funcţie de gradul I cu coeficientul lui x-
pozitiv (vezi punctul c)). Dacă a = O atunci f esie constantă; · · 

e) J\fonotonia depinde de semnul coeficientului lui x. Slnt <I.ouă cazuri? I. n par implict. 
f strict crescătoare şi II. n impar implică f strict descrescătoare; 

1 1 
f) I. Dacă 2m - 1 > O adică m > - , atunci / este strict crescătoare; II. m < -

2 . 2 

1 
atunr,i f este strict descrescătoare ; III. m ""- alunel f este constantă. -2· . 
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. g~ x1 < ·X>J. 'nr.pBd, ·pr.n ·; defl11ltl1nwţli -tntregt a unui <nW1Uir, (.r11..;; I s 1l ilecl ·t0 'WII 
1trlcl crescătoare ; · 

h) Fie .r1, x1e (1, +oo), :i:1 < x1 , Demonstrăm că f(.r1) < f(Xs), xf- 2x1 < x:- 2x, 
este echivalent cu, . .r~ - x:-2(x1 -.x2) < O echivalent cu (x1 - x9)(x1 + x 9 - 2), <,0 ceea 
ce este adevăraţ deoarece: x1 > 1, x,> 1 implică x1 + x1 - 2 > O şi x1 < x8 implică x1 -

- x1 < O. Aşadar' f este strict cresciltoare. · 
i) I. Dacă 5 - m > O sau m < 5 sau me (-oo, 5) n 1N n 10, 10] = fQ 1, 2, 3, 4}, 

atunci feste strict crescătoare. II. Dacă m > 5 sau me (5, +oo). fl 1N n (O, 10] '""' {6, 7, 8, 9, 10}, 
atunci f este strict descrescătoare, III. Pentru m = 5, f este o constantă. 

nu;ro. Arătaţi că următoarele funcţii liniare sînt strict monotone 
P.e IR oricare ar fi a, b, ce IR+, a =f, b. 

1) f: IR - IR, f(x) = (2ab - a2 - b2)x + c; 

2) f: IR - IR, /(x) = (a2 + b2 - 2a - 2b + 2)x + c; 

( +b 
3) f: IR - IR, f(x) = 1/ab -T) x + c, 

4) f: IR - IR, f(x) = --- - ab x -v c, ( 2ab v-) 
a+b 

5) f: IR - IR, f(x) = ( : + : - 2) x + a. 

n. In toate cazurile vom analiza semnul coeficientului lui x. 
1) ~ab- «2 - b2 = -(a- b)2 < O, deci f este strict descrescătoare. 
~~+~-h-~+2=~-~+Q+~-~+Q=~-zy+~-zy>, 

deci f este strict crescătoare, 

V- a+ b 
3) ab---= m, - m,. < O, aşadar f este strict descrescătoare; 

2 

2ab v-· 4) -- - ab = m,. - m, < O, deci f este strict descrescătoare; 
11-l- h 

,a b a b 
5) - + --'- > 2 după cum am văzut, deci - + - - 2 > O ceea ce implică 

b n b a 
Btdct ,cresclto ,re pe IR. 

111.G. Studiaţi monotonia funcţiei : 

{
X-!- 1, 

/ : IR - IR, f(x) = 1, 
x-1, 

x e (-oo, O) 

x e [O, +2] 
x e (2, +oo) 

R. Pe inte'l'valul (-oo, O) f este strict crescătoare fiind funcţie liniară cu coeficientul 
lui :,;pozitiv. In plus f(x) ~ f(O)=l. Analog pe (2,+oo)f este strict crescătoare: ln plus l=f(2)..; 
<f(x).Deci f este crescătoare pe IR. 

III. 7ro. Dintre funcţiile i 

J. : IR _ IR, f,.(x) = {-x - 2, (I) e (-oo, 1) 
ax, x e [1, +oo), a e IR, 

determinaţi-le pe cele strict monotone. 



R. Pe intervalul (-oo, 1) funcţia f liniară cu coeficientul lui x negativ, este strict des
crescătoare. Rezultii că pe inten•alul (1, +oo) f trebuie să fie strict descrescătoare.şi f(l) < f(x), 
oricare ar fi xe (-oo, 1). Aceste condiţii impun a< O şi a< ((x), pentru orice xe (-co, 1). 
Cum f(x) > -3, oricare-ar fi xe (-co, 1) rezultă că runctiile căutate se obţin pentru 
•<-3. . 

111.8. Într-un sistem de axe ortogonal x<Jy, trasaţi graficul funcţiilor a 
a) / :{ -2, -1, o, 1, 2} -+ IR, J(x) = x 2 

X - l b) J: {-2, o, 1, 2}-+ IR, f(x) = --
m + l 

c) f • {o, ~ , 1, : , 2} - IR, f(x) = 2. 

R. Reprezentăm tn sistemul xOy punctele (x, ((x)) obţinute pentru fiecare x din domeniul 
de definiţie al funcţiilor : 

a) Obţinem: (-2, 4); (-1, 1); (O, O); (1, 1); (2, 4). 

!I ,,. __ ---, 
I I 
I I 
I I 
I~ "'lf I 

o 

a) 

X 
I o li 

b) 

.. 
..c 

.9. 
lf"1ţ•"f1' 

I : : i 
r : : : : 
r I I I 

C) 

b) Graficul este format din punctele: (-2, 3), (O, -1), (1, O), ( 2, : )

c) Obţinem punctele (O, 2), ( + , 2} (1, 2), ( : , 2). (2, 2) . 

• 
111.9. Trasaţi graficul funcţiilor : 

a) f: IR -+ IR, f(x) = 3x - 2 ; 
b) f: IR -+ IR, f(x) = ax, a e IR; 
c) f: [O, +oo)-+ IR, f(x) = x - l; 
d) f: [ -2, O] -+ IR, f(x) = -x + 2; 

e) f: (-1, 3]-+ IR,f(x) = -x + 2. 

R. a) Ţinlnd cont că graficul unei funcţii liniare este o dret1ptă, este suficient să deter

minăm două puncte ale graficului. Obţinem, de exemplu {(O) = -2 şi r( +) = O. Punc-

tele (O, -2) şi ( : , O) detcrn:ină dreapta; b) Avem f(O) = O, f(l) = a. Pentru fiecare a 

obţinem cite o dreaptă. Toate areptele trec prin pu1,ctul fix (O, O); c) ((O) = -1, f(l) = O 
,.a.m.d. ; d) ((-2) = 4, ((O) = 2 etc. ; e) ((O) = 2, ((3) = -1. 
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y 
(-2,'f) . --

1 
I (0,2) 

I t.Y 
: I I 

I 
I 

I ,. o 

d) 

III.IO. Trasaţi graficul funcţiilor: 

(-1,1) _ 

1
-x + 1 x E [ -4, O] 

a) f: [ -4, 4] -+ IR, f(x) = 2, ' x E (O, 2) 

X 1 XE[2,4]i l-2x + 5, XE (-oo,2) 
b)J:IR-.CR, J(x) = 1 [2 )· 

-X, X E , +oo , 
2 

c) f: IR --. CR, f(x·) = Ix: I; 
d) .f: [ -2, 2] -+ IR, f(x) = [x]; 

e) .f: l -2, 2] -> IR, f(:c) = {x}; 

i) f: IR ""{O}-. IR, .f(x) = {o, x E ( -oo, O) 
1, XE (O, +oo); 

• 

{
-1, X< 0 

g) f: IR-+ {-1, O, 1}, j(x) = signurn x = o, x = O 

1, X >0; 
h) .f: IR-> IR, f(x) = rnax(2x - l, 4x - 2); 

i) f: IR-. IR, f(x) = min(x - 4, 3x - 2); 

j) f: IR -> IR, f(x) = Ix - 1 lsignx. 

e) 

. .X 

R. a) Obţinem f(-4) = -(-4) + 1 = 5. f(O) = 1, f(l),,.. r( + )=2, f(2)=2,ft4)=4.; 

1 
b) ((1) = -2 · 1 + 5 = 3, f(O) = 5, ((2) = 2 • 2 = 1, ((4) = 2; 



{

-.î, x< O 

c) Prin defini(la modulului a,·em: Ix!= O, x = O, 

X, X> 0 

f(-1) = + 1, 

1(0) = o, f(1) = 1; 
d) Pentru xe (-2, -1), [x} = -2, pentru xe [-1, O), [x) = -1, pentru xe [O, l)i 

(z] = O, pentru xe (1, 2), [x] = 1, pentru x = 2, [x] = 2; 
e) {x} = x- [x] şi ţinlnd cont de exerciţiul precedent obţinem: 

x+ 2, xe [-2, -1) 

x+ 1, x E [-1, 0) 

f(x) = x, X E [0, 1) 

x-1, X E (1, 2) 

x-2, x= 2. 

f) Se obţin două semidrepte tn cazul acestei funcţii (numită funcţia „treaptă"); 

h) Determinăm x pentru care 2x - 1 ;;,i: 4x - 2. Obţinem 2x - 4x ;;;i. 1 - 2 sau -2x > 

> -1, adică x ~ +. Deci max (2x-1, 4x- 2) = , {

2x-1 X E (-oo, +] 
xe (+, +ooJ. 4.1:-2, 

I) x - 4 ~ 3x - 2 echivalent cu -2x ~ 2 sau x ;;;i. -1. 

{ 
:r- ,1,.1: e (-1, +oo) 

Deci min(x- 4, 3x-2) = . 
3x- 2, .1: e (-oo, -1). 

{
-.1: + 1, x-1,;;; O 

j) Jx-1J = 
x-1, x-1>0 

{
-X T 1, X ,s;; 1 

sau Jx-11 = 
x-1, x> 1. 

Ţinind cont şi de definiţia funcţiei signum, efccluind produsul indicat de f obţinem: 

j X-1, X< 0 

O, x= O 
lx-1 J sign x = . 

-X+ 1, 0 <X~ 1 

x-1, x> 1. 

! !I 

" 

... , h) c) 

H 
{-2;2) 

"d) 

(2,2") 
)( 

H 
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. ' \ ' ' 
(•,•l 

.. c;~l ____ 
(o,11 

o " 
" 

o " ----., .... , 
..... .. IJ t>. 

·" 

1 j' . 
I 

!I 
I 
I 
I 
I 
I 

,o 
I 
f· 
I ' 

(-7,-s 
I 

I 
I 
I 
I t) j) 

III.I 1. Calcula.ţi aria, poligoanelor mărginite: de axa abliQUelor O:i; 
şi. de· gra,ficul funcţiilor următoare : 

a.) /: [-,, 4] _ IR, /(fi)) = { (I) + 4, fi) e [ -4, O) 
-z + 4, z e [O, 4), 

{ 

fi) + 4, X E [ -4, -2) 
b) f? [-4, 4] - IR, f(m) = 2, a; e [-2, 2J 

c) /: [ -41 4] - IR, /(te) = 

-fi}+ 41 fl)E (2, 4], 

fi) + 4, fi) e [ -4, -2) 

..!_ + a; m e [ -2, Z.] 
2 . 

-20 + 8, IJ E· (2, 4). 



H. aJ Traslnd sraficul ol>lincm- triu-11ghiul isoscel A-DC. A(-4, O), .8(4, S), C(O, 4). 

!I 

_,. 
a) 

Pentru calculul ariei triunghiului ..t ne folosim formula cunoscută 

.4B· oe 
S= ---

2 ' 

8•4 
S= -- = 16. 

2 

b) Oh\inem, după trasarea graficului, trapezul isoscel ,1 flCD cu baza mare AB = S. 
haza mică JJC = 4 şi înălţimea CC'= 2. 

(A.R + DC)CC' (8 + -4)· 2 
S = ------ = ---- = 12. 

2 2 

c) Pentru calculul ariei poligonului A BCD, folosim, de exemplu, rela\ia : 

.HJ'· DD' 
S(.4JJCD) = S(.4DD') + S(DD'C'C) + S(CC' B). Deci S(.4 IJCD) = ----- + 

:.! 

(CC'+ DD')C'D' 
+ 2_ 

2· -I 
-r- --· 

2 
18. 

IIJ.1.?. Detenninati functiile liniare f: IR - IR ~tiin<l eii grnficul lor 
trece prin punctde : ' ' 

a) (O, 2) şi (1, 2); h) (-2 ,O) şi (O, 2); c) (-1, -2) ~i \~, 5). 

R. a) Functia lini:mi Ya fi de forma f(:r) = ax+ b, a,h E IR. in condi\iilc date vom de
termina pe a şi /J. Dacă punctul (O, 2) aparţine graficului. atunci f(O).,= 2 sau 2 = f(O) = 
= a• O+ t,, de unde b ~, 2. I.a fel f(l) = 2 implică 2 = f(1) = 11 -i- b, .. d·ii unde rezultă 11 = O. 
Deci funcţia căutată este f: IR-+ IR, f(x) = 2. b) f(-2) = O este echi\·a(~pt cu. -2a + b = O, 
(1); f(O) = 2 conduce fa a· O + b = 2, (2). Din relaţiile (1) şi (2) rezultă 8)°= 2 şi,_ a= 1. Deci 
((x) = x + 2; c) [(-1) = -2 implică -a + b = -2, (1); {(2) = 5 irnplfcă 2a + b = 5, (2), 

7 1 7 1 
Din (1) şi (2) rezultă a= - si b = - si deci f(x) = - x + - . - 3 . 3 . 3 3 

111.13. Determinaţi punctele de intersecţie a.Ie dreptelor: 

ll) d1 : 2a: - Y +· 3 = 0 Şi d2: X+ !J = 0 

b) d1 : x - 3!J + 1 = O şi d2 : -2:x; + 6H + 1 = O 

.c) '11 : 2:x; - '.'I + 1 = O şi d2 : 4:x; -- 2y + 2 = O. 

n. a) Fie (a,0 , /Io) r,unctul de intersecţie al dreptelor d, şi d2 • (x0 , y0 )E d1 implici\ 22:0-

-Yo + a = O, (1); {x0 , !/0 )E dz im plicii x 0 + /~o = O, (2). Sistemul in x 0, y0 forma:t din ecuaţiile 
(1) şi (2) conduce la x0 =0 -1, 1;0 =0 1. 

299 



b) Ca mai sus, punctul de intersecţie al dreptelor ·ii~ ,1 d1 este·soluţia sisteinululformat 
din ecuaţiile x0 - 3y0 + 1 = O, (1) şi -2:i:0 + 6y0 + 1 = O, (2). Sistemul nu are lnsă soluţie 
(lnmulţind ecuaţia (1) cu -2 obţinem -2:i:0 + 6y0 = 2 iar din ecuaţia (2) rezultă -23:o -+ 
+ 6y0 = -1.} Rezultă că dreptele d1 şi d1 slnt paralele. _ 

c) Observăm că 4x- 2y + 2 = 2(2:i: - y + 1) de unde rezultă că :punctele (x0, y0) 

care verifică d8, -verifică şi d1 . Aşadar cele două ecuaţii reprezintă aceeaşi dreaptă. 

Ill.14. Fie dreptele d,. : aJ - my + 1 - m = O, m e IR " {O}. Ad.-
ta.ţi ci dreptele d„ trec prin punctul „fix" (-1, -1). · · · · 

Determinaţi punctul fix al dreptelor : 
a) y- = ma:, m e IR 
b) 2a: - (m + l)y + m = O, m e IR"'- {O} 

c) {m - 2)a: - (m - l)y + m - 2 = O, m e IR '- {O}. 

R. lntţ-adevăr, făclnd :z; = -1 ln ecuaţiile dreptelor d,., obţinem : -1 - mg + 1 -m
- O, -m(g + 1) = O, de unde y + 1 = O, y = -1; ·m fiind, prin ipoteză; nenul 

a) Pentru :z: = O rezultă y = O, deci (O, O) este punctul fix ahlreptelor date. 
b) Ecuaţiile dreptelor se mai scriu astfel : 

m(l-U) + 2:z:-y = O. 

Pentru a determina punctele independente de m care verifici aceste ecuaţii trebuie ca coefici-
entul lui m să se anuleze. · 

Deci 1-y = O, 11 = 1, din ecuaţie rezultă apoi :z: =+·Deci punctuUix este( T• 1) 

c) Ca mai sus ecuaţiile se mai scriu m(x-g+1)-2x + g-2 =O.Trebuie ca: x-y + 
+ 1 = O şi -2:z: + y - 2 = O sistem care conduce la punctul fix (-1, O). 

III.t5ro. Determinaţi intersecţia graficelor funcţiilor următoare cu 
axele Ow şi Oy ale unui sistem de axe ortogonal «JOy. 

a)/: IR - IR, f(«J + 1) = x - 1 
b) /: IR - IR, /(2«J) = aJ + 2 

c) /: IR - IR, f(2«J + 1) = w. 
R. Determinăm. mai tntli relaţia funcţională f(:z:}. Notăm :z: + 1 = t. Rezultă .i: = t- 1. 

Deci f(l) = (t - 1) - 1 sau f(t) = t- 2 sau f(:z:) = .i:-'- 2. Punctele de intersecţie cu axa O,, 
au abscisa .i: = O. Din relaţia funcţională detemiinatl rezultă y = /(O) = O- 2 = -,-2. Deci 
punctul lle intersecţie al graficului funcţiei f cu axa Oy este (O; -'-2}. 

Punctele de intersecţie cu axa Oz au ordonata 11 = O. In acest caz 11.= f(i:) = O implici 
,: - 2 = O uu :z: = 2 şi am obţinut deci punctul (2, O). 

t t 1 
b) Analog 2x = t implică i: = - şi f(t) = - + 2 sau f('J:) = - i:+2. Fie :z:=O. 

2 2 2 
Rezultl g·= f(O) = 2. Deci punctul (0,2) eate punctul de .intersecţie al graficului •lui f cu axa 

1 . ' 
Oy. Fie li= O, adici f(.i:) = 2 ,: + 2 = O. Rezulti :z: = -4. Deci . (-4, O) , _este punctul do 

intenecţie al graficului lui · f cu axa Oi:. 

t-1 t-1 1 1 
c) 2c + 1 = t implici :r: = -- li f(C) = --- , adicl f(:r:) = - :,; ...... - • Cele doui 

2 - 2 2 2 

pancte de -lntel'lecti~ lb._t ( e, - ~ } tl (1; ot,.· .-



-m.t8P<>. Determina.ţi toate funcţiile A· g,- h : IR - IR cal'e vm.ifio~ 
rela.ţiHe: 

a) ·2/(xf+ 3/(1 - iD) == 4:a,·..,.;.;-1; 

b) g(a; + 2) + 2g(3 - a;)= a;; 

c) mh(a; + a)+ nh(b - a;) = m, a, b, m, ne IR, m2 :f:: ,i,2 

oricare ar fi a; real. 

R. a) ln relaţia (1): 2((:i:) + 3f(1- :,;) = 4:i:- 1 valabilă pentru orice :,; real, înlocuim 
:,;cu 1 - :,; şi obţi~erp rţ,~ţiJI., (2): ,2f(l --:- :,;) + 3f(X)·= 3 _...,.... ~~- C~ ,P) Ji m form,;r_n_ pµ- sistem 

. 11 
eu necunoscutele. f(:i:). şi ((1- :i:). Rez1>lv:lnd sistemul obţinem : f(x)= -4:i: + - 5 

b) In relaţia (1): g(x + 2) + 2g(3- x) = :,; căutăm să-l lnJoculm pe :i:.asUel lnctt sl 
transformăm,:,; + 2 ln 3 - x. Inlocuim x cu 1,-. :i:. '.Obţinem relaţia (2) : g(3 - x) + 2g( x + 
+ 2) = 1 - :,;. (1) şi (2) for111ează un sistem cu necunoscutele g(3 - x) şi g(:,; + 2), pe care 

. 2 . 
rezolvlndu-1, obţinem g( x + 2) = -x + - • Procedlnd acum ca la exerciţiul 111.15. obţinem 

3 • . 

8 
f(x)=-:i:+-. 

. 3 

. . 

c) .Inlocuţm. x cu b- a - x care va transforma x + a ln b - x. Obţinem sistemul for
mat din ecuaţiile.(1): mh(:i:+ q)+ nh(b-x)= x şi (2): mh(ll-x)+ nh(:i:+ a)= b-, 

(m + n)x + ll(a- b) 
- a - x, care conduce la h(x + a) = -------- şi mai departe 

m1 -n8 

(m + n)x - ma - nb 
h(x) = -------- . Se observă că h există ln ipoteza m!i - ~ of, O. 

ms-n• 

111.1 '11'°. Determinaţi funcţiile f, g, h : IR - IR care verifică relaţiile : 
a.) 2/lJ /(w) = rcw) + a;2 

b) g(a;) g(y) + 1 = g(a;) + g(yj 

c) _!_ [hll(a;) +h 2(y)] +1 = h(x) +h(y), oricare ar fi a; şi y numere reale. 
2 ,· 

R. a} Relaţia din enunţ se mai scrie [f.(x) - :,;JI = O, (1) de unde rezultă f(x)- :,; = O 
tau f(:i:) = x. Funcţia f determinată este unică. Intr-adevăr, dactă ar exista g, g(:i:) of, :i:, g(x) of, 
"F- f(x) cu proprietatea din enunţ, ~dică cu. (g(:c)-xJ1=0, (2). Scăzlnd (1) cu (2), rezultă f(:c)= 
= g(x). sau g(:i:)=:i:. Contradicţie. 

b) Relaţbl.avlnd'loc pentru orice· x şi y reali, facem y-= :,; şi obţinem: gl(x) + 1 = 
= 2g(:i:), (1) sau [g(:i:)-1]8 = .o, de u~de g(:i:),= 1. :Pemonstr~ că aceasta,estesi.ngura funcţie 
eu proprietatea din enunţ. Intr-adevăr, fie f(:i:) of, g(x) şi f(:i:) ,;I,. 1 cu proprietatea r(:i:) + 1'""' 
= 2((:i:), '(2)."Scllztnd (1) şi (2) obţinem gl(x)- {8(:i:) =.·,2(g(,:)- f.(x)l sau (g(:i:) c:-.f(:i:)](f(:i:);,, 
+ g(:c)- 2) = O. Cum f(:c) -# g(:c) şi g(:c) = 1, obţinem 1 + f(:i:)- 2 = O, adică f(z) =J,. 
Absurd, Deci g este unică. · ' 

c) Relaţia se mai scrie: [h(x) ~ 1]1 + [h(y) ---1]2 = O, de unde rezultă h(x) = 1. 
Unicitatea se demonstrează ca mai sus. , 

m.t8P0 • peterminaţi funcţiile f =· IR - IR. care verifici inegalţtăţile 2 

f(w + 1) ~ :e ~ f(x) + 1, pentru orice :e real. 
R. Din inegalitatea:,;~ f(z) + 1 rezultă f(:,;) ;;i:, x-1, (1). Din inegalitatea f(:i: + 1~~s, 

pantn.d tn locul lui:,;, :i:-1 obţlum f(:i:)~ x-1, (2). Uin (1) şi (2) re7.,11ltă f(.:c)== :c-1. 
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·Jn.19ro. Demonstraţi că funcţiile liniare verifică relaţia. (Jensen):. 

f(x ~ Y ) ~f(x) ~ f(y), oricare a.r, fi g;,y reali. 

R. Fief: IR -+ 11, f( x) = ax + 6, a, I, e a, o funcţie liniară earecare. Avem : 

,(.:_~.±-:~-) = a-x + Y + b = a(x + y) + 2b = (ax+ b) + (ay :f- b) =- f(:t) + ((y) 
2 2 2 2 2 

IIL2oro. Deterritinaţi funcţiile liniare care verifică relaţia.: 

f(x + y) = f(x) + f(y) oricare ·ar fi x şi y reali. 

R. Fie f(x) =;ax+ b. Avem: f(x + y) = a(x + 11) + b, (1) şi f(x) + f(y) =ax+ b + 
-I"· a/1 + b = -a( .x + 11) + · 2b, (2). Trebuie cleci ca a( .x + 11) + b ·== a( x + 11)· + 2b. Hezul tă b = 
='2b care:este adevărată numai dacă b = O; Aşadar f11nctiile eu proprietatea: cerută slnt fu
ocţiile f: IR -+ IR, f(.x) = ax, a e IR. 

111.21 ro. Demonstraţi că nu există nici o funcţie c.are să verific& 
relaţia: 

f(rc) + /(1- x) = x,. orica.ra-ar fi x r:nl. 
R. Helaţia avlnd Joe pentru orice x real, considerăm x = O şi obţinem f(O) + ((1) = O, 

(1). Lulnd .i: = ,1, obţinem ((1) + f(O) == t'; (2). Relaţiile (1) şi (2) slnt contradictorii. deci nu
existii funcţii cu proprietatea enunţată. 

I1I.22P0 • Fie funcţia f: IR- IR, ~atisfăcînd relaţia: 
mf(x - 1) + n/(-x) = 2a; + 1, pentru orice x real. 

Determinati m şi n reali astfel încît /( -2) = 5 şi /(1) = 1. 

R. Punem ln relaţia dată x = -1 şi obţinem: m f(-2) + nf(l) = -'-1, (1·). Pentro 
.x = 2 obţinem: m ((1) + n ((-2) = 5, (2). fnlocuind f(-2) = 5 şi ((1) = 1, obţinem sistemul 
ln rn şi n format din ecuaţiile: 5m + n = -1 şi m + 511 = 5, După rezolvarea sistemului 

l3 5 
obţinem : m = - şi n = - - . 

12 12 

11I.23P0• Fie funcţiile f m: IR - IR, descrise de formula: 

/m(X) = Jx + 1, x e (-oo, 2] 
lmm - 3; x e (2, +oo), m e IR. 

a) Det,ermi:nat,i funcţia al cărei grafic trece prin ;punctul -A(3,3). 
b) €ereetaţi dacă fonc~a găsită. este crescătoare. 

R. a) ·Faptul-că punctul 4(3, 3) aparţine graficului revine Ia existenţa relaţiei ((3) =. ~ 
ceea e• implici 3m - ::1 = 3, adică m = 2. _ 

b) Pe intervalul (--oo, 2], funcţia liniară cu coeficintul lui x pozitiv este strict crescă,
·toare, eea mal mare valoare a ei fiind ((2) = 3, (1). A aalog, pe intervalul (2, + oo) tuncţia (pen
tru m = 2) este :tric-t crescătoare, valorile ·ei f{x) > ((2) = 3, (2). Rezultatele (1) şi (2) condue 
la concluzia că f este strict crescătoare pe IR. 



CAPITOLUi, IV 

POLINOAME 

IV.1. Fie polinomul: P(X, Y) = ..,py - 5X2Y 3 + X 2Y. 

a) Determinaţ.i: P(-V2, O), P(O, -1), P(-2, 2), P(-1, -1), 

P(x, x), x e [R, 

b) Arătaţi eă: P(-x, y) = P(x, ?/) şi P(-x, -y) = -P(m, y) = 
= P(x, -?J). 

H. a) Obţinem: />(-Vi O)= O= P(O, -1), P(-2, 2) = -120, P(-1, -1) = 3. 
P (x, x) = x• - 5:r5 -t- x3 = -4x5 + x3 • 

b) J>(-:c, y) = (-x)'y - 5(-:i:)2113 + (-x)211 = x'11 - 5:r~!/3 + x 211 = P(.T, y). 

P(-x, -11) = (-x)'(-!/) - 5(-x}2(-!J)3 + (-x)2(-·Y) = -.r~!f + 5x2y3 -- :c'g = 

= -1'(.l:,p). 

P(x, -J/) = .1:1(-•1) - 5.1·2(-11)1 + x'(--!I) = -x411 ..L 5.T2y3 - :1:211 = -P(x, y). 

IV.2. netermina~i xuma, coeficienţilor polinoamelor: 

a) P 1(X) = X 3 - ;iX2 + X + 3 

b) P 2(X) = X 100 - X 99 + X 98 -· ••• -X+ 1 

1 :rs 1 "l'f _l_ 1 "IT3 
-c) Ps(X) = xu + v· ~ + v- V .A. ' v- A + 

2~1 3---ţ- 2 2+ ~~ 

+ 1 r 1 v-Vfi- + 2 ~ ~ + V6 + V5 X - 6 

d) p 4(X) = (1 _ 2.Y)1ss2 -+· (2- :~X)19sa + (3-4X)l9s4 + (4-5X)19ss. 

e) P:;(X) = (1 - 2X)1•-• + (2 - 3X)1' + (:3 - 4X)'-+1, k e (N*. 

R. Pentru orice polinom, />(1) rcprezi.nt:i suma cocficientilorpolinomului. 
a) PJ(l) = 1 - 5 + 1 -t- a~, o 
b) Ps(1) = 1-1 + 1- 1 + ... - 1 + 1 = 1, 

fiind 101 coeficienţi; 
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1 1 1 1 t -
c) P1(1) = 1 + -- + -- -·- + -- + --- + _ _ -YG. 

V2 + 1 V3+ f2 2 + Va l'5 + 2 l'6 + Vs 
Raţlonalizlnd numitorii fracţiilor, rezultă : 

P.<1> = 1 + }'2 _,..1 + Va -V2 + 2-vr + f5 - 2 + l"6 -Vs - l'if = o. 
d) P,(1) = (-1)"111 + (-1)1911 + C-1)1'N + (-1)1186 = 1 - 1 + 1 -1 = o: 
e) P1(1) = (-1)'"-1 + (-1)t + (-1)t+1 = (-1)"(-1)-1 + (-1)" + (-1)"(-1) = 
= -(-1)" + (-1)" - (-1)" = -(-1)". 
Rezultă.· că pentru k natural par, P5(1) = -1, iar pentru k natural impar P1(1) - 1. 

IV.3. Fie polinoamele: 
P(X, Y) = xa - ax2y + XY2 - ya . . 

Q(X, Y) = X 5 - X 4Y + X 3Y 2 - 3X2Y 3 - 5XY" - Y1 • 

Arăt.a.ţi că există polinoamele p şi q astfel incit : . , . ,., 

P(x, tx) = x~p(t) şi Q(x, tx) = x6q(t), 

oricare ar fi x, t numere reale. 

R. Avem: 
··' 

P(x, tx) = x8 - 3x8t + x3t1 - x3t3 = x~(l - 3t + t•- t8) = x8p(t): 

Dl!ci, există polinomul p(1)=-7'3+ 7'3-3T+ 1 care verifică relaţia dat.A. 
Analog, există q(1)=-T6-57"-3T3+ T2 - T+ 1. 
Obsu11atie: Polinoamele de tipul polinoamelor P şi Q s& numesc polinoame omogene, 

tn X şi Y (cu gradul fiecărui monom acelaşi). 

IV.4. Fie polinomul: 

P(X, Y, Z) = X 3 + Y 3 + Z 3 - 3XYZ. 

a) Determinaţi P(l, 2, 3), P(l, o, -1), P(x, y, -a: - y), orica.r& 
ar fi x, 1J e IR. 

b) Verificaţi ·c§.: 

P(a:, y z) = P(y, z, x) = P(z, x, y) = P(x, z~ y) = P(y, x, s) == 
= P(z, y, ai), a:, y, z e IR. 

R. a) P(1, 2, 3) = 1 + 8 + 27 - 18 = 18; P(l, O, -1) = O; 

P(x, y, -x-y) = x3 +.,;a.._ (x + u)8 + 3xy(x + y) = O. 

b) P(x, y, .z) = x3 + y8 + .z8 - 3xyz = y8 + :3 + x3 - 3xy.z = P(y, :, x) = 111 + zi+ + ya - 3.zxy = P(z, x, y). Am folosit comutativitatea adunării şi lnmulţirii ln. IR. 
· ., Observaţie: Polinoamele care au. proprietatea b) se numesc polinoame sime$rice. 

IV.5. Arătaţi c§. polinoamele: 

SiX, Y) = X + Y Si(X, Y, Z) = X + Y + Z 

s.cx, Y) = xY s;cx, Y, Z) = XY + yz + Z:ţ, 
S;(X, Y, Z) = XYZ 



Sţ1(X, Y, Z,-'T) =X+ Y + Z + 2! 

s;:cx, Y,Z, T) = XY +xi+ XT + yz + YT + ZT 

.Si'(X, ~,.z, T) ~.XY.Z + XY:T + XZT + YZX 

Sf(I, Y, Z, T) == XYZT 

sînt simetrice. 
R: Rezultă imediat apliclnd comutativitatea şi asociativitate.a ildQ~ă!ii şi lnmul1irii 

ln a. 
Obseruafie: Aceste polinoame se numesc simetrice fundamen:tale. Ele au, proprietatea 

că orice alt polinom simetric cu aceleaşi nedeterminate se scrie ln funcţie d1,acestea. Exemplu:: 
P (X, Y, Z) = X1 + Y2 + z•· care se verifică uşor că. este simetric, se poate scrie:: 

P (X, Y, Z) =.(X+ Y + Z)1.- 2(XY + xz+ YZ);: s;t- 2S~.--

IV.8. Fie polinomul: P(X, Y, Z) = .X2(Y -. Z) + Y2(Z - X) + 
+ :v(X -· Y). Verificaţi că: P(x, y, z) = -P(y, x, z), P(x, y, z) = 
:;= --'P(z1 y, x), P(m, y, z) = -P(m, :a, y), oricare ar fi x, g, 2 e IR. 

n.: P(y; x, 2:) = y1(x- z) + x 2(z- 11) + _z1(y - x) = -[y8(2:·'- x) + x2(y- z) + 
+ 2:2 (x-11)] = -P(x,11, z). 

Obserualie: Polinoamele cu această proprietate se numesc antisimetrice ln X, Y, res-
pectiv X, Z, respectiv Y, Z. 

IV. 7. Fie polinoamele : 

Pi(X, Y, Z) = X 2(Y - Z) + Y 2(Z - X)+ V(X - Y), 

P 2(X, Y, Z) = X 3(Y - Z) + Y 3(Z - ..Z) + Z 3(X - Y). 

Verificaţi că: P,(x, m, z) = P,(x, y, y) = P,(x,- z, z) = O, ie {1, 2},. 
oricare ar fi x, y, z numere rea.le. 

n. De exemplu: P 1 (x, x, z) = x2 (x- z) + x1(z- x) + z2 (x- x) = x 2 (x- 2:)

- :,;2 (x- z) + :1 (x- x) = O. 

IV .8. Fie polinoamele : 

P1(I,, Y) := (X + Y)3 - _xs _ y_a 

P 2(X, Y) = (X + Y)S - .zs _ ys 

P 3(X, Y) = (.Z + Y)7 - .l'.7 - Y 7• 

Axă.ta.ţi că,: P,(x, -x) = P,( -a;, :.v) = P,(:.v, O) = P,(O, :.v) = O, 
oricare ar fi a; număr real şi ie {1, 2, 3}. 

B. De exemplu: 

P 1(x,-x)= (11:-x)8-x8 -(-:--x)8=0 şi P(z,O)= zl-z•=O. 

IV~t. Determinaţi polinomul P, de grad minim, eunoscînd : 
a.) -·P{O) = 2, P(2) ;:::: O 

b) P(-1) = Ptl) = .O şi P(O) = 3. 
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Jl. n) Polinoarije coniitante nu pet fi deoarece pentni O $1 2 se c.bţin valori diatincr.e 
<:ăutAm polinoame de gradul I. P (X) = •K + li, a .;,. O, a, I, r: IR, PunhKI con~e dinwoteza 
reiuită sistemul format din ecuaţiile t =~2 şi 2a + b = 8 care eondr.rce la ia== -1 1i t, = 2 
Deci pelinomul cAutat este P(X) =-X+ 2. 

III) Ca la punctul a)'se oi>ţine p6H1ul de ll'adlll al Ii-lea P (X)= - XI+ 3. 

IV.to. Fie polinoamele': P(X} = ..,ya - 5.-f + 4, Q(X) = 2X + 1, 
R(X) = 2X - 1. Arătaţi că : 

a) (P + Q) + R = P + (Q + R). 
·e) (P · Q) · R = P(Q ; R). 

c} ·P + Q. -. Q + P, P + R = R + P, Q + R = R + Q. 
d).-.PQ = QP, PR = RP, QR = RQ. 

e) există un polinom E, a1:1tfel încit P + E = E· + P = P, {J -+ 
+ E = Ji} + Q = Q, R + E = E + R-: R: 

- f) există un polinom E', astfel încît PE'= E'P == P, Q'JJl° '_ '.fiJ'Q= 
= Q, RE'·= E'R =·R. -

g) P fiind dat, există, P', astfel incit P + ·p' = P' + P = E, Q 
fiind dat, există Q', astfel incît Q + Q' = Q' + Q = E şi B fiind da.t, 
există R', astfel încît R + R' = R' + R = E. 

h) P · (<J + R) = P · Q + P · R. 

B. a) (P + Q) + R = [(X2 - 5X + 4) + (2X + 1)] + 2X - l =-· (X2 - 3X + lij + 
+(2X - 1) = X2 - X + 4. 

P+ (Q + R)= (X2 -5X+ 4)+ f(2X+ l)+ (2X-l)J = (X3 -5X+ 4)+ 

+ 4X = X1 - X+ 4. 

h) (P· Q)R == [(X2 - 5X + 4)(2X + 1)1(2X-1) = (2X3 -9X2 + 3X+ 4)• 

• (2X-:- 1) = 4X8 + 15X2 + 5X - 4. 

p. (Q. R) = (XI - 5X + 4)((2.\" + 1)(2X - 1)) = (X~ - 5X + 4)(4X2 - 1) = 
= .tX3 1- 15 X~ + 5X - -t. 

-c) p + Q,;,, (X2 - 5X + 4) + (2X + 1) = X 2 - 3X + 5 = (2X + 1) + 
-i- (X: - 5.\" + 4) = Q + P. 

Analog se verifică celelalte egalităti. -

d) QR = (2X + 1)(2X -1) = 4.,C: ~ 1 == (2X - 1)(2X + 1) = RQ. 

e) P + E = P implici xs - 5X + 4 + E (X) = X 8 - 5X -t 4, 

41e unde reznllă E (X) = !). 

Şi 1n celelalte cazuri se găseşte E (X) = O. 
f) P • E' ·= P implică (.XI! - 5,\' + 4') 1;• (X) = X8 - -5X + 4,de 'ancie remltA ci 

B' (X)= 1. 
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Acelaşi rezultat se obtine şi în celelalte cazuri. 
g) P + P' = O implică P' = -P. 
Analog.Q'=.-QşiR'= --'R. 
h) P· (Q + R~ = (X2 - 5X + 4)1.(2X +1) -f-; _ (2X - ~)) = ţx.2 ~ 5X + 4)('41') = 

·' ~ 4X3 ~20X1 + 15X. 

PQ + PR = (X1 - 5X i- 4)(2X + 1) + (X1 ~ 5X + ·4)(_5'X"- 1) = 
. ' ,.. ,. ' 

= c2xa - sx• + 3X + 4) + (2X3 - 11x1 + 1s·x ..::;;. 4) = ·>tXt ·--~ + 1sx 



Observaţie: Se poate demo•stra că aceste proprietăţi au loc pentri: erice polinoame 
P, Q, R cu coeficienţi reali. 

IV.11. l) Calculaţi P + Q dacă : 

a) P(X) = Xt -V2X3 + V3X2 - 2x + V5 
şi : 

Q(X) = - .. P + V2_X3 -v-·3=X2 + 2X -}- . 
2 3 v5 

b) P(X) = (2 - l'3)X 3 - (1 - V:'.?°)X + 1 
şi : 

Q(X) = (2 + V3)X 3 - (1 + V:i)X + 1. 

2) Determinaţi relaţia dintre gradele a două polinoame oarecare şi< 
gradul ,nunei lor. 

R. 1) a) P(X) + Q(X) = O, observlnd 
2 2V:f - 3 v-

cii - = - -- = V2 şi la fel - === :s ş~ 
V2 2 W 

\=V5'°. 
~ 
b) P ( X) + (l ( X) = 4X 3 - 2.\' + 2. 

2) Ti11inrl cont de ddiniţia adum-,rii polinoamelor re7Ultă că f.lradul sumei este cel mult 
eţ!al cu eel mai marc rlinlrc gradele poli11oamelor care se însumează (aşa cum rezultă şi clh~ 
exemplul de la punctul 1)). 

\'l.12. Fie polinomul: P(X) = X 3 - 2X2 - 3X + 4. 
Determinaţi polinoamele <), ai,tfel încît : 

a) P(X) + Q(X) = X 4 

b) P(X) + Q(X) = X 3 + 4 d) .P(X) + Q(X) = I 

c) P(X) + Q(X) =X+ 1 e) P(X) + Q(X) = O~ 

H. a) Adunind în ambii membri ai egalităţii pc -P(X), rezultii Q(X) = X' -- P(X)~ 
neci Q(X) = X 1 - X 3 + 2X 2 + :L\' - 4. 

Analog, se oblin. polirwa.mclc: 

b) 2X2 + 3X, c) -X3 + 2.\'2 + 4X - :1, 
d) -X3 + 2X2 + :3X - :1, c) --X3 + 2X2 + 3X - 4. 

IV.13. 1) Efectuaţi urmă.toarele prodnse de polinoame: 

a) [X2 + (1 - V2)X - V2}'X + V2) 

b) [X3 + (2 - V2)x + (1 - V2)J[(2 + V2)x + (1 + V2)J 
c) ('X - Y)(Y - Z)(Z - X) 

d) {X + Y - Z)(X - Y + Z)( -X + l'. + Z) 

e) (..X2 - V2x + l)(.X2 + V"::!x + 1) 
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·f) (XI. - X + l)(X2 + X + 1) 

g) (X - l)(X 99+ X 118 + .. . +X+ 1) 

h) (I - l)(X99 + X 11 + ... + X + 1) 

i) ex• - X 3 Y + X 2 Yll - XY3 + Y')(X + Y) 
j) (X6 + x•y + X 3 Y 2 + X 2Y 3 + XY• + Y6)(X - Y). 

2) Determmaţi relaţia dintre eradele a do11.ă. polinoame oarecare 
ti gradul produsului lor. 

R. 1) Obţinem: a) X 8 + X1 - 2X - 2, b) (2 + f2}x• + (1 + }'2}X3 + 2XI + 

+ }'2X-1, c) XY8 -X1 Y + yz.i_ Y 2Z + ZX8 ~Z2X, d) -X3 - Y3 -za+ XIY + 
+ XY• + y•z + z.i x + ZXI - 2XYZ, e) x• + 1, f) x• + x• + 1, g) x111 - 1, h> x100+ 
+ 1, i) X1 + Y 1, j) X 1 - Y1• 

J) In ceneral, daci lnmulţim un „linom de gradul m cu un polinom de ,radul a, atunci 
J)l'odll9Ul lor va avea ,radul m + n. 

VI.14. Fie polinomul: P(.I) = .X2 + 2.r + 4:. 

Determinaţi polinoamele f, astfel incit: 

a.) P(X) · Q(.X) = X 3 - I; 

b) P(X) · Q(X) = x• + 4:I2 + 16; 

c) P(X) · Q(X) = t. 

R. a) Gradul polinomului fiind trei, rezulti ci polinomul Q trebme să aibi gradul lntli, 
deci li fle de forma aX + b. Ţinlnd cont de faptul ci coeficientul l•i XI al polinomului .p este 
1 şi coeficientul lui X3 al produsului, deasemenea, 1, rezulti ci coeficientul lui :,C al. polino
mului Q trebuie si fie 1. Deci căutim Q(X) de forma X+ a, aelR. Avem: (X1 + 2X .i.f- 4) (X+ 
+a)= X3 -8 sau X8 +(a+ 2) X8 + (2a + 4) X+ 4a = Xl-8, deunde prin identifi
carea coeficienţilor nedeterminatelor de acelaşi grad, rezulti a = -2. 

b) Analog, căutăm Q(X) de forma XI + aX + b. Obţinein succesiv (XI + 2X + 4) (X2+ 
+ ax + b) = x• + 4X1 + 16, X' + (a+ 2)X8 + (6 + 4 + 2a)X1 + (26 + 4a)X + 46 = 
= x• + 4XI + 16, deci a= -2 şi 6 = 4 care rezulti din sistemul fonnat de ecuaţiile: a+ 
+ 2 == O, b + 4 + 2a = 4, 26 + 4a = O şi 46 = 16. Aşadar Q (X) = XI - 2X + 4. 

c) Polinomul Q este ln acest caz polinomul nul. 

IV.15. Efectuaţi: 
a.) (X+ 2)2 - (X - 2)2 ; b) (X+ 1)3 - (X -1)3 ; 

c) (X -1)' - (X+ 1)'; d) [(X -1)2 ...:.. 4:(X -1) + 4] - (X-3)2 

e) (X - Y -Z)2 + 2X(Y+ ~) - 2YZ .. 
R. a) Punlnd A== X +-2 şi B =:' X -,-.2, avem A 8 ""7"".~ =(A+ B)(A- B) şi re

zultl (X+ 2)1 - (X - 2)8 = (X+ 2 + X...:... 2)(X + 2'- X+ 2) = 8X. · 
b) Punl~d A= X+ 1 şi B = X -1, avem A 3 - B 3 = (A....,... B) (A1 + A.B + B 8) 

-deci (X+ 1)3-(X -1)3 = 2(3X1 + 1). 
c). A= X -1 şi B =X+ 1 implici A1 - B1 = (A1 - BI) (.41 + B8). Deci (X-1)4-

- (X+ 1)• = -8X (.X1 +1). · 
d) ln paranteza pătrati A = X -1 h:Dplică A1 - 4A + 4 = (A---: 2)8, ded (X - 1-

- ~-~ - ~ = ~-~-~ - q = ~ ,. 
e) (X-Y-Z)8 + 2X(Y + Z)-.3:Yz-.x.a + Y.1 .+zt-2XY-,2XZ + !_l"Z + 

+ 2XY + 2XZ - 2YZ = XI + Y 1 + z•. · 
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IV.1G. Fie .poli:ifoa.mele : 
~. .' 

P(X) = X 2 + 3X + 2 şi Q(X) = 2X - 3. 

Determina.ţi:· P[Q(X)],t Q[P(X)]) P[P(X)]~ -Q[Q(K)]. 

R. P[Q (X)]= [Q (X))1 + 3Q (X)+ 2 = (2X-3)1 + 3(2X _;_ S) + 2 =: 4XI +.2. 

Q{P(X)] = 2P(X)-3 = 2(XI + 3X + 2)-3 = 2XI + 6X,+ 1. 

P[P (X)]= (P (X)JI + 3P(X) + 2 =(XI+ 3X + 2)2 + 3(XI + 3X + 2) + 2 = 

.= x• + ex• + HX1 + 21x + 12. 

Q [Q(X}J = 2Q (X)- 3 = 2(2X - 3) - 3 = 4X - 9. 

IV. t7P0. Fie polinoamele : 

P(X) = 3X + m. şi Q(.X) = 9Z + 4, m e IR. 
Detenµinaţi m, ~stfel incit J?[Q(X)] ;_: Q[P(X)]. .. 

l" 

R. P[Q (X)) = Q[P (X)] implici 3Q (X)+ m = 9P (X)+ ,4 ;S8U 3(-9X;,I,- f) ,+ m = 
== 9(3X+ m) + 4 sau 27X + m + 12 = 27X + 9m + 4, ceea ce implici m + 12' == Im+ 4. 
de unde m = 1. · 

IV. 18. Fie polinomul: P(X) 'X2 + aX + 1, ae ·IR. 
Ară.taţi că dacă, P(l + a:) = P(l - :c) oricare ar fi f1J e IR, atunci 

P este pătratul unui polinom. ' 

B. P(1 + :i:) = P(1 - :i:) impllcli 4:i: + 2a:i: = O, de unde a = -2 şi deci P(X) = 
= XI- 2X + 1 = (X:.._ 1)1. 

IV. 17. Fie polinoamele: 
a) P(X, Y) = X 2 + Y 2, Q(X, Y) = X 3 + Y 3, R(X, Y) =X'+ Y', 

8(X, Y) = X 5 + Y5 • 

Determinaţi valorile lui P, Q, R, 8 pentru valorile a, şi y ale lui 
X şi Y pentru care s1 = a, + y şi 8 2 = xy: 

b) P(X, Y, Z) = X 2 + Y 2 + V, -Q(X, Y, Z) = X 3 + Y 3 + Z3, 

. R(X,Y,_Z).=X'+Y'+Z4. 
Determinaţi valorile lui P,Q, R pţlntru .valorile a:,y şi" i ale lui 

~, Y; Z pentru care a1 = ai,+ Y + z, 81 = ~ +, yz, + za:_ şi 83 = fDJJ~. 

B. a) P (X, Y) = XI + Y1 = (X + Y)1 - 2XY şi se obţine pentru P valoarea,: ..... a,. 
'· Q(X, Y).= (X+ Y)1 - 3XY (X+. Y), de unde_ rez~ltă ~aloarea ~- 3s1s1 • 

.R(X, Y) = (Xl'f + (Y1)1 = (XI + ·Y9>:8- 2(XY)II şi rezultă valoarea .sf - ''Î'a + ~

S(X, Y) == (X+ Y)(X& - XIY + XIY1 - XY1 + Y') =(X+ Y) [X&+ Y' -

- .rr(-XL- XY + Y1)], rezultă valoarea s1 [,t - 4s?s1 + 25i - s1(~ - Sfa)) = ,: - -'.sfia + 
·:+2~~ ~ ~Să f. ilfi'I ".".' st - 5sîi,, + 5Si'I· 

1,) Valorile respective rezu_lti observtnd cil : 

P('X;l",Z)'= (X+ r +Z)S,-;2(XY + YZ + z~. 
Q(X, r • .z)-(X+ r+Z,-SXYZ(K'Y + r;z+ zq,; 
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R(X, Y, Z) = (X'l + y1 + Z"f- 2(X2Y2 +, y•z• + .z•X'l) = 
= (X'l + Y 1 + Z")8 - 2 [(XY + YZ + ZX)1 - 2XYZ(X + Y + Z)]. 

IV. 20. Se consideră, polinomul : 

P(X, Y, Z) =X"+ Y" + Z"--; 2.xrY2·.;;-,2.X2Z2 - 2Y.2Z2. 
Determinaţi P(x, y, z) ştiind că : x + y + z = - 9, 3J'!f + yz + za: = 
4 . 4 = -- ş1 xyz = . 
9 

R. P(X, Y, Z) =.= (X2 + Y 1 + zt,1- 2(X9Y1 + Y1Z" + Z1X8)- 2X1 Y8 - 2X1Z"

- 2Z2Y1 = [(X+ Y + Z)2 - 2(XY + Y7. + ZX)JI- 4[(XY + YZ + ZX)• -
- 2Xl'Z(X + Y + Z)]• 

Deci 

P(x,y, z) = [(-9)1 - 2 c- : ) r-4[(- : r~2• 4(-9) l 
IV. 21. Efectuaţi: 
a) (X" - 2X2 + 2) : (X2 - 2X + 2) 

b) (X" - 2X3 + 2X2 - 2X + 1): (X2 -:2X + 1) . 1. 

c) (X" + 1) : (X2 - V2.x + 1) 

d) (X" - Y") : (X - .X) 

e) (X' - X 3Y + 2X2 Y2 - XY3 + Y'Y: (X2 - XY + 1"2). 

R. Obtinem: a) X2 + 2X rest -4X + 2, b) X2 + J, c) X2 + }'2X + 1, d) xa + x•y + 
+ Xl'2 + l'a. e) x2+ ·n .. 

IV. 22. Împărţind un polinom P la polinomul X 2 + 1, obţinem citul 
X - .l şi restul 2X -:- 1. 

Determinaţi polinomul P. 

R. Scriem teorema împărţirii cu rest a polinomului P la X1l + 1. Obţinem : P(X} = 
= (X2 + 1)(.\' -1) + (2X --1), de unde rezultă P(X) = X8 - X1 - 3X -2. · 

IV. 23. 1) Demonstraţi că restul împărţirii unui polinom P la bi-
nomul X - a, a e [R, este P(a). · 

2) Determinaţi restul împărţirii polinomului P(X) = 3X3 - 2.X2 -. 

- X+ 4 la: a) X - 1, b).X + 1, c) X - Jl'i. 
n. 1) Din teorema lmpărtirii cu rest rezultă. P(X) = (X - a) C (X) + R(X), R(X) fiind 

un polinom con~talnt r. Făclnd in relaţia obţinută X= a, rezultă P(a) = r 
2) Aplielnd rezultatul de Ja puoctul 1), avem : 
r) r = 1'(1) = 4, b) X+ 1.= X-(-1). decir = P(-11= O; c) r = P(~ .- 6(2-

- 4 -'- :V2 + 4 """ 5Vi 
IV. 21. 1) Demonstraţi eă restul împărţirii u.ui polinom P la. (X, -

- a) (X - b), a, be [R, a =I= b, este: 

P(~) .- P(l,) X+ aP(I/) -- bP(a) • 
a-b a-b 
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2) Determinaţi .restµl împărţirii polinomului 
. ' 
P(X) = 'i'°- 2Xl! + 2 la: a) {X,_ 1) (X + 1), b),X1 - 3X + 2. 

R. 1) Ca la exerciţiul precedent avem: P(X) = (X- a)t (X - b)• C(X) + R(X), 
unde R(X) trebuie s'.i fie un polinom de ţrad cel mult 1, deci de fortnil mX.:+ n, ne IR A veia: 

P(X) = (X - a) (X - b)• C(X) + mX + n. 

Facem X = a şi :ipoi X .. =,c b şi obţinem; sistemul ln m şi n fprmat din ect.atiile: P(a) = 
= ma+ n şi P(b) = mb+ n, · de tinde rezultă: · 

P(a)-J>(b) • a.P(b)-bP'a) 
m= · · · ş1n=' · ·. 

11-.,1> a-·b 

• 1-1 
2) Aplk!nd rezultatul de J:1 i) pentru a = 1 şi b = -1, obţineai : R(X) = -· -·- X + 

. 2 

1 + 1 + ___;_=·1. 
~ 

Pentrti ri 1wila memorarea re·zultatului de la t); scriem teorema lmpărţirii cu rest a lui 
P la (X -,-·J)(S.+ 1) şi facem X= 1 şi X= -1'. Avem: P(X) = (X - l)(X + 1)· C(X) + 
+ mX + 'n, rn, 11 e IR, de'unde re1ultă sistemul ln m şi n : i = m + n, 1 = -m + n cu m = O 
şi n = 1. 

b) x2 - 3:X + 2 = (X -1) (X - 2), se procedează ca mai sus şi avem R(X) = ·gx - 8. 

IV. 25. Aflaţi restul impărţirii polinomului 
P(X) = 3X3 - m„P + 15 la X - 4, ştiind că împărţit la X - 2 dă 

restu.I -3. 
R. Restul impărţirii la X - 2 este P(2). Deci P(2) = -3, adică: 24 - 4m + 15 = -3, 

de unde m = 9. Restul împărţirii polinomului P (X) la X - 4 este P(-') = 63. 

IV. 26. Împărţind polinomul P(X) = .2.X 3 - mX2 .+ nX - 16 la 
X - 3 şi X+ l, obţinem în ambele cazuri restul - 2. Ce rest. obţinem da-
că-l împărţim la X - l , · . 

2 
R. Sistemul în m şi n fiind format din P(3) = -2 = P(-1) implicăm== - şi n = 

3 

= _ 46 . Cu m şi n determinaţi obţinem resiul împărţirii lui P la X - 1, P(1) = ·~ ~. 
3 · ,3 

IV. 27. 1) Arătaţi că restul împărţirii polinomului' P(X)' la X -

- ~şi la bX - a, a, b e IR, b "F' O, este acelaşi. 
b 

2) Determin.aţi restul împărţ;iriî p0Iiri.om11lui 

P(X) = 2xi+ .X -1 la: a) 2X -1~ b) 2.X + 1, c) 5X'. 

R. 1). Teorema lmpărţirii cu t.est condui;:e la: P(X) ""(X,-~)• C1 (X) +.r, respectiv li . . . . 

P(X) = (l,X - a)· C3 (X) + r,., presupunbld că resturil~ slut dilim.te. 
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_PAelnd ln ambele e&alităţi X - : obţinem P( +) = rJ, respectiv f( ; )= r1 ~ 

Deci rJ = r1 = P(~)·. .. . . . 
2) Aplielnd observatia de la punctul 1) obţinem: 

a) r = P( +) = O, b) r = P(- +) = -1, e) P(O) = -1. 

IV.28. .Determinaţi numerele r.eale m, n astfel încît restul împărţirii 
polinomului P(X) la Q(X) să fie R(X) în cazurile următoare : 

a) P(X) = 2X4 - mX 3 + X 2 - 7, 

b) P(X) = X 2 - mX + 5n, 

c) P(X) = X 3 + 2mX2 - 3, 

d) P(X) = X' + X - m, 

e) P(X) = .X2 - mX + 2m, 
f) P(X) = mX111 - X 7 + m, 
g) P(X) = mX2 - nX + 5, 
h) P(X) = mX3 + nX2 + 2, 
i) P(X) = X 3 - mX2 + nX + 1, 
R(X) = X-1 
j) P(X) = X 3 + mX2 + nX + 1, 

25 n. a) Trebuie ca P(2) = 4, de unde m = - . 
8 

b) P(O) = 90 implică 5n = 90, n = 18. 

Q(X) = X - 2, R(X) = 4: 

Q(X) = X, R(X) = 9<> 
Q(X) = X + 1 , R(X) = m 

Q(X) = 2X +1, R(X) = O 

Q(X) = X - m, R(X) = 2m. 
Q(X) = X + 1 R(X) = 3 
Q(X) = X - 2, R(X) = 4m. 

Q(X) = X 2 - 1, R(X) = X. 
Q(X) = x 2 - ax+ 2,· 

Q(X) = X 2 + 1, R(X) = -O. 

h) Scriem teorema lmpărţirii cu rest P (X)= (X - 1) (X + 1) • C (X)+ X şi facem 
X= -1 şi X= 1. Rezultă m = 1 şi n = -2. 

i) xa...:..3x+ 2= (X-l)(X-2) şi P(X)= (X-l)(X-2)•C(X)+ X-1, 

Făclnd X = 1 şi X = 2 rezultă m = 2 şi n = O. 
j) Efectuăm lmpăl'tirea şi identificăm restul cu zero (X3 + mXI + nX + 1) : (XI + 1) = 

= X + m şi rest (n - 1) X+ 1- m. Rezultă n = m = 1. 

IV.29P<>, Fie P(X) un polinom de grad minim 2 care indeplineşt& 
simultan condiţiile :. · 

1) P(X) împărţit la X - 1 dă restul 3 

2) (X -1) P(X) + XP(X + 2) = 1. 
Determinaţi restul împărţirii l:ui P(X) la X 2 - 4:X + 3 .. 

Ii. Polinomul va fi de forma P (X)= a.XS + bX + c, a, b, ce IR. Condiţia 1), implici 

P(l) = 3. tn relaţia 2) punlnd X=l obţinem P(3)=1. Pentru a determina .restul bnpărţirii 
iui P Ia X1 - 4X + 3 scriem teorema hnpărţirii cu rest 1n acesţ caz : P (X) =(X - O (X -
-3) C (X)+mX+ 'n, m,. ne IR şifacem X= 1 şi X= 3. Obţinem sistemul lnmşl nfo:rmat din 
ecuaţiile: P(1) = m + ·n :şi .P.(3) =·:3m + n, sau ţi11lnd.cont de 1) şi 2): 3 = m + n şil = 3m+ 
+ n, de unde rezultă m = =1 fi n = 4; Restul căutat este: -X + 4. 
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.IV. ~PD. U,n. po~nom de gr~ .mipW1 .2 verifi~ rel~jia. -:-. 

X ·1.\~:, ·:__ 1) +(X+ 1.)-P(X) = 1~ 

Determina.ţi restul,.î.m.părţirii lui .P la :i. 

a) x 2 + 2x:,. 1;>)X2 + 2$- 3. 

R. a) A v:em P(X) = (X1 - X) C(X) + mX ;+ n, m, ne a sau P(X) = X(X + 2) C(X)+ 
+ mX + 11. Punlnd X= O şi X = -1, rezultă sistemul ln m şi n format din ecuaţiile: P(O) = n 
şi P(-2) = -2m + n. P(O) şi P(-2) se obţin făclnd ln relaţia din 'enanţ z = O, respectiv 
.X.=:-1. P(O)= 1 = n şi P(-2) = -1 = - m + n, de unde m = n= 1. .:' 

b) X 1 + 2X - 3 = (X - 1) (X + 3). 
Procedlnd analog, trebuie determinat P(l) şi P(-3). Făclnd .ln relaţia din enunţ X= 1. 

-obţinem: P(O) + 2P(1) = 1 şi ţinlnd cont că P(O) = 1, rezultă P(1) = O. Pentru X= -2. 
,relaţia din enunţ devine : 

-2P(-3)- P(-2) = 1. Da:r P(-2)·= -1. Deci P(-3)=0: 

In relaţia P(X) = (X1 + 2X ,-3) C(X) + mX + n, m, ne IR, X= 1 şi X= -3 
•implică sistemul m + n = O, - m + n = O de unde rezultil m = n = -O. 

IV. 31. Arătaţi că dacă.polinoamele f şi g da.u prin împărţire la 1,, 
Testurile r1 respectiv r 2, atunci pentro orice a, b e IR, polinomul aj + bg 
,dă prin împărţirea la h restul ar1 + br2• 

R. Teorema lmpărţirii cu ·rest implică (= he1 + r1 (1) respectiv g = he1 + r1 , (2). ln
,mulţind relaţia. (1) cu a şi relaţia (2) cu b şi adunlndu-le, obţinem af + bg = h(ae1 + tc1) + 
+ (ar1 .+ br1,), de unde rezultil ceea ce trebuia demonstrat .. 

IV. 32. Verificaţi da.că polinoamele Q, divid polinoamele 

P,: ie {1, 2, 3}. 

a) P1(X) = X 3 - X - 2 

b) P 8(X) = X 3 - X + 2 

c) P 3(X) = (X - l)• - (X + 3)•, ne IN* 

Q1(X) = X 2 + X + 2 
Q2(X) =X+ 2 

Q3(X) =X+ 1. 
R. a) Prin definiţie, Q1 divide P 1 dacă, există C, astfel Incit: P 1(X) = Q1(X) • C(X), 

,adică dacă P 1 se lmparte exact la Q1 • Efectulnd lmpărţirea obţinem: X -1 şi rest - X, deci 
·Q1 nu divide P 1 • 

b) Obţinem: xa·_ X+ 6 =(X+ 2)(.XS- 2X + 3), deci Q1 divide P1 • Altfel: l\estul 
P1(-2) = O. c) Obţinem restul P1(-2) = (-2)• + 211 • Dacă n.este par P3(-1) = 2•+1 = O 

·deci Q1 nu divide P3 iar dacă n este impar P8(-2) = O, deci Q1 divide P1 • 

IV. 33. Determinaţi un polinom de gradul al !V-lea care să se dividă 
la X-L 

R. De exemplu. scriem un polinom cu coeficienţii lui X', X3, X', X oarecari :Ji luăm ter
cnenul liber astfel Incit valoarea polinomului ln punctul 1 să fie zero. P(X) = X'+ 2X3 - X8 -

·- X - 1 po11:te constitui un exemplu. 

IV. 34. Determinaţi numerele reale m, tt astfel incit polinoamele 
.q, să dividă polinoamele P 0 ie {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. 

a) .P1(X) = X~ - mX2 + X - 3, Q1(X) = 2X + 1 

b) P 2(X) = 2X~ - mX2 + nX - 5, Q2(X) = X 2 - 9 

c) Pa(X) = x• - nx• + (tt - 1), n E IN, Q3(X) = X - 1. 
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d) P.(Z) = i 1 ...:_ :X2 ·---'m:Z· -'n, 
e) P6(X) = X' + X 2 + 1, 
f) P 1(X) = X' + m.Z.2.+ n. 
g) P 7(X) = (.X2 + X + 1)2• - m.Z2• 

h) · Pi(.X) = (X - 1>9+ a + mX2•+•, 

Q,(X) =·X2 + '.1' :.r1 

Q6(X) = .X2 + mX + n 
q,f.l)·== .X2 + ,mx+ n 

·'11(X) = _x2. + 1 

Q8(X) = X 2 -X+ 1 

ii. a) R~:ul P~(- ~ )• : = O implici m = - 29 . b) m şi n rezulta!, de exemplu, din 
· 2 2 

5 ' 
listemul P1 (--3) == e = P 8(3). Rezultii m = -·"tt şi n = -18. c) P1 (1) = 1-n + n-::-1 = 

= O deciQ.8 divide P 8 oricarear fin. d) Efectuăm lmpărţirea P,(X): (?.(X)şiidentificăm restul cu 
iere. R(X) = (-m + l)X- n + 2. Rezultă m = 1- şi n = 2. 
~> Trebuie ca : X' + X1 + 1 = (XI + mX + n)(X9 + eX + d) de unde rezultă : X' + X1+ 
+ 1 = X' + (c+ m) XI+ (d + me + n)(X2 + (md + ne)X + nd. Rezultă m = n = 1 sau 
rn = -1 şi n = 1. f) X' + mXI + n-= (X1 + mX + n) (.YI -1- eX + li) sau X' + mX2 + n = 
= X' + (e + m)X8 + (d + n + me)XI + (md + nc)X + nd. Sistemul format din ~uatiile : 
li+ m-:o'O, n +·d +•mc == m,md + ne ='O, nd':!: nimplică :m1 == n1 = O ;m2 == -1~ n1=0;. 
111* = n3 = 1 ; m,. = -2, n,i = 1 ;. ·m1 ~ O,. n6 = -1. 

Rezultă următoarele perechi de polinoame : , 
X, X2 ;X'-X1 ;XI-X;X'+x•+1,Xl+X+1;2X- X2 +1,X2 - 2X+1; 

X' - 1., X2 - 1. g) Trebuie .ca : P 7(X) = (XI + 1) C (X), de unde rezultă că valorile·lui X care 
anulează polinomul X1 + 1 anuleaz!l şi polinomul P (X) .. Fie « e R, astfel Incit «8 + 1 = O. 
Re:rnltă «• = -1 şi P («) = (r,;I + « + l)B•- mrz2•·= «211 -mat.2•. P («) =·-O implică m = 1. 
h) Q8 («) = «2 - « + 1 implică r,;I = «- 1. P 8 («) = («-1)9 +3 + m«2ttt8 = («8)"+3 + m«2•+1· 
implică m = -1. · · · 

IV. 35ro. Arătaţi că polinomul xy.2 + X 2Y divide polinomul 
P(X, Y) =(X+ Y)" - x• - Y•, ne IJ',,I. 

R~ Observăm că : P(x; O) = P(O, y) = O, oricare ar fi x, y e IR. Altfel spu,s, considerind 
P(X, Y) ca un polinom·in X,,respectiv Y, şi dind lui x; respectiv Y, valoarea zero, polinomul 
se anulează .Teorema lui Bezout i~pUcă faptul că X divide P(X, Y), respecti;v Y ~ivide P(X, 
Y), deci-XY divide P(X, Y). Cori$iHerlrid polinomul ln nedeterminata X şi lul'nil pentru X, 
- Y polinomul se anulează .Rezultă că X+ Y divide P(X, Y) .. Deci XY(X + -Y) =· X 2 Y + 
+ XY1 divi'cle P(~. Y). · 

IV. 36. Arătaţi că polinomul : (X - Y) ( Y - Z) (Z - X) divide 
polinomul ·P(X, Y, Z) = X 2(Y - Z) + Y 2(Z - X)+ V(X- Y) .. 

R. AvemP(y, 11. z) = O (vezi exerciţiul IV.6) sau considerindP(X; Y, Z) polinom in X 
şi înlocuind X cu// obţinem P(y) = O. Deci X - y divide P(X) sau X - Y divide ·P(X, Y, Z). 
Analog Y "- Z şi Z - X divid polfnomul' P(X, Y, Z) şi deci (X.:... Y)(Y - Z)(Z.,.. X) divide 
polinomul P. 

Observa/ie: 
1n general un polin·om P antisirnetric in X şi Y se divide cu X - Y. 

IV. 37. Descompuneţi în factori ireductibili, polinoamele: 
a) x 2 Y + xy:.i - 2XY 

b) (2X - 3) (X ~ 3) - (X -'- 3)2 

c) (X - 2)2 + (2 - X) (X + 1) 

d) XY(X + Y)3 * y:scx + Y)2 (2X - Y) 

e) (X - 1) 2 - (.X - 2) (X - 1) -'- (1 - X)X. 
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I\. a). Scqatl'!m faelOP eeqi,l,Ul' .~Y şf eţ)ţinem : 
XY(X + Y ·_ 2): b) Abal~g," 'obţine~: (X - 3)(2X - 3 .,.. JC + 3).;. a(- :S)~. c) 

(X - 2)2 + (2 - X)(X + 1) = =(X - 2)1 - (X - 2)(X + 1) ~(X~ 2)(X - 2 _:..X._ 1) = 
= -3(X - 2). d) Obţinem Y(X + Y)1 [[X(X + Y) + Y(2X -: Y}) :'= ·, Y{X + Y)1 

(X'+ 3XY - YZ), 

e) Avem: (X - 1)[X - 1 - (X - 2) + XI= (X -1)(X + 1). 

IV. 311. Descompuneţi în factori ireductibili, polinoameele: 
a) ,.ra + x2y +·x y2 + Y3, 

b) .YY - aY - bX + ab, a,be IR 

c) X 3 + 2X2 + 2X + 4 
d) X 3 + X 2Y + 2XY1 + 2TY3 

e) (X - 1) (Y - 1) + (X - 1)(2 - Y) + (2 - X) (Y -.1) + 
+ (X - 2) (Y - 2) 

R, Folosind proprietăţile sumei şi produsului monoamelor şi polinoamelor, ohţinem r 
a) X3 + X2 Y + XY2 + Y3 =(X~+ X 2 Y) + (XYi + l"~) = X2(X + l') + Y• (X+ 

+ l") =(X+ Y)(X2 + y:1). b) XY - aY - bX + ab = 
= Y(X - a) - b(X - a)= (X - a)(Y - b). c) X3 + 2.X1 + 2X+ 4= 

(X3 + 2X2) + (2X + 4) = X2(X + 2) + 2(X + 2) =(X+ 2)(X2 + 2). 
d) X 3 + X2 Y+ 2XY2 + 21'3 = X 2(X+ Y)+ 2Y2(X+ Y)= 

=(X+ Y)(X2 + 2Y:1). e) Obţinem: (X -1)(1' - 1 + 2 - Y) + (X - 2)(Y - 2 - Y + 
+ 1) = X - 1 - X + 2 = 1. 

IV. 39. Descompuneţi polinoamele: 
a) x2 ......, 2y2; b)X2" _ y2•; c)X2•+1 + y201; 

d) (2X + 1)2 - (2X - 1)2 ; e) (X~ Y) 3 - (X+ Y) 3 ; 

f) 4X2 - Y2 - 4X + 1; g)X2 - 9Y2 - 2~ + 6Y; 

h) X 2 - 4X + 3; i) X 6 + X 3 - 2; j) X 6 - 2X3 + 1. 
R, a) Folosim formula a1 - b1 = (a - b)(u + b). Obţinem: 

X1 -2Y2 =(X-}'2Y)(X+V°:fY). b) x1a - yzn=(X- Y). 
cx2n-1+ x1n-2y+ ... +xy:n-2+ yan-1) 

c) _y2n+1 + y2n+1 = ( X + y J( xzn _ xzn-l y + x2n-2 yz _ . , • , _ X }'Sn-1 + y2•) 

d) (2X + 1)1 - (2X - 1)2 = (2X + 1 - 2X + 1)(2X + 1 + 2X - 1) = 8X. 
e) Aplic.lm formula a3 - b3 = (a - b)(a2 + ab + b1) şi obţinem: (X - Y)3 -

-(X+ Y)3 = (X - Y - X - Y), [(X - Y)2 + (X - Y)(X + Y) +(X+ Y)2J = 
=-2Y(X2 -2XY+ Y 2 + X 2 + Y2 + X 2 +2XY+ 1'2 )= -2Y(3X2 + Y2) 

f) 4X2-Y2 -4X+1=(4X2 -4X+1)-Y2=(2X-1)1 - l'2 =(2X + y -1) (2X-Y-1). 
g) X 2 ~ 9Y2 - 2X + 6Y = (X8 - 2X + 1) - (9Y2 - 6Y+l) = (X - 1)2 -(3Y-1)2 = 

= (X - 1- 3Y + 1) (X - 1 + 3Y - 1) = (X - 3Y)(X + 3Y- 2) 
h) X8-4X+3=(.\'.2-4X+4)-1=(X-2)2"".'1=(X-2+1)·(X-2-l)=(X-3)(X-1) 
i) X6 +X1 -2=(X•-1) + (X3 - 1)= (X - 1)(X4 + X 3 + X2 + X+ 1) + (X - 1)• 

·(X8 + X+ 1) = (X -1)·(X'+ X 8 + 2X2 + 2X + 2). 
J) X1 - 2X3 + 1 = (X1 - X 3) - (X3 - 1), = X3p..-t - 1 )- (X - 1) (X1 + X+ 1) = 

== (X -1)(X4 + X 8 - X2 - X+ 1), 
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IV.· 48. Descompuneţi in polinoame ireductibile cu c~eficienţi · în CQ, 
respectiv'IR, polinoamele: . · · . 

a) X2 + 3X + 2 
b) xs - ax2 + ax - 1 

c) X5 - 4 4 -:2ţ' + 2. 
B. a) X 8 + 3X + 2 = X 1 + 2X + X+ 2 = X(X + 2) + (X+ 2) = (X+ 2) (X+ 1) 

reprezintă descompunerea polinomului ln poJinoame cu coeficienţi hi c:i, IR. 

b} ,Kl! - 3X1 + 3X - 1 = (X3 - 1} - (3X1 - 3X) = (X - 1)(X8 + X+ 1) -

- 3X(X - 1) = (X - 1)(X1 + X+ 1 - 3X) = (X - 1)(X2 - 2X + 1) = 
= (X - l)(X - 1)2 = (X - 1)~ este descompwierea ln poUnoame cu coeficienţi 

ln Q şi IR. 
c) XI - X' - 2X + 2 = X'(X - 1) - 2(X - ii.) ""' (X - l)(X' - 2). este descom

punerea polinomului tn poJinoame cu coeficienţi tn c:i. cu coeficienţi ln IR polinomul se des
compune astfel : 

(X - 1)(X1 - }'2) (XS + }'2) 

IV. 4:1. Descompuneţi cu coeficienţi în IR, polinoamele: 
a) X'+ Y4 ; b) X 4 + 1; c) X'+ X 2 + 1 

R. a) X' + Y' = (XS + Y2)2 - 2X2Y• = (X2 + Y2) 2 - (V2XY)1 = 
= (XI+ ys - f2XY)(XB + ys + f2xY). 

b) x, + 1 = cx1>• + 1 = ex•+ 1)• - 2x1 = ex• - V2x + 1)-<XS + (2.x + 1). 

c) X'+ X2 + 1 = (X'+ 1) + ,XI= [(.XS + l)i - 2X2] + X2 ,;,. (XS + 1)1 - XI= 

= (XI- x+ 1)(X2+ x+ 1). 

IV. 42. Descompuneţi în factori ireductibili urm~toarele polinoame 
(omogene şi simetrice): 

a) (X+ Y) 3 - X 3 - Y~ 
b) (X + Y)& _ xs _ ys 

c) (X + Y)7 - X 7 - Y 7• 

R. a) Metoda I: Avem P(x, O)= P(O, y) = O (vezi exerciţiul IV.35), deci XY divide
P(X, Y). Polinomul fiind de gradul III, omogen şi simetric, va conţine un factor omogen de
gradul I şi simetric tn X şi Y, adică de forma aX + aY. 

Deci: (X+ Y)3 - X 3 - Y3 = XY (oX + aY). Efectulnd calculele, obţinem: 3X2Y+ 
+ 3XY8 = aX2Y + aXY1, de unde rezultă a= 3. Aşadar: (X+ Y)8 - x, - Y2 = 3XY 
(X+ Y), (1). 

Altfel : Metoda a II-a : Avem (X+ Y)3 - X 3 - ya =(X+ Y)3 - (X+ Y) (XS + 
+ XY + Y1) =(X+ Y)(X1 + 2XY + Y8 - X2 + XY - Y3) = (X+ Y) · 3XY. 

b) Analog P(X, Y) =(X+ Y)1 - X5 - Y1 se divide P.rin XY. Considerind polinomu) 
tn nedeterminata X şi înlocuind X cu - Y se obţine P(- Y) = O, deci X+ Y divide P(X, Y). 
Polinomul fiind de gradul V omogen şi simetric, rezultă că va conţine şi un factor de gradul 
al Ii-lea omogen şi simetric, adică factorul aX1 + bXY + aY8• Deci P(X, Y) = XY(X + Y) 
(aX2 + bXY + aY1). Efectulnd calculele ca la exerciţiul precedent, rezultă: (X+ Y)1 -

- X1 - Y6 = 5XY(X + Y)(X8 + XY + l"I), (2). 
Obseruafie : Rezultatul poate fi obţinut şi prin calcul direct, prin metoda a II-a utilizată 

la exerciţiul anterior. 
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c) Ca şiln cazurile anterioare P(X, Y) =lX +. Y)7 - X 7 - YI se divide eu, 'XY(X-;. 't'). 
Polinomul va conţine şi un factor simetric şi omogen de gradul IV, adică de forma: . ' . . 

aX + bX3 Y+ cX8 Y8 + bXY3 + aY. Obţinem: 

(X+ Y)7 - X7 - Y7= 7XY(X+ Y)(X1 + XY + }"li)•,· (3). 

Obseroaţie : Formulele (1), (2) şi (3) slnt cunoscute şi sub numele- de identitiille lui 
Cauchy. 

IV. 4SP0. Descompuneţi polinoamele: 
a) X 2(Y + Z) + Y2(Z + X) + Z2(X + Y) + 2XYZ 

b) X(Y + Z)2 + Y(Z + X)2 + Z(X + Y)2 - 4XYZ 

c) (X+ Y + Z)3 - (-X+ Y +-Z)3 - (X-Y +Z)2 - (X+Y-Z)2 

1t. a) Consid~lnd polinomul ln X, valoarea - Y dată lui X ;mulează polinomul Deci 

(X+ Y)(Y + Z)(Z + X) divide polinomul care avlnd ·gradul· 3, rezultă că va admite o des
compunere de forma: a(X + Y)(Y + Z)(Z + X) a;;; IR. a se determină dind valori particulare 
lui X, Y, şi z. Dind, de exemplu, valorile O, 1, 1, obţinem a ;=, 1. 

b) Analog se obţine des<;ompunerea : 

(X+ Y) ( Y + Z)(Z + X). 

c) Considerlnd polinomul ln X, valoarea O dată lui X, anulează .. polinomul. Analog 
pentru Y, respectiv Z , deci XYZ divide, polinomul. Polinomul fjin~ de gmdul ,3 
rezultă că admite descompunerea de forma aX YZ; a se determină dind, de exemplu, valorile 
a nedeterminatelor X, Y respectiv Z. Obţinem a = 24. 

IV. 44P0. Descompuneţi polinoamele: 

a) X2(Y - Z) + Y2(Z - X)+ V(X 7 Y) 
b) X 3(Y - Z) + Y 3(Z - X) + Z 3(X - Y) 

c) X(Y - Z) 3 + Y(Z - X) 3 + Z(X - l'") 3 

R. a) Polinomul fiind antisimetric ln X şi Y se divide cu X - Y. 
Analog se divide cu Y-:-- Z şi Z - X, deci polinomul se divide cu_ (X - Y)(Y - Z)(Z- ~ ti 
fiind de gradul 3, admite o descompunere de forma a(X - Y)(Y - Z)(Z - X), a e IR. a se 
determină dlnd lui X, Y respectiv Z, de exemplu, valorile O, 1;·2. · 
Obţinem : a.= -1. Deci : 

Xll(Y - Z) + Y1(Z - X)+ Z3(X - Y) = -(X - Y)(Y ~ Z)(Z - X). 

b) Analog (X - Y)(Y - Z)(Z - X) divide polinomul care fiind de gradul 4, va admite o 
descompunere de forma: (X - Y)(Y - Z)(Z - X) (mX + nY + pZ), m, n, pe IR. Efectulnd 
produsuţ şi identificlnd coeficienţii, obţinem m = n = p = -1. Deci:. 

xa(y - 2) + Y3(Z - X)+ Z3(X - Z)= -(X - Y)(Y - Z)(Z-- X)(X + Y + Z) 

c) Analog (X - Y)( Y -Z) (Z - X) divide polinomul care va admite o descompunere de 
fOT,ma: 

(X- Y)(Y -Z)(Z- X) (mX+ nY+ pZ), m, n, pelR. 

Procedlnd ca la exerciţiul anterior obţinem ~m»Jnrnerea: (X - Y)(Y - Z)(Z - X)(Z + 
+ Y+ Z) 

IV. 451'°. Arătaţi c~ polinoamele: 

a.) P(X) = nX•+ 2 - (n + l)X•+i + ;r 
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·b) f(X) :::a .z•+l - .z• -I - 3:.l' + 3 

"·' R(X) = 2ta.X2n+i - (2n +l)X2• + 1. 

sînt UiYizibil~ p~in (X - 1)2, ne IN-
.R. a) Avem: nx•+2 - (n + 1),X•H + X= (nX•+s - nx11+1) -(X•+I - X)= 

= nX11·• 1(X - 1) - X(X11 - 1) = nX0 +1(X - 1) - X(X - l)(X•-1 + xn-a + ... +t) = 

-=(X - 1)(nX11+1 - X• - xn-1 - ... -X)= (X - l)[(X•1 1 - X•)+ (X11+1 - xn-1)+ ... -f 

+ (Xn+1 - X)]= (X - l)[X•(X -1) + x•-1(X1 - 1)+ .•. + X(X• -1 )] = 
.......... 

= (X - 1)2 [Xn + x•-I(X + 1)+ ..• + X(X•-1 + x•-2 + .. + l)]. 

-ele uncie rezultă ceea ce trebuia demonstrat. 
Obser11aţii : 1) In calculul anterior, dind ln continuare pe X factor comun, rezultă c'i 

polinomul se divide şi prin X ( X - 1)1 . 2) Rezultă, de aserr.enea că, oricare ar n x e 1l, numă
rul P(x} se divide cu 2, deoarece tn descompunere apare produsul a doi întregi consecutivi 
.z(x - 1). 

b) Analog, avem :Q(X) = (Xn+l - x•-1 ) - (3X - 3) = x•--1(X3 - 1) - 3(X-1) = 
= (X - 1)[X•-2(X2 + X+ 1) - 3]=(X - 1)(X11 + xn-1 + xn-11 - 3)=(X - l)[(X• - 1)+ 

+ (X•-·1 - 1) +(XII-I - 1)]=(.X - 1)2[(X•-1 + xn-a + ... + 1) + ex•-•+ xn-3 + ••. + 1) + 

+(X•-3 + X•-&+ .•. + 1)) = (X - 1)2(X•-1 + 2x1a-2_+ 3X•-3 + 3X•-, + .•. +3) 

Deci (X - 1)2 divide Q(X) 
c) Avem R(X) = (2nX211+1 - 2nX211) - (X2• - 1) = 2nX2•(X - 1) - x:n-1 şi, tn con

tinuare, se procedează ca la exerciţiile precedente. 

IV. 46. Determinaţi polinoamele nenule de forma P(X) = x• -
- nX•+ 1 + n.X -1, divizibile cu (X - lf'. 

R, Avem: P(X) = (X11 - 1) - nX(X•-2 - 1) = (X - l)(X•-1 + ... +1)

-nX(X - 1) (X•-•+ ... +1) = (X - l)l(X•-1 + .. . +1) - n(X•-2 + ... + X}I = 
= ( X - 1) · Q ( X) Trebuie ca X - 1 să dividă Q( X), ceea ce are loc dacă Q(l) = O, adică 

(1 + 1+ •.. +1) ,- n(1 + 1+ ... +1) =O.Deci n - n(n -2) =0 

de n ori n-2 c,ri 

,de unde rezultă n = O sau n = 3. Penti·u n = O se obţine polinomul nul, iar pentru n = 3 se 
,obUne polinomul X 3 - 3X2 + 3X - 1, care satisface cerinţele problemei. Observaţie: X 3 -

- 3X3 + 3X - 1 = (X - 1)3, deci, am obţinut, totodată, polinoamele de forma respectivă 
.care se divid prin (X - 1)8• 

IV. 47. a). Determinaţi relaţia între m şi n., numere naturale, astfel 
tncît polinoamele 

P(X) = mx2•+ 1 + n.X + m + n să se dividă prin X 2 ,..... 1. 

b) Există polinoame nenule de forma P(X) = n.X211+1 + n.X + 211 
,care să se dividă prin X 2 - 1. 

R, a) Trebuie ca P(-1) = P(l) = O. P(-1) = m(-1)211+1 - n+ m+ n = -m -
- n + m + n = O, deci X+ 1 divide polinomul P( X). P(1) = O implică m + n = O, aceasta 
fiind relaţia pe care trebuie s-o îndeplinească m şi n. 

b) Observind că polinoamele date se obţin din cele de la punctul a), pentru m = n, 
-condiţia 2n = O arată ci nu există polinoaine nenule care să satisfacă cerinţele ptoble~ei. 
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IV. 48. '·At&.ţi cel ·ma.î ma.re-'tUtir:or corru:tn: -şi· col înai inic ·umitip)a 
comttll al' PQ!in'dam.elor urmltoar~, · 1 

, , . a).J = ~X1 -::- l ; , _, 3.I3 + 2P + 2.X - 1 
. 'b) j..-',xs·+ .. 3X1 ·- 2X -8;.. g. ~ X.2 + _6.Z .+ 9 

c) J : xi. ·_ 6.J:'1 + llX - 6:; ·g· =- ,i:a ·- 8X2 + 19.Z - 12 I 
i = x•.,..,, 1; -i=.Z1 -l 

d) J = ,,.ro + .za - 2 i g = X 5 - 2_X3 + 1 
e) f =X'+ .,i-;i + 1; g = X 3 - 2X2 + 2X-:-, 1 ;,., i :;:a .X3 +.l .. 
f) f = :x, + 1; 9 = xs - x +V2; 1,, = xs - 2y2°x2 +ax -'{i 
g) f :-:: 4X + 9Y1 - 4X + 61"; g·= 4X2 + 9Y2 - .12Xl-

h) f = X 2 + X 3 - 2X2 - 4:X + 4; g = X 3 + X 2 + X -- ;l 

i) f = X 5 - 10X3 + X; g = .I:3 - ava x 2· + 1.X -:- \f3 
. , I 

j)f·= (X -t Yf - Xii - Yo; g = Z' + y, + x2y2r 
R. a) Obţinem: f='9X1 - 1 = (3X -·1)(3X+ 1). Polinomul g poate avea factori 

pe SX - 1 şi '3X; + 1. Ef~tulnd g .: (aX - 1) fbţinem : X1 +. ~+ i. Oefi I' 'F _(Ş~ - 1) 0 

·(XI+ X+ l). ~ezult.A el c.m.~.d.c. = 3x - 1 ., şi c.m.m.:n,c. = (ŞX - 1)(3X + 1)•. 
•;x1 +x+1>. 1.-

i:~ q = X1 + 6X+ 9 =:= (X+ 3)1 ; f= X 2(X+ 3) - 2(X+ 3) =- (X+ 3)(X2 - 2) = 

9,(:!{ + .3)(X .:_ f:ij(X + y:ij. _ ~-~-m.d.c. =:= X+ 3 'fi c.m.~.m.c. = (X - 3)2,(X _ :2). 

c) h = (X2 - 1) (X3 + 1), ;=(X.- l)(X.+ 1)(X2 ir ,1); (= (X3 - 1). (Pd, 1) = 
='(X - l)(Xa + X+ l)(X.-+ 1)(X8 - X+ 1)=(X- l)(X + 1)·(X1 - X +.,1)(X3 + X +1); 

((1) = O, deci X - 1 divide f del!i (=(X~ 1)(.X1 - 5X + 6) d (X - 1)(X1 ~ 2X = 3X+. 

+ 8) =;(X- l)(X - 2H:X :- 3).;: Avem, g(l) .;a.O,, . \iecL .g = (X:,.,-i.1).~2 -".7~~ 12) = 
= (X - l)(X2 - 3X - 4X + 12) =(X~ 1)(X'...:.•3)(.\'.'·-·4).-Ri;zulu'l cii c.m.m.d,c: ==X-,- 1 

şi' c.m.im;m.e. =;=(X - 1)(,g,+ 1)·(X~ + l)(X2 -: X.+•1)(X2 + ,X+ l)(X - 2)(X - 3)(X - 4). 

d) {=X•+ xa _: 2 d (X''- 1) + (X8 ..:... 1)~(X - 1)(X' f .X3 + X1 + X'+ 1)+ 
+ (X - l)·(i-: + X+ i) = (X - 1)(X' + x-- -.: 2.X2 + 2X + 2); g = xi-::- 2X3 '+ 1 = 

=Xi - xa-(X3 - 1) = X3(.~ 1 - 1) - (X - 1) (X";- X+ 1)= (X- 1)(X' + X3 - X - 1). 

Decic.m.m.d.c. = X - 1 şi c.m.m.rii.c: ;,;;(X - i)(X' + X 3 - 'x• - X'- i)(X•+;xs'+ 2x2 + 

+ 2x+2> 

e) h =(X+ 1)(X2 -- X+ 1); g = (X3. - 1) - 2X(X - :I.)= (X - 1}-· (X1 + X+ 
f 1 - 2X) =(X.,.. 1){X2 .,.. X+ 1) ; f == X'+ X2 + 1 = (X'+ 1) + X 8, == I(X2 + 1)1 _.:. 

-2X2 1~ X2 = (X2 + 1)2 - X 2 = (X2 - X+ l)(X2 + x+ 1),. 

Deci c.m.m.d.c.= X 2 - X+ 1 şi c.m.m.m.c. = (X2 - X+ 1)-(XS+ X+ 1) (X+ 1)• 
·(X-1) = (X2 - t)(X' - x•+ 1) = x• - 2X'+ 2x1 -1. 

f) f= X'+ 1 = (X2 + 1)2 -2X 2 = (X2 -V:fx+ 1) (X2 + 'V2X+ 1); g poate avea 

factori pe X1 - y:fx + 1 sau X2 + Y:f'x + 1. Intr-adevăr g (X)= (X+ Y2> (X1 - }':fx + 1}· 

La fel h = (X - }'2) (X2 - }':fx + 1). Deci: c.m.m.d.c. = X1 - X'V2 + 1 iar c.m.m.m.c. = 
= cxa - xV:f + 1)(X + 'V2Jcx - 'V2J(X2 + xV2 + 1) 
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·r,,, · IJ) , =~.li~ 3l°)1 şi de.ci f.peate ~na. lacţw P• .!X.-: :,1 r. ,Efe~ţ:ut.•d .(;:, (2ţ;- 'i l") 
91>Unem :?X+ 3 Y - 2. D~i f = (2% - 3 Y) (2X +,. U' ::: :~). t.miDJ.,11..c. ~ ~X - 3 l'.'· ~ 

C.nţ.m.m.c. = (2.X _·3·y)li (2X+ 3Y-'- 2). · 

b) Aplicăm aigoritm~l lui Euclid : f ; g= X rest -·3X1 - X+ 4. Efectultri~cum g : (-3.X-
,p X+ 4), Pentru a evita coerieieriţii f~cţl'Drntri lnmulţim g·cu 3, D~semenea tnmulţim: ;_3X
- X+ ·4„cu ~1.;A~este operaţii nu infhAent.1:ază ~eterlJlinal!ell ~,m,m.d.c, 3g: 3,XS + X - 4 -

2 19 19 , 3 . 
·-= X+ - rest - X - - • Inmulţind ultimul rest cu - efectuăm ln continuare (3X1 + 

3 3 3 19 

+ X - 4) : ( X - 1) = 3X +. 4. Ultimul rest nenul a fost X - 1. Acesta este c.m.m.d.c. Se 
poate evita algoritmul iui Euclid observlndcă ((1) = g(1) = O şi cfoctulnd f:(X - 1) şi g·: (X
-l), obţinem: f = (X - 1) (X~+ 2X2 - 4) şi .g = (X2 + 2X + 3) (X - 1). Hezu.ltă cil 

c.m.m.m.c. = (X - 1) (X3 + 2X2 - 4)(X2 + 2X + 3). 
i) '= X(X' - iox2 + 1) = X[(X' + 1) - 10X31 = Xf(X8 + 1)2 - 12X2( = X(X8 -

-'Jf'ix + 1)(X8+ 21'3x + 1); g = xa - ay:fx•+ 7X - V:f = (X1 - 2y3-:x2 + 1)(X-Va}. 

c.m.m.d,c. = X - \13 şi c.m.m.m.c. = X(X - \"3)(X' - 10X2 + 1). 
J) f= (X+ Y)6 - X5 - Y1 = 5XY(X + Y) (X1 + XY + Y~) g = 

- X'+ Y'+ X'YII = (X1 + 1"2)2 - X f'S = (X1 - XY + f'"'I) (X2 + XY + Y2). Deci 
e.m.UJ,d.c. = X2 + Xf + Y2 şi c.m.m.m.c. = 5XY'(X + Y) (X+ Y + xz Y~). 

IV. 49. Determinaţi a şi b astfel încît c.m.m.d.c. al polinoamelor·= 
J = 2X3· - aX2 + bX + 3 şi g = X 3 - 3X2 - X + 3 să fie un pocinom 
de gradul 2. 

R. g = (X:3 - X) - 3(X2 - 1) = (X3 - 1) (X - 3).Rezultă că c.m.m.d,c, poate fi 
]CI - 1 sau (X - 3) (X - 1) sau (X +1)(X - 3). Cazul I: Daci c.m.m.d.c. = X1 - 1. atunci 
]CI - 1 divide f, ceea ce implică f(l) = f(-1) = O, de unde rezultă a= -3 şi 6 = -8. 
Cazul li: c.in.m.d.c. =(X - l)(X - 3) şi procedlnd analog, reiuită a= 7, b = 2. Cazul 
111: c.m.m.d.c. =(X+ 1)(X - 3). Rezultă a= 5, b = -4. 

IV. 50. Demonstraţi că polinoamele f = (X + 1)3•-.z211 - 2X - 1 
şi g = 2X2 + X - 1 nu sînt prime între ele. 

R. fşi g nu slnt prime lotre ele daci admit un divizor comun diferit de 1. Observlm ci 
(I= (X+ 1)(2X ""'." 1). Rezultă că fse divide prin X+ 1, prin 2X - 1 sau prin g. !âadevil.r: 
f(-1) = (-1 + 1}18 - (-1)1• - 2(-1) - 1 = O, deci X+ 1 divide f şi. eate c.m.m.d.c 
•I polinoamelor. 

IV. 51. A.fiaţi c.m.m.d.c. al polinoamelor : 

P(X) = .X1 ~- 1 şi Q(X) = X 2 + mX 2 + nX + 1, m, ne IR 
R. P(X)=(X-t)(X+1), Avem Q(-1)=-1+m-n+1 şi Q(1)=1+m+ 

+ n + 1. Dacă Q(-1) = O, adi.că m = n, atunci c.m.m.d.c, = X+ 1. Dacă Q(1) = O, adică 
m + n = -2, atunci c,m.m.d,c. = X - :i.. Dacă Q(-1) = O = Q(l), adică m = n = -1. 
alunei c.m.m.d;e. = (X -1)(.X - 1). 
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CAPR'OLUL V 

FRACŢII ALGEBRICE RAŢIONALE 

a;t - x2 + 1 
V.1. Fie fracţia,: F(x) = ------'-. 

x-1 

Determinaţi valorile numerice ale fracţiei pentru n,lorile : - V2; 
l v- v- . - - ; O ; 2 ; 1 + 3, date lui x. 
2 

V- (- }'2)' _ (-}'2)2 + 1 -t-2+1 
li. Avem: F( - 2) = _ = ---

. - V2 -1 - 12-1 
3(}'2-1) 

-----= 
-<Y2+1><V1-1> 

1 (-+ r -(- -¼J +l 13 13 
=3(1-}'2); F(- -2 ) = 1 . = -- = - -; 

---1 
2 

25}'3-52 
F(O) = -1: F(}'2)= 3((2+1); F(1+V°3)= --3 -

V .2. Fie fracţia, : 

-3·8 2.( 

F(X) = (1- Vi)~+ 1 

-X+ V2 + 1 

Determinaţi: F <-VB); F(-1); F(O); F (VS). 

1 V2-1 y- -1 + 1'2+1 
B.Avem:F,(0)=--=-----= 2-1; F(-1)= '"· -

(2 + 1 <fî+1)(}'2-1) 2+}'2 . 

F(Vă)= (t-V2)2}'2+1 = 2 Vi-•+i = 
-2V2+V2+1 1-Vi 
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322 (lipsă) 



323 (lipsă) 



b) s'-9,,. - o, I/ ,,,. O este echivaleatl cw. f [ ( : r -t ]- I, 

X X 
de unde - = 3 sau - = -3. Pe de altă parte: 

y 11 

2·31 -!1·3+1 
---------= 
2 ·38 - 5 • 38 + 3 · 3 + 1 

46 --. 19 

X « 
Pentru - - - 3, obţinem F(x, y) = - • 

y 117 

C) X I - 3 :ty + 21J' = 0 ;y8 [( : r -3 ( ~-) + 2] = Q de unde feEUlti 

X X 2-3+1 
- =1 sau - = 2. Aşadar F(x, y) = ------ = I, 
g 11 ~-5+3+1 

2·28 -3 -2+1 
respectiv F(x, 11) = 2 . 2a - 5 . 21 + 3 • 2 + 1 

11 

3 

' V.7. Determinaţi valorile a reale ale lui X pentru care fracţ,iile urmă.· 
toare nu sînt definite : · 

3) F 3(X) 

x+2 
- 2X - 3' 

x+2 
=- ' x 2 -V2..r 

1 
2) F 1(I) = ------, 

(..l' + 1) (X - 2) 

X 
5) F 5 (X) ~ -----· 

X 2 - 4:X + ~ 
R. O fracţie algebrică nu este definită pentru valorile nedeterminatelor pentru care se 

3 
anulează numitorul. Deci: 1) 2a - 3 = O, a= - este valoarea pentru care nu este definită, 

2 

fracţia F1 i 

2) (a+ 1)(a - 2) = O implică a= - 1 sau a= 2; 3) ~ - V2 •=O saa a(a - Y2) = O, de 

unde a1 = O şi a8 = V2: 4) a8 - 9 = O sau (a - 3) (a + 3) = &= de unde 111 = 3 şi • 1 = - 3;. 
5) a3 - 4a T 4 - O sau (a - 2)8 = O, de unde a.= 2. 
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V.I. Determinaţi valorile• ale lui X. pentru ca.re fra.cţiile următoare 
aint definite : 

1) .F1(X) = JJ ~ Z , 2) .l'a(..l) = (2X -t ~;;; -Ir 3) ' 

')F(Y\- X+l I 

' .-., - 9X2 - 6X -t 1 

R 1) F 1 nu este deffniti ':peliltnl a+ 2 = O, adici pentru a= -2, deci este definită 

pmtru a e IR - {- 2}. 2)" e IR" {- ~ , - 3}, 3)a e IR"{-2,2}, -4) a e IR" { : } • 

5) a e IR"{-2,2}. 

V.9. Determina.ţi va.lorile lui m rea.I astfel încît fracţii]~ următoare 
să, fie definite pentru valorile a a.le llii X indicate: 

1) .F1(.X) = 
..r + 2 

• e IR°"{2} 
.X-m ' 

2) F 2(X) = 
X a e IR• 

' _xz + ma 

3) .F3(X) = 
X-l 

• e IR"'-.{1} 
X - m2 ' 

4) .F4(X) = l a e IR ,.,_{-2, 2} 
...za-m ' 
...l'-1 

•e IR. 5) F 6(X) = , 
.X-m 

R. 1) F1 nu este defmiti pentru a= 2, deci 2 este soluţie a ecuaţiei ln a, a - m - o. 
de unde rezuită m = 2. 2) Ecuaţia a& + w = O nu are rădăcini reale, deci pentru orice m funcţia 
este definită pe IR. 3) 1 trebuie sli. fie soluţie a ecuaţiei ln a: a - m1 = O. Rezultă m = ± 1. 
4) - 2 şi 2 soluţii ale eeuaţiei ln a a• - m = O implică m = 4. · 
5) Ecuaţia a - m = O are· seluţie lntotdeauna m = ci. Rezultă că nu există m astfel Incit 
funcţia să fie definiti pe 1t 

V.to . .Ară.taţi că fracţiile Ul'lllătoare sînt definite pentru orice.valori 
a şi b reale, nenu~ • ':I: bale lui X, respectiv Y: 

1) F (TI .X - 2 
1 -, = .za + ya' 

2) .F ( v-. _ X + 1 • 
a -4.J - za + ya - .XY 

325 



R. 1) 1ntr-adevăr ecuaţi1l'a21 + 1, 11='0;nu\tre' soluţ~ 'dHerifA 'd~' ceâ banali tli „ J) 
a:' + b 2 - ab > O deoarece 2a2 + 2 111 - 2 ab = (a - b) 2 + a 1 + b1 > O ,;i':cum a şi b llna 
diferite şi nenule rezultă a 2 + b 8 - ab> O, deci fracţia este definită pe IR. 

V.11. Amplificaţi fracţia. : 

.F(X> ·= x•-' .:,...'X+ i. 
x 2 +x +1 

a) cu polinomul X - 1, b) cu polinomul X 1 +X+ l .. 

(X2 - X+ 1).(X·-1) X'- 2X' + 2X -t 
B. a) Obţinem ------ = ----- • 

(X2 + X + 1) (X ..,. 1) XI - 1 

(X2 -X + 1) (X2 + X + 1) X 1 + XI + 1. 

li) (XS + X + 1) (X2 +X+ 1) =(XI+ X +1)1 • 

V.12. Amplificaţi fracţ~~: 

X 1 -XY + Y1 .F(X,Y) = ----,,-.. ___ .....;.._ __ _ 
X 3 ~ X 1Y +XY1 - ya 

a) cu polinomul X + Y, b) ·cu polin9m~ X - Y. 

. (X1 - XY + Y1) (X + Y) XI + l'9 
B. a) Obţmem: . = -~- • 

(X3 - x2y+XY2 -Y1)(X+Y) x•...:..:. y• · 

X 2 - XY + Y2) (X - Y) X' - 2XIY +2 Xl" - l'9 
b) (X3-xsy +XY2 - Y3) (~ -Y) =;, X•-2 XIY + 2 XIYl-2xY1 + y• • 

V. 13. Simplificaţi fracţiile : 

X 3 +X 
a) X4 + x2' 

c) aV'2 + b'V6 a, b e ~-

aX + bV3X' 

e)2X3 + 3X2 - 8X -12 
4 -X2 

X 2 - Y2 +' 6X + 9 
g) X 2 - Y 2 + 3X ..:.. 3 

b) _x_s_-_x_ 
3X2 +:U 

2x1 ._3 
d) .. 

2x+ Vi 
... 2x1 ~ s f) . 

2x:1r_ BX + 8 

xs - x• .... ::ax -1 h) . 
X 4 - 4X1 - il - l 



IX1 + Y• 
i) 2(.Z + y 

• IX• + y:. + (..l' + Y)3 

J) 2{.X + Y) 

~ R. a) Seeatea,fact4mll C81DDII JC de Ja numlritor şi XI factorul comun de la numitor ........ . . ' 

P + X X(.XS +,1) 1 
x•+p'= Xl(lP +·1> =x · 

b) AYeJD: X(XI - 1) =; X(X + 1) (X-1) =X,+-~. 
SX(X +1) 3X(X - 1) 3. 

l'2<• + b}'ij Vi" . -
c) ------- = - pentru a + ,,Y3 ,f, O. 

X(a+ bV3) X 

2P- s ()'ix-}'3} <Y:fx +-Yij· Jf:fx- l'3. 
tt> ax+ itc· .. ,., Vi<Yix + Y5> = y2 

(US-IX) + (3XI - 12) 2.X(Xl-:-4) + "3(X1 - 4) (Xl-4) (2X + 3) 
e) -------=---- ---- = ---- =-2X-3. 

4 - XI · -(XI - 4) - (X1-4) 

' 
2(XI - 4) . 2(X - 2)(X + 2) X+ 2 

f) 2(XI - 4X + 4) - 2(X - 2)S = X---2 • 

(XI + 6X + 9) - y1 .. 

g) (XB - Y2) + (3X - 3Y) = 

(X+ 3)1- Y9 (X+3 - Y)(X+3 + Y) X-Y+3 
==(X-' Y)(X+Y) + 3(X--'- Y) = (X - Y)(X + Y + 3) = _X ___ y_ 

b) La numirilor scriem 3X ·= 2X + X şi grupl~ convenabil. 

= 

Ob iM!m:. (XI - X) - (XI +. 2X + 1) = X(X8 - 1) - (X + 1)1 • 

ţ · X 1 - (4X1 + 4X + 1) X' - (2X + 1)9 

X(X-t)(X + 1)- (X+ 1)1 (X + 1) (XI - X - X - 1) 

. (X + 1)2(X2 - ax - 1) (XI - 2X - 1) (XI + 2X + 1) 

XI+ ya 
i) 

2(X + Y) 

(X+Y) (XI - XY ~ Y9) }1.-s-xy + ya -------=----2(X + Y) .2 

1 
=-~· 

x+1 

(X+ Y)(XI - XY + Y8)+ (X+ Y)I (X+Y)(XI-XY.+Y1 + XI +2XY+Y1 ) 

j) 2(X + Y), = 2(X + Y) = 

2XI +XY + 2y1 
=--2--· 
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V.14. Simplifica.ţi fra.cţiile : 

a) za - 6X2 + llX - 6. ; 
x 2 -1 

X 2 -4:X.+4 
b) 2.r1 + X 2 - 3.:X - 14: ; 

C) xa + (2a + 1) X 2 - 4a1 
__ ..:,__::,.____,:_..:,__ ___ .;...._, • 6 IR. ; 

.za - Şa2X + 2t11 .' 

2X2 + Y2 - 3XY + X - Y d) . ; 
2X2-Y2 -XY-I+Y , 

e _ic_ 2x2y + y2 _ ..K_2 + 2XY• _ yc·. 
) xa - X 2 - X 2 Y + XY2 + Y 1 - Y• 

B. a) Numitorul devine (X -_l)(X +1). Rezultă că polinomul de la numlnltor ar putea 
avea ln descompunere pe X- 1, X+ 1 sau (X-l)(X + 1). Pentru valoarea t dată lui s:, poti
iaomul de la numiri.tor se anulează, deci are ca factor pe X - 1. 

. . (X - 1)(X2 - 5X + 6) XI - 5X +6 
Obţmem deci: __ .....,;_ ____ .;_ = ----- • 

(X - 1) (X + 1) X + 1 

b) Numărătorul XI - 4X + 4 = (X - 2) 1, de unde rezultă el polillomul de la numitor 
se divide cu X - 2. 

(X - 2)1 X- 2 
Deci: -------- = ----· 

(X - 2) (2X2 + 5X+7) 2XS + 6X+7 

c) Observăm că numărul a anulează polinomul de la numitor, deci X - a este un factor 
al său. 

Avem XS ..,. 3a2X + 2a3 = (X - a) (XI + aX - 2al) = (X - a)(X - a)·(X + 2a) = 
= (X - a)1 (X + 2a). Rezultă, în continuare, ci X - a sau X + 2a pot fi factori ai polinomului 
de la numărător. Efectuind lmpărţireil cu X - a, respectiv cu X+ 2a, deducem că: X'+ 
+ (2a + l)X 1 - 4a 2 = (X + 2a) (X2 + X - 2 a), Simplificlnd, obţinem fracţia: 

Xl+X-2a 

(X - a)1 

d) La mJmărător, scriem 3XY = 2XY + XY şi grupăm: (2 XI - 2XY) + (Y2-X Y) + 
4-X- Y = 2.X(X- Y) -Y(X-Y) + (X - Y) = (X - Y)(2X - Y + 1). La numitor 2XS = 
- XI+ XS şi obţiRem: (X2 - Y)1 + (XI - XY) - (X - Y) = (X - Y) (X+ Y)+X(X -
.... Y) -' (X - Y) = (X - Y).(2X + Y - 1). Simplificlnd, obţinem fracţia ~ 

2X-Y+1 

ll+Y-1 

· (X' - Y') - (2XY1 - 2XIY)-(X9-YI) 
e) Obţinem: · · -

(XI - Y8) - (XI - Y1) - (.%1Y - XA 

X.S + XIY + XY1 - 2XY - X-Y+Y1 - .XS-X-Y+l'1 



V.U. Si.111pliffoa.ţi fracţiile : 

X'·-:-- (a2 + b!}X 2 + a2b3 a) ______________ .._..;,. __ , a, b e [R; 

.Z2 - (,i + b)X + ab 

_xz - (• + a ) X + a" 
b) a+b _ a+b -----.......:....--'---:.~----'-- , a,, b e CR•, a + b ::p O; 

x 2 + (1t + a )- X+ ab 
a+b a+b 

-
X 2 + 1984-X - 198."i c) . 
.• P - l986X --J· 19M. 

n. n) (a2 + 1,:).X2 =c.~.P + b1X,şi gropim: (X' - alX1)-(b1XS - o2b2)=X2(X2 -.r)
- l,2(X2 - a2) = 1X2 - a'HX2-b1). Analog. numitoral·-se descoi:npune (X-a) (X~ b). Sim, 
plificind. nb\in(•m (X + a}(.\" + b) . 

.li) Ca la exercitiiil precedent: 

(X -a) (X-a:',,) 
·----- = f- -a 

(X- b)(X- ~) 
a+b 

X--b 

c) X 2 - 1!18flX+ 198:, = (X: - 1085X> - (X - 1985) = 

= (X - 1~85) (X - 1): X2 + 19i4X - 1985 = (XS + 1985X) -

X+ 1985 
-(X+1985) =(X+ 1985) (X - l). O!>ţinem: ---- • 

· X -1985 

V.16. Si~l)lificaţi fracţiile : 

(X5 + xa - 2) (X+ 1) c) '----'-----'---'--..;__....;.. ' 
(X6 + X 3+ 2) (X - 1) 

X 5 -2X3 + 1 
d) X4 + xs ""- _x2 :_ .X - 1 ' 

X 11 + X5 + X' + .,l"3 - 2X - 2 
e) .z• - X 6 + X' - .X3 + 2 .X - 2 • 

.X8 +1 (X+ l)(XI - X+ 1) ,XI - X+ 1 
n. a) X6 +1 =(X+ l)(X' - XI+ ,XI - x+1) =X'--~+ XI -
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b) X~ + xa - 2 = (X6 - 1) + (X' - 1) = (X - 1) (X1 - X' + IX" +. 2). 

X'-X'+2X2+2 
Simplificăm şi obţinem: xa + X.S + X +t • 

.x--:x.a+us+2 
c) -------- • 

X1 - X'+ 2XS-2X +2 

d) X1-X8-X8 + 1 = X8(X-1)(X+1)-(X-1) (X.S+X + 1) = (X - 1)(.X-+X'-XS-X -t. 
Dupi simplificare obţinem: X - 1. 

e) La numărător: (X' - X) + (XI - X) + (X1 - 1) + (X' - 1) = 
= (X - 1)(X5 + X' + X3 + X.S + X + ~+xa + X.S + X + X1 + X + 1) = 
= (X - 1)(X5 + 2X' + 2X8 + 3X1 + 3X + 1). Analog, la numitor obţinem: (X + t) (X- -
-2X'+3X3-4X2 +4X-2) Rezultă el fracţia se simplifici daci, de exemplu, X+1 divide poli
nomul X6 + 2X' + 2X3 +3X2 +3X + 1, ceea ce se-nUmpll. Analog. X - 1 divide pollnclllull 

I x•+x.a+xs+2X-t 
X6 - 2X' + 3X8 - 4X1+ 4X - 2. Dupl. simplificue, obţinem: --------- • 

X' - :x.a + 2XS - 2X + !I 

V.17. Simplificaţi fra.cţiile: 

a) X 3 + 3X2 + 2X (X + Y)5 - xs - ys 
. b) -------, 

X 5 + 32 (X+ Y)1 -X7 - y1 

c) X 3 (Y - Z) + Y3(Z - X)+ Zl(X-'- Y) 1 

X 2 ( Y - Z) + Y 2 (Z - X) + Zl(.J;: - Y) 

d) X 2(Y + Z) + Y 2(Z +X)+ Z2(.X + Y) + 2XYZ 
X(Y + Z)2 + Y(Z + X)2 + Z{X + Y)2 -UYZ 

. X' + x2y2 + y, 
e) X3 + Y3 

/ 

X(X8 + 3X + 2) X(X + t)(X + 2) 
B. a) Avem:-----=--------~--= 

X5 + 2i (X+ 2)(X'-2P+4P-8X+t&) 

=-·x•-2X3 + •x• - sx + 1s 
X(X + 1) 

b) Avem: (X+ r, - X' - Y9-

=5XY(X4-Y) (X2 +XY + Y3) Analog (X+ Y)7 - X' - Y' = 7Jf.Y (X+ l')•(JP + ff +r,i. 
5 

Skmplliictnd, obţinem-----. c) Obţinem X+r + Z d) Obtiuem t. 
7(XI +XY +YI) 

. (X' + Y1) + Xlfl 
e) Obţinem succeS1v: (X+Y)(.xt-xY·+ Y8) = 

(JP-xY+Yl)(P+XY+-r, 
== 

(X + Y) (XI - XY + l'S) 

X1' +XY + Y8 .. . 
X,l-Y 
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V.18. Determinaţi numerele .reale m. şi ii astfel incit .următoarele 
fracţii sit se simplifice: 

a) X 2 + mX + 8 
x 2 -2 

._xt·+.l 
b) . , , I 

X 2 +mx +1 
e) X 3 ..._ 2X2 + mX + n 

X 3 - 3X + 2 

R. a) XS-2 = (X - }"2)(X + }'2), de unde rezultl eA polinomul de la numii.ritor poate 

avea factor pe X - }"2, pe X + f2 ~u ~u~ul (X - V 2)(X + V2). X - Vi este factor 

daci-. P(Y2) = O. Rezultli 2 + mY2 + 8 = O sau m = -5}"2. Analog, pentru m == sVi 
fracţia se simplifici!. cu X+ }12. Fracţia nu se- poate simplifica prin (X - f2)(X+ }"2), de
oarece, pentru nici o valoare a lui m, ,nu~torfil fi numitorul nu coincid (singura posibilitate 
de simplificare in acest caz). 

b) X'+ 1 = (X8 - X V2 + 1) (X1 +X}'J + 1). Rezultil. cil. m = :--V:2 sau m = Yâ 
c) XS-3X + 2 = (X-t)(X -·2-}, Fracţia se silfiplillcl ca X - 1 dacii. m + n ~ 1, se simplifică 
cu X - 2 dacii. 2m + n = O şi se simplifici!. cu (X - 1)·(X - 2) dacii. m = -1 şi n = 2. 

V.19~PO. .Ară.ta.ţi că fracţia. : 

-mX 3 + X 2 + mX - 1 
mX3 + mX2 - X - 1 

se sii;nplificit, oricare ar fi m număr rea.I: 

R. Trebuie· ca polinoamele de la numllrltor şi numitor sil. albli un factor comun inde
pendent de m. Observlm eA, -1. ~ulellzA cele. dOIJI polinoame; deci X + 1 este acest facto. 
comun. Dupil. simplificare, obţinem: · · 

-mX2 + (m + l)X -1 (X -1)(-mX + 1) . . . . .. --------= ------- , care, deci .se mai poate s1mphf1ca 
mXI - 1 m.Y.' - 1 

(pentru m = 1) 

V.20. Arătaţi că'·fracţia: 

4 3 -,f,-.(1., a):X2 + (1."".""" a)X -• 
X 2 - ~y + 1 

; 

este ireductibilă, oricare ar fi a număr rea.I. 

B. Numlirllorul se desco~pl,lne iq .tX·- a)(X1 +X,+ 1), deci .nu_ !!re factor numl~I 
(care este un poli11olil ireductibil).' · · 

V.2t~Po. Determinaţi 11umă:r~ ,real m astfel incit fracţia: 

.F(X) =!; + 2mX2 + mX + 1 
. xa + 2X2 - lS..l: - 6, 

d. fie ireductibilă. , · · 
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R. ~vem X8 + 2~ - 5X - 6 = (X + l).(X ¾ 3) (X-Z). Punlnd condiţia ca numirl
torol ai nu aibi facteri pe X + ii., X + 3, X - 2 

{ 9 26} 
obţinem m e li'\. - - • O, - · • 

ii.O l5 

V.22. Determ.in.a,ţi m şi n numere 1'81trle astfel incît.fracţia,, 

F(.I) = !X' - X 8 + m.Z1 + .nX + 12 , 

~3 + (3 - Vi),Z1 + (2 - 3y°2)X - 2V2 
să devini după simplificare : 

F 1<x> = x-1 + cY2 - 3) x - 3f2 
x.+1 

R. Rezultă ci polinomul de la numitcr se di"ride prin X + t şi citul obţinut XS + 
+(2-t'2)X-2f2 este factorul comun al polinoamelor de la numărător şi numitor. m şi a 
rezultă din identitatea X' - X3 + m.XZ + nX +12 = [X11 + (2 - ,fi}X- 2}':ij • [XI+ (}'2 -
- 3)X - 3 V2J. • . 

Rezultă: m = -4, n = 2. 

V.23.•·0 • Fie fracţia: 

..F(X) = 1 - X:. 
l+X. 

Determinaţi : F(.F(X)); ..F(..F(li'(~).n; F(~(F(.F(X)))) 

1-X 

'· 

~ •. 332 

1---
1 - F(X> 1 +X 2X 

R. F(F(X)) = = --- = - = X; 
1 + F(X) 1 -X 2 , 

1+1+x 

t ~x 
F(F(F(X)))= F(X)= 1 +X; "F(F(F(F(X)))) = F(F(X)) = X. 

V.24. Efectua.ţi : 

1 7 5 
a) -- + -- - -- ; • 

36a2 ,sa 72a• 

c) 
aJ flJ-1 tlJ· 

36 54 - 20, ; 

"'+ 2: 
3(11 +l) ;, 

b)5tl.7:+ 7a·, _ a - 1 • 
24;." 12.: 144 ' 

d) 3~--- 1·. _ 2a; - 1, • 

3." 6: ' 

!) a: 2-· . 
. ·- . -~; 

11+,1 3•·+& 

:"T-· 

-



1 1 
g) .2 ~ ai + u + .2 1 t-o •)-+--· 

• 62 + bc ' 

"+2 j) ~ - 2 -1,, t8 -t 3 k) 
a 

41-2 
; 

2x + 1 3ar - 3 cb -21, 

I) 1 + 1 3 

4:(• + b + o) 2(s + b + c,) 4:(• + • + e) 
; 

•> 1 + 1 _ 5 • 
2( a + 1J + o) 3( • + • + c) 6( a + b + e) 

11. Avem: 

") "+1 1----
(» - 1 

1 7 5 4• 21119 10 21111 + 4a - 10 
a) 3&«• + 41a 72r - 144-3 + 144a8 U4a8 - 144 r ; 

5• 7• • - 1 30• 14• • - 1 30a + 1411 - a + 1 43a 7 1 • 
~) 24 + 72 - 144 = 144 + 144 - 144 = 144 ' = 144 ' 

x x - 1 x 15x tt(x - 1) 27x 15x - 10x + 10 - 27x 
c) 38 - _5_4_ - 2t = -541 - 541 - 549 = 540 == 

-22x+11 2(-11x + 5) 
- = 541 541 

-lh+i 
271 ; 

3~ - 1 2x - li 2(3x - 1}_ 2x - t 6x - 2 - 2x + t 
41) ---- --= --- = = 4x+6-2 

3 i i i G 6 ; 

x + 2 x + 2 3(x + 2) 2(x + 2) 3x + 6 - 2x - 4 x + 2 
e) 2(x + 1) - 3(x + 1) = l(x + 1) - l(z + 1) = 6(x + 1) = 6(x + 1) ; 

3 
f) --- =--

z+l 3:i:+3 3:i:+3 

2 9 2 
---= 
3:i: + 3 

t-:;i 7 
=---

3:i: + 3 3:i: i- 3 

1 1 li • 1 •>---+--=---+---=--; _. + at •li + 111 •t(a + li) a6(a + 6) at 

1 i - C t + C J - C t + C + t -8 26 2. 
la) T + t• + k = 1(1 + c) + t(t - c) = 1(6 + c) = 6(t + e) = -.-:;; ; 

• .:z! _ z + 2 _ (s + t)(c - 2) 
• - t ~ - t (s - t)(c - 2) 

(z + 2)(z -1) 

(z - 1) (a: - 2) -
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(x + :.)(:x: - 2) - (X + 2')(:x: - 1) :x:1 - 2,2; + :. - 2 - (:x:9 - x + 2x - 2) - = = 
(x - 1) (x - 2) (x - 1Hx - 2) 

:,:,I - 2x + x - 2 - :x:1 + x - 2:x: + 2 -2x 
-= = ; 

(x - 1) (x - 2) (x - 1) (x - 2) 

x - 2 x + 3 (x - 2) (3x - 3) (x + 3) (2x + 1 

f) 2:c + 1 + 3x ~ 3 = (2x +· 1) (3:c - 3) + (3x ~ 3) (2x + 1) = 

(x - 2)(3:z: - 3) + (x + 3)(2x + 1) 3xl-Jx - ix+ 6 + 2x1 + x + &x + 3 
a::: ---= 

,(3x - 3) (2x + 1) · (3x· - 3) (.Ix+ l) · 

5x• - 2x + 9 • 
-=-----,· 

(3:z; - 3)(2 X +1) 

a a+ 1 
k) 116 - 26 - - •• - ,, = 

•<• -1) 
1'(a - l}(a - 2) 

(• + 1)(a - 2) 

b(• - l)(a - 2) 

a(a - 1) - (a+ 1)(• - 2). r - 11. - (r - 2. + • - 2) 
= ·--'---li(-.---1)-(tt-. ---2-) -- = ----,,-(,,_-_-1-)(-.-_-2-) --- = 

a2-•-a2+2a-•+2 

== - b(a ~)(• - 2) 

2 
-----; 

b(11. - l)(a - 2) 

1 1 3 1 
I) ---- + ---- - ---- = ---- + 

2(11 + I, + c) 4(a + 1' + c) 4(• + 1' + c-) 2(• + b + c) 

1 - S 1 -2 1 1 
+ 4(a +I,+ c-) = -2-(a_+_"_+_c) + 4-(a_+_b_+_c_) ':"' 2(• +· 1,+ c) - :l(a··-+_b_+_c,_) =-O; 

1 1 5 3 2 
m) -- --- + --~----·-- - . . = . . + -----

2(a + b + c) :l(a+l,-ţ-c) 6(a+b+c) 6(a+b+·c) 6(a+b+c) 

5 3+2-5 
---- = ---·-=o. 
6 (a+_ I, + c) 6(a + b + c) 

-v.25. Efectuaţi: 

., 311 'l ~ 
a,) - . - ; b) - . -,- ., 

y 211 . 2 ' y 



3 8 
.f)-y ·-. - ; 

wy 82.r, 

g) 5x. (- 14abx). ( 8.w.g ); 
8y2 a,2 9y2 

h) a+ b. a - b. 
a-b a+b' 

t) a3 + ab . b2 + ab ; 
ab (a+ b)2 

.) mw + my n J ------. ---
m nw+ny 

k). (x + J/)2 
• (w -. y)3 

(x - y)2 . . ; 
(x + y)a 

1) aax2 - aay~ • b ; 

a2 bx + by 

) w+l ;t:+3' x+2_ m--·--·-~; 
x+2 x+4 x+l 

n) mx + ny . 2x + 3y • ax + bm · 
a + b 51» 2mw + 2ny 

3 
B. Avem: a) - ; 

2 

X 7:i;1 x:8 

b) 2y ; c) 2a1 ; d) 12ab3 ; .. 24:i;g 
c)--; 

5 

f) - 2_ : ) 70abx h) 1; 1) 1 ;j) 1 ; k) 1 
4:i;B g - 9y8 ; (x + y) (x - y) 

I) c(x - y). 

x+3 2.x+~Y 
m)--; n)--· 

x+ 4 10 

V.26. Efectuaţi: 

a,2 y 
a.) - ,- ; 

a,2 y 
b)-. - ; 

y'I. a: .· 
c)--. -- ; -2a: ( 6 ) 

3y2 a: y ~ 

(-2x) ( 3 \ d) 3y . --;p 2x 
e) 6y-; 

3y 

-2x2 3 
11) -- . - ; 

3y f1) 

4a: 
f) - • 6y 3 ;., 

3y2 

i) ~. (- 12g2
). (- ~7x); 

. a, 36xy 1ay 
') w + 2 1 
l w+3 · w+2; 
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k) a!IJ + ag • m + l ; 
a;Z + " # -j;- y 

(" _ y)2 (x + y)2 
m) --- • .;.__..;__;;...;... • 

("+Y)a flJ-y 

X 
H. Avem : a) x; b) - ; 

y 

4 
c)-; 

y2 

2 2 
Iii) - ; e) 4x! f) lxr; &) - - ; 

f X 

2x 
-; 

y 

3x 
i)-; 

1 
j) x+3; 

• k)-; 
«2 X - '!I 

1) ~; a) X+ y •u X 

V.27. Efectuaţi : 

a a x2 g; 

1) h : ~ i b) y : y2 i 
-2x 2 3x2y3 1.2.ay2 

c) -- : - ; •) -- : --·- ; 
y2 y 5•y• 25-,y 

8 -1 2 
0)--:8; f)-:-; 

x2 x2 3x 
) «2.V + X g; : ---:---

a:+2 x-1 

h) tny + ?I~ 
'l!J + 1 

m+y ----; 
(2y + 1)2 

i) -~ + i : • - • ; 
•2 + ab •2 - "• 

. a2 + 2ttb + &2 ., +._ 
J)-----:--· 

a2 - 24i + &2 c - i 

X 5 1 
R. Avem: a) 1; b) xy; c) - - ; Iii) -- ; e)-2 : 

f .fx~ X 

(a2 + 1)(x - 1) 11 + b 
g) --- h) y(2y + 1); i) 1; j) --- • 

x+2 •-b 

V.28. Efectuaţi: 

( 1 )a (-2) 2 a) -; ; b) 5., ; (3x)4 
c)-:- ; 

/.JY 

( a+i)' 
e) (a - i)2 ; 

I'. Ave111: 

[
(l-v)21i 

f) --- ; 
ii + t3 j 

d ( fx2y )s. 
) 3_.2 ' 

3 
f)- - ; 

2«: 

1 
a) -;i; 

4 
b)--· 

25x' ' 

llx' 
c) llif'; 

(• + t)' 
•) (• - ~~ 

([ - 11)10 

f) (u + 18)1 

129fix'«' 

g) (•x= + •)' • 



:1,., V .29. :Efec11uap. : 
,J" 
·> 

b 6+1 2, + 2 l• -4, 1 a)-. -
~ .2 

b) 1 - c)-: 
2 1 fE X 

:.f +- :,--
2 2 

2 3 3 
2-c+- 3a +-+-

411 a c 2 

d) 1 + e) • 
1 ' ' 1 1 ' •+- •+-+-• • a2 

f) (· + 1 ) : ? 1 + 1 ) ; 
1 l 42 + 1 •+-
ti 

g) (2• + ! ) : ( - : + ~) ; 

R. Avem: 

b b + 1 211 + 2 b li + 1 b1 b li 
a) - - -- : ------ -- • ---=----O· 

2 li 1,9 2 b 2(b + 1) 2 2 • 

1 1 2 2x + 1 2 2x + 1 - 2 2x - l 
b}1 - ----1- ---1------- -- -------; 

2x + 1 2x + 1 2x + 1 2x + 1 2x + 1 2x + 1 

2 

X 
x- -

4 1 4 2 4 
c} - : ---- = - • --- = - • 

X X X 1 
x---

112 - e. 151 

2 

2 
2a+

a 

1 
•+• 

X 

2x X 2x'- X 
---
2 2 

1 

2 4 X 
4 • -- = - • - =2; 

1 X 2 X 
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e) 

3 lJ 
Sa+-·+-

a a2 

1 1 
a+-+-

a a2 

( _1 1 ) 3 a+-+ -
a a2 

------=3; 
1 1 

a+-+-
a a2 

2 ) ( 1 ) ( 1 ) (Q2 +-1 1 ) 
1 : 1 + a1 +1 = . a +--;z----1- : a2 + 1 + a1 + 1 = 

a+- - -+-
a a a 

= 2b1 -!=_:_ : (-~ + _:_) = 2(b2 + 1) : - a1 + 1 = 2(b2 + 1) • _h_ = 2(b1 + 1) .• 
b b b b b b 1-a2 1-a1 ' 

1-- 1+- --- -+-
a b . a b · a1 b2 • a a b b · ( b a) (ah b •1 

( b u ) a - b a + b ( ub ab) a - b a + b ; -
h) - + -· : + . = - + - . + -

= Ga + ba : _{ !_ + _!:_) = a2+ b2 ; a + b = a~_:r_!1_2 • ~ = a•+ b' • 
ab _ \ ab ab ab ab , ab a + b ab 

y.30. Efectuaţi : 
I 

(_!_ + _!_ + _!_) . a,6b2 - a' - a5b 
aZ b2 a,b 

a) . ; 
a'b 

b) 1 
(11 - 6)2 
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c) (a2 + ab + h2 a2 - ab - b2 _ a2 -.ab- b2 _ b')· 
~ + d ~ ~ 

. [ tt + 2b _ (3a + 2b)b]; 

• + b (a+ b)2 

d) ( 2:ey + y - a) + y + _!__) . ai2 - y• ; 
1112 _ y2 a,2 + xy x2 _ aiy ai 2~2 _ ai -. 3y 

e) [u_a ___ ,,,_2 - __ l_ (u2 _ .!:)J: u ~"' . 
U1' U + 'U ·V U U 

a 
B. Avem: a) a + b; b) 

(fl - b)3 

a2(a - b) 
c)---. 

b2(a + b) ' 
d) _!_ ; e) _u_ • 

:,; ll +" 

V.31. Aduceţi la forma, cea mai simplă, fracţia algebrică.: 

E = (z + t) .( -ai - y) - (z -- ?/) (t - ai) 

(xy + yz + zt + tx} • aiyzt 

şi calculaţi valoarea, ei numerică pentru ai = 2, y = - 3,5, z = 84,26, 
t = 71,51. 

R. Avem, succesiv: 

- xz - y: - tx - ty - ( 'ZI - zx - yt + yx) 
E = --- -----· ----- -

(xy + yz + zt + Ix) · xyzl 

-:i:z - yz - tx - ly - zi+ zx + yt - yx -xy - yz - zt. - tz. 
= =-------

1 - . 
(xy:+ yz + zt + tx)xyzt (x11 + rz + zt + tx)xyzt 

V :,2. Dete.i·lllinaţ,i e fracţie algebrică ·raţională F aş3l ca 1 

R. Proceptnd auloţ rezolv;rii ec;u~ţiilor cp o nccqm,>l;c~tţ, ,J:iăsl:m: ; 

, .5o.+7 6a+3 5a+?·.,..·2(tia+3) -711+1,.'i·. 
p·= -----·--=. ---• 

·21, b 2b • ·i:1,;,. ;2b) I, 



V.33. Determinaţi doui fracţii a.lgebri06 n.ţieule B şi 1! 
a.atfel ca.: 

R. Fracţia E • putem lua arbitrar, de exernph1 

u • 1,, • rt - • 
E = - . Atunci F = - - - = --- • 

:r; :r; :r; :,; 

V.34. Efectua.ţi : 

a.) (.r - y .+ y - X!) : (_!_ - _!_), 
~ r x; Y 

b) ( X + 2 + X: - 2 - 2) . _rs - 8 ' 
:X I-2 . X+2 8 

( I X + 2 . 3.Z2 ) ( X 1,5 ) .. 
c) .z2 - x + 2 + x - 2x2 - :X• + &.Z1 + e.z 2 - .z ' 

( I + Y X - Y ) ( .z2 y2 ) 
d) 1 - IY - I + XY : l + 1 - I 2Y 2 ' 

( I' +~ + 4:X 2X + 4: , ) xa - .z2 
e) .zz - .Z. + I • 4:_x2 - 4: ' 

( 1 .rz) ( I I) Y2 - .ZY 
f) .za - 2XY + y2 - y2 : X - y + y . .ZY - .z2 + y 

XY-Y9+XY-XZ Y-X (X-Y)1 XY 
R. a) Avem ------: -- = - --- • -- = X-Y• 

XY XY xr Y-X 

(X+2)1 + (X- 2)1- 2(X- 2)(X+ 2) 
b) (X- 2> (X+- 2) 

(X- 2) (XZ + 2X+ 4) 
= I 

l& (X- 2)(X8 + 2K+ 4) 2(X8 + 2X+ 4) 
= (X--2)(X+ 2) • s x+2 

c) <Ntţine•(xcx~ t) + (X +x2;/ - X9) + IX(: t)) · {~ - :X)-
[ 

t 1 JC ] XZ- 1 X(X+ 1) XI - 1 X+ 1 = X-1 + l-X1 + 2(X+ 1) • ~ =2(X*-t) • ~ =-,- • 
2Y(X' + t> 1 - XIY9 x• - V + , 

el) -<' -XY) (t +m . -· a:--= •w+•>· ~ z.! ' 
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X!(X - 1) X' - X2 + 4 
---=----

4(X _; 1) (X+1) 4(X + 1) f) Avem: [(x ~ yr-
( X)1

] 1 Y(Y - X) ( 1 X)( 1 X) 
- Y • 1 )C • XY-XB+Y = X-Y - Y X- Y + Y . 

X-Y+Y 

1 ·----
4 X 

Y(Y ....,. X) Y- XI + XY 
----=----
YX -X• +Y Y(X - Y) 

Y(Y-X) 
---- =-1. 
XY-X1+Y • 

x::r+y 

V.35. Ară.taţi oi expresia. 2 

IJ(.Z Y) _ ( 1 3Y _ 2 ) . (i + 4:..Z1 + Y 1 ) 11.u 
' - 2.Z _ y ~ ya _ 4:.zz 2.X + y · 4:1[• _ y2 , 

depinde de Y. 

2K 4X9 - yl 1 
li. Obţinem succesiv: E(X,Y) = - . • ---

4X1 - Y1 3XS 
- deci II expresie. 
4X 

ladependentl de Y. 

V.36. Cerceta.ţi dacă, expresia. urmă.toa.re este independenti ele .Z şi Y i 

_X_3_+_fZ_,. _2_Y_-_X_Y_2_-_Y_·_• + _1 _ _!_ 
XY I Y 

E(.Z, Y) = (.X y ( 1 1 1 l 
-Y + x-2) .-x +-y) ·XY +-.c- r 

V .37. Cerceta.ţi. dac,i expresia. ; 

I . y 

.w(Z, Y) = 
Y-~+z 
X+!+.!_ 
y .X 

_ra + Y 3 + 3.XY (.Z' + Y) • (Z~ + .ZY ~ 
.z• - Y• 

+ J"I) - .X8, se poa.t& IQ'.ie_. c, putere a lui (-Y). 
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CAPITOLUL VI 
• 

ECUAŢII ŞI SISTEME DE ECUAŢII 

Vtl. Rezolvaţi ecuaţiile: 

a) (2x + 1)2 = (2x - 1)2 ; 

b) (2x + 1)4 = (x....:.... 2)4 ; 

c) (x + 7) 3 = (x + 7)2. 

d) 
x 2 - 4 

e) 
x 2 - 4 

- 4; ----=0; -
x-2 x+2 

1 1 _ 2x + l. f) 
x+l + x-l 

- , 
x 2 -1 

2 1 x+3 
g) ---

x-l x+l (x + l)(x - 1) 

h)' 
x 3 - 27 (x + 3)2 6 

+ -
x 2 + 3x + 9 x 2 - 9 x-3 

R. a) Efectuind calculele obţinem: 4x2 + 4x + 1 = 4x2 - 4x + 1 sau 8x = O, de unde 
rezultă x = O; 

b) Fie a = 2x + 1 şi b = x - 2. Avem a4 = b4 echivalentă cu (a2 - b2) (a2 + b!) = O, 
de unde: I. a2 - b2 =0 sau (a - b}(a + b) = O; adică (x + 3) (3x -1) = O, de unde x + 3 = O 

1 
deci x = - 3 şi 3:i; - 1 = O deci x = - şi li. a2 + b2 = O ceea ce are loc dacă şi numai dacă 

3 
a = O şi b = O. Rezultă 2x + 1 = O şi x - 2 = O care nu slnt satisfăcute simultan pentru 

1 
aceeaşi valoare a lui x. Soluţiile ecuaţiei sint deci x1 = - 3, x2 = -; 

3 
c) Avem (x + 7)3 - (x + 7)2 = O sau (x + 7)2 (x + 7 - 1) = O, de unde rezuUă 

x2 - 4 (x-2) (x+2) 
(x + 7)2 = O, adică .x = -7 sau x + 6 = O, adică x = -6; d) -- = 

· x-2 x-2 
= O. O fracţie este nulă clnd numărătorul este nul. Deci (x - 2)(x + 2) = O, adică x = 2 
sau x = - 2. Dar pentru x = 3 se anulează numitorul fracţiei şi deci nu poate fi soroţie. 
ln concluzie x = -2 este soluţie a ecuaţiei. Observaţie: Fracţia se putea simplifica cu x-2 
deoarece x - 2 trebuie să fie diferit de zero; e) Se impune x+ 2 ;f, O, x ;i, - 2. Obţinem: 
(x - 2)(x + 2) 
------ = - 4 sau x - 2 = - 4, de uude x = - 2 care nu este soluţie ln c~n(jiţiile 

x+2 
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impuse; f) Se impun condiţiile: :r, + 1 'F O şl :r, - 1 'F O. Deci 3: ,t,. - 1 şi :r, + t. Aduclnd 
la acelaşi numitor şi efectulnd calculele, obţinem: :r,-,- 1 + 3; .+ 1 = 2:r. + 1 sau 2:r..=2:r.+1 
-ceea ce este fals oricare ar fi x real. Deci ecuaţia nu are soluţii; g) tn condiţiile :r, + - 1 şi 
z + 1, obţinem: 2(:r. + 1) - (x - 1) = z + 3 sau z + 3 = z + 3, propoziţie adevărati oricare 
:ar fi z real. Deci soluţiile ecuaţiei slnt numerele z e IR'\..{-1, 1}; h) Trebuie ca ~ - 9 + O, 

, · { 3 }z 
.a: - 3 + O şi x1 + 3z + 9 + O. Deci x 'F - 3 şi x + 3, :i:1 + 3z + 9 = . z + - + . 2 . 

27 + - > O, oricare ar fi x real. Avem: 4 . 

:r,8 - 27 (X - 3)(:r,S + 3:r, + 9) (:t + 3)1 
= =z-3 şi = :r,I + 3:r, + 9 x1 + 3:t + 9 x• - g 

I 

(x + 3)1 :r, + 3 
= =--. 

(x - 3}(x + 3) z-3 

·:r.-·3 :r. + 3 6 
·Ecnaţia este deci echivalentă cu :r, - 3 + -- - -- = O 

z-3 :i:-3 
sau :r-3+ --=0 

x-3 
:sau :r, - 2 = O, adică :r, = 2. 

VI.2. Rezolvaţi ecuaţiile cu necunoscuta fC : 

> fC + 1 _ 3a - (I} (I}.+ a -+ a; + b + a: + c O • a a-- ----+4· b) ~-- --- -- · , 
2 2, ' 2 3 4 

c) ma: + 1 + nx + 1 = 1, mn 'F O ; d) _aaJ + b + b(l} + C ~ 
n m C a 

ca:+a (I} a (IJ-b a:-c +---=a+ b +c, abc #:- O; e) - + . +--- = 
b bc ca ab 

.· a: 2x a2 + fC = o, abc #:- O ; f) - ...,. 1 = -· - - --- an ·#:- O ; g) 
a2 a2n a2n21 ' 

a1J+a + 
a-l, 

+ fC - a = (lJ + b + 2(fC - b) , (a+ b) (a_ l>) 'F O; h) 8aa: 
a+b a+b a-b 3-a 

5 - (C ,, 
--- =1, 
2 + ii 

• (C (C. (I} 1 
ae IR - {- 2,3}; 1) -+-+-· + 1 =---, 

a b c a+b+o 

abc #:- O, a + b + c #:- O ; j) 

~+~ 
a- b 

C . 

~+~ 
b C +----+ a 

..!..+~ 
C a 

b 

= 1, abo 'F O ; k) ab + fC + bc + a: + ca + (lJ = _.!:._ + _.!:._ + _!:._ • 
a+b b+c c+a a b o 

abc #:- O, (a + b)(b + o)(o + a) #:- O; I) a; + a + b + l = 
a+b+o 
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-.!!..... + .!!.. + ..!., abe ,,;, O, • + • + • :/= 8; 
. • I, e -

•) 

/J-2 = ---, (a + b)(a - i,) ,,;, I; 
a - I, 

n - 2a: 5m2 
ll) ------= 

3m 2n2 

---" _ 2 + m(a:-m) 
'm · n2 ' 

mn :/= t; 

2&/J 5abfl X + ac X + be = -- - 3b + --, be -:/: O; p) • - -"i.-- + a -
e e3 • 

ab- a; 
- --- - a, aabc =!= O, 

e 

s} . 2(m + n} - --- = 2m + n --l • m2 + n2 [ n2x ] [ ( m ) 2
] 

m+ti m+n n 

. ( n - nx ), m2 - n 2 ':/: 8, n ':/: 6; 
m-n 

a; /1 /1 
ş}-+-+-·=== 

b2 a2 ab 

= 2(a3 - 63), al, ':/: 6. 

R. Avem soluţiile: a) x e :R dacli a = - li; x e 41, da~ a_':/: - 8; b) x = -
fla + 4b + 3c mn - m ,- n a111e + d 2c + allc2 - d 2 - llc2 - ale 

- --- : C) X=-----; d) X= ·---·---- -· - -- ; 
13 m1 + n2 a2b+ll2c+c2a 

a2 +b2 +c9 
e) x = -----; a + b + c #, fi. Daci a + li+ c = O ecuaţia nu are seluţie; 

a+b+c 

a2(n + 1) 
f) x = ---, dacă n = 1. Daci n = 1 ecuaţia admite drept seluţie orice z e G; 

n -1 · 

a2 + 4a - 21 
I!) X = 3r• h) .X= - . , 0 daci S.2 + 15a + 3 -L _.., j) X= 

' · 8a8 + 15ii + 3 r 

abc(1 - a - b - cJ = --------- , dacă al, + llc + ca =I= O. Dacă all + bc+c•=G şi a+ll+ c = l 
(a+ li+ c)(all + bc + ea) 

( 1-}/f> 1+}'6 1) de exemplu .pentru a = 4 , li = ---, c = - , ecuaţia admite soluţie 
4 2 

abc 
orice z e G; j) x = ----, dală a + li + c #, e. Dacă" CI + li + ţ = O. 

2(a + b + c) 

ecuaţia nu are soluţie; k) z r [(flii + ac + llc) (CI + b) (li + c) (c + a) -

- a1,e(a1 b1 + a1c1 + 112,8 -t 3albc + 3ab1c + 3abcl): alic(~+ I,+. c)2], daci a+ li+ C - 0; 

I) 
2a+211-tc 

$·= --------------. 
alb + a•c + a1,2 +2allc + lllc + ae1 + llc1 



Se peate deaonstra cil auantorul este lntotdeauna diferit de O, ln condiţiile problemei; 

a(11 + 31,) 2n1 +12mn1-9m1 
•) x . , l,;E,O, Peatru t=O ecuaţia nu are soluţie; n) x ----- ; 

21, 2(3,nl + 5n2) 

r,sc (m - n)(m + n)1 

•) :,; = -, • :f. O; p) :,; = al, - 11c - 1,c; r) :,; = ic; 11) x = . 
a m1(m - nJ - (m + n)1 

ş) x = 2a21,1(a - 1,), 

VI. 3. Re.zoln,ţi ecuaţiile : 

.!!... - 4: 
2 IJ - g 3a, 4:9 1J - 1 

a) _"_+_s_.;.... + --- + ,: = -. - + -.:, b) ---+ 
8 2 2 16 4 

2x -1 ! 3., - 2 
+ 9 - c) 3x + 8 = 2 ; d) 2,: + 3 =-

12 ia: - 6 1J - 2 3 

1J 21J f) , 1J l 3:r: - ~ 
e) " + 3 = 2x + 3 ; 1J - l + 2ir: - 2 = J,: + 3 

g) 2 + IJ = 3 + X 

2 - a: 3 -a: 
h) . li,+ IJ = 2, li E (Q j i) (a:+1){1J+2) = 

li, - fi] 

J') 0,1 - _IJ __ 3 -- 4 - 51J = (x + 3)(c:o + 4:) ; 
0,2 2 0,1_ 

3 
k) -

2,: - 6 

IJ _ .!!._ _ 3 + 1J ..!..(1 + 5 + ,ir: ) 
f. 2 4: 2 3 · 

= S1J - 7 ; I) 2 = 4 - 3 

m) ~ { ~ ( ~ ( ~ a, + 2) + 2] + 2} - 1 = o; n) IJ ; 
1 + 

+ 
IJ-2 ai-3 . ir:-4: IJ-5 a:-6 

3 + 4: = 5 + 6 + 7 

0) --=--- - 1 : (11, - ,;) = - - - + -, (j E (&} -( 
42 + 1}2 ) 1 2 1 

2aa; 21J a alJ {: J. 
3abc a2b2 (2a + b) b2x ba, 

p) ---+ --- + ...:.__:___..;.__ = 3ca: + -, a, b, ce(&}, 
a -+ b (a + b) 3 a{a + b) 2 a 

• "F o, (I + - h ; 
,: + 1 2Ji - 1 31J __,. 2 .: - 5 

r) 11 - 2 + 3 "1i' 4. - 12 = O; 

341i 



8) - 1 + - - - l - - = 2a, + 3 · ! ( 3a, ) 5 · ( 5a,) 
3 2 8 6 · ' 

ş) - _:_+3 -1 (' 1 . ) 
2 ' (I) 

...:... ~ (~ :- 5) = 4 ; 
3 ' ·(I) 

+) 5a, + 6 _ a, - 3 
"' . 8 7 

t) 2(a, + 1)2 = 2[7 - (1 - a,)j a,+ 9; 

w+l+(IJ+2= = 2ai - 9; u) 
0,1 0,2 

==(1)+3+(1)+4 
0,3 0,4 

v) 1 - 5a, + 1 =· 2; x) 2a, - 1 - 4a, + 9 „ 

a, - 3 6a, - 3 12:o+î 

B. Avem succesiv: 

X - 8 
2 ;x; - 8 2;x; 24:x; 49:x; 

:x:+8-16+-2-+2 =-16 +16 

2 

x-8 2 :x:-8+2x 
. -.-2-. ;-::-s + 2 - = 

24:x; + 492: 

16 

.. ·3:x; - g. 24:x; + 49:x; 
1 + -2-= 16 

16 + 8(3:x:-:- 8) 24:x; + 49:x; 
------ = ----

16 16 

I 

41 
Deci 16 + 24:x; - 64 = 24:x: + 49:x: de uude 49;x; = - 48, deci ;x; = - --. 

49 
b) Ecuaţia, după aducerea fracţiilor la _acelaşi numitor, se mai scrie 

9(:x: - 1) + 4(3:x: - 2) = 3(2:x: - ,1) 
de unde: 

9x - 9 + 12:x; - .s = 6:x; - 3 

14 
deci 9x + 12:x: - 6:x: = 9 + 8 - 3 lldJcl 15:x; = 14, deci x = - 5-. 

c). Ecuaţia se mai scrie 3:x: + 8 = 2(5:x: -:- 6) sau 3:x; + 8 = 10:x; - 12 sau Inei 3:x: - 10:x:= 
-20 20 

- - 12 - 8,· de unde - 7:x: = - 20, deci x = --= - . . . -7 7 

d) Ecuaţia se mai scrie 3(2:x; + 3) = 2(:x: .:.. 2), deci 6:x: + 9 = 2:x; - 4 adicl 6:x; - 2:x: = 
13 

.,.. - 9 - ··4, deci 4:x: = - 13 de unde :x: = - -. 
. . 4 
e) Avem :x:(2x + 3) = 2x(x + 3), de unde 2r+3:x: =2x1 +6x, deci 2:x;l-,2;x;1+3x-6:x:=0 

aau -3:x:=0,de unde :i:=0. 
f) Avem, succesiv: 

2:i: 1 ·3:t - 2 
---+-'-·---=---

2:i: - 2 2:r: - 2 3-i: + 3 

2:x; + l 3:x;-:- 2 
---=---

2a: .,. 2 3:x: + 3 
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de unde (2:,; + 1) (3:,; + 3) = (2x - 2) (:ix - 2). UeHfăcind parantezele şi- reduclnd termend 
1 

asemenea obţinem ecuaţia 6x3 + 9x + 3 = 6x2 - 1Ux + 4 de unele 19x =.1,· deci x == -. . 1~ 
-r - .. , - , u & 41 

n continuare, avem rezultatele: g) x = O; h) x == - ; i) :,; == .;... - · J") :,; = - , ; 
· 3 · 2' ', 44 

1 ~ ~ 2 ~ 
k) :,; = - 2 ; I) x = U:-; m):,; = 3: n) :,; = - 241 ; o) x = 3 ; p) x = a+ 11 ; 

1 142 1 7 
r)x=-; s)x=-·ş)x=--·t) x=--· 

114 

2 47 ' 5 ' 8 ' 
ţ) x = - u) x = O; 

17 

1 1 
v) :,; = - ; x) x= -, 

3 2 

Vl.4. Rezolvaţi ecuaţiile următoare, analizînd toate situaţiile 06 
pot apărea pentru orice a şi m numer~ reale. 

a) 2m2w - m = w + 1 

c) a(w - a) = m(w - -m) 

e) ma; + 1 = a - " 

b) m 2a; + a; = 2m 

d) m2a; + 1 = m (w + 1) 

a+l, a:-b 
w+2 w-2 

f) 

. ·-1· 
R, (m1 -1) x = m + 1. Cazul I: Pentru m8 - 1 ,/= O, obţinem:,;= -- soluţie un!cl, 

m-1 . 
Cazui II: Pentru m = 1 avem ecuaţia O.:,;= 2 care nu are soluţii. Cazul Ul: in = - 1 implici 

' ' 2m 
e ·:,;=O, adică orice:,; este soluţie; b) (m1 + 1):,; = 2m adică x = ---- soJuţiţ-unicl 

m1 + 1 
oricare ar fi m real. c) Obţinem: (a -.m)x = a2 - mi._ I: Pentru u = m,. x = <' + m lioluU• 
unidl. II: a= m implică O, x = O deci orice :,; este soluţie. d) x(m2 - m) = m·- 1. 

m-1 m-1 _1 
I: m2 - m ,/= O adică m ,r- O şi m ,;, 1 implică x = -~--- = ~--'--- = -. · ,folu\ie 

m2 - m m(m - 1) m 
unică, II: m = O implică O· x = - 1, adică o propoziţie falsă oricare ar fi x, 1_11: m = 1 
implică :,; · O = O, adică orice x este soluţie. e) x(m + 1) = a - 1. I. Pentru 111 = ,;, h x = 

a-1 
= -- este soluţie unică. II. Pentru m = - 1, obţinem 7 ·:,;=a - 1 care conduc ra 

m+l 
situaţiile: ll1 : a= 1 clnd ecuaţia are o infinitate de soluţii şi 112 : a ,;, 1 clnd ecuaţia nu are 
soluţii. f) In condiţiile x + 2 ,;, O şi x - 2 ,;, O adică x ,;, - 2 şi x ,;, 2, obţinem succesiv: 

2a 
(a+/,)(:,; - 2) = (a - /,) (x + 2) sau l1x.= 2a. I. Pentru I, ,;, O, x = b este soluţie unică. 

II. Pentru I, = O şi a = O obţinem o infinitate de soluţii ale ecuaţiei. lll. Pentru o = O itl a ,/= O 
se obţine ecuaţie fără soluţii. 

VI.5. Rezolvati ecuaţiile ~rmătoare considerînd pe rînd,- pe a1 ~i 
m necunoscutP 

a) ma;= 2 - x, 

b) ma; + a; = 1 - m; 

c) ai2 - 2-ma.: + m2 = O ; 



d) (:» - m)2 + (a: + m)2 = O ; 

e) m1ti2 - 2m, + 1 = O. 

_R. a) Censiderlnd x necunoscuta, obţinem: x(m + 1) = 2 care au seluţie uniei dlld 
m,;, - 1 l}i nu are soluţie pentru m = -1. Considerlnd m ucrinliscuta, rezw.tl pentrll s,;, O, 

2-:i: 
aoluţia unieă m = --, iar pentru a: = O o ecuaţie fără soluţii. 

:i: 
b) Ecuaţia ln x este echivalentă cu a:(m + 1) = 1 - m (1). Pentru m ,;, - t se obţi:R 

l-m 
soluţia unică a: = --· iar pentru m = - 1 se obţine o ecuaţie fără seluţii. 

· 1 +m 
Ecuaţia ln m devine m(x + 1) = 1 - a:. Analiza existenţei soluţiilor ei urmeazi exact 

acelaşi raţionament ca ln cazul ecuaţiei (1). 
c) a:1 - 2ma: + m2 = O este echivalentă cu (:i: - m)1 = O sau a: = m. Deci oricare ar :6 

m, ecuaţia ln x are soluţia a: = m şi oricare ar fi x, ecuaţia ln m are soluţia m = a:. 
d) :Membrul stlng fiind _o sumi de pătrate rezultă că este necesar ca: x - m = O şi. 

x + m = O sau x = m iti x = - m. Rezultă că ecuaţia ln a: are soluţii clnd m = O pe a: = O şi 
nu are soluţii ln celelalte cazuri. La fel ecuaţia ln m are soluţii clnd x = O pe m = O şi nu are
seluţii ln celelalte eazuri. 

e) Eeuaţia este echivalentă cu ecuaţia (ma: - 1)1 = O. Rezultă pentru ecuaţia tn a: soluţia, 
1 

- elnd m ,;, O. Pentru m = O ecuaţia ln a: nu are soluţii. Analiza existenţei soluţiilor ecuaţiei, 
m 

ln m se faee la fel. 

Vl.6. Ruolvaţi tn mulţimile IN, 71., (Q, IR, ecuaţia.: 

a(u - b) + b(ba: - a) = O, a, b e IR"'-.{O}. 

R. Eeuaţia devine (a1 + 111):i: = 2all. Pentru orice a, li reale nenule se obţine sel11ţia 
2ab . 

x = ---- Observlnd că 2all ~ al + 111, rezultă că ecuaţia are soluţia a: = 1 ln 1N l}i 'Jr ·a•+ 1,1 
2o.ll 

in cazul a = li, iar pentru a ,;, li soluţia raţională (şi reală) x = ---•a+ 1,1 

Vl.7. Rezolvaţi ecuaţiile: 

a.) 
a,2 - 9 

= O; 
x-m 

l>) 
a, - 2 

+ " - m O; 
:»-m :. - 2 

C) 2a: + 1 _ _ a:_-_m_ IR 
' m e: • 

'1-ffl 2ai+l 

R. a) Se impune condiţia x - m ,;I, O, x ,;I, m. Obţinem x1 - 9 = O sau (a: - 3) (x + 3) = 
-= e, adică a:1 = 3 şi a:1 = -3, soluţti valabile ln cazul m .,,. 3, respectiv m ,;I, - 3. 

b) 1n eondlţii1e s ':/, m şi :i: ':/, 2, obţinem: ( x - 2)1 + ( x - m)2 = O care implică simultan, 
:, = 2 l}i s = m. Deci, ecuaţia nu are soluţii ln condiţiile date. 

1 
c) ln condiţiile :i:.,,.m şi x.,,. - -, obţinem succesiv: (2x + 1)2 = (x - m)1 ; (2x+1)1 -

2 
-(x - m)1 = O, (2x+ 1 + x - m) (2x + 1 - x + m) = O; (3x + 1 - m)(x + 1 + m) = o .. 

-l+m m -1 
3x + 1 - m = O, s = --- sau :i; + 1 + m = O, :i: = - 1 - m. Cum --- of- m penti,, 
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1 1 m...:1 1 1 
111 ;,i,-2 , -1-m + m pentru m ,:J, - 2 , iar-3-+ - 2 pentrum+ - 2 şi -1-m=,li 

1 1 111-1 .,. - 2 pentru m #o - 2 , seluţiile ecuaţiei slnt x1 =-3- tl x1 = - 1 - m, 1Jllde 

• e •'-{- -¾-}- \ 

VI. I. Fie sistemul : 

{ 2 1~ I + sy = • 
I a; I + y = 1, a e IR. 

Arătaţi că dacă. (a:., y,) este soluţie a Ristemulni, atunci şi 
(- ai„ y0) este soluţie. 

b) Determinaţi a astfel incit sistemul să aibă soluţie unieă.. 

R. (:r0, y0) soluţie implică 21x,1 + 3y0 = a şi lx01 + Uo = 1. Punlnd ln Jocul lui x, -s. 
şi ln Jocul lui y, ·y, rezultă: 21- x1 ] + 3y0 = a şi I - x0 1 + y0 ·= 1 sau 21 x,1 + 3y0 = a şi 
lx0 1 + Yo = 1. Deci (-:r0, y0) este soluţie a sistemului dat. 

b) Soluţia sistemului este· unici atunci clnd (:r„ y1) = (-x1, y.) x, = - x, implici 
:i:1 =O.Din ecuaţia a doua obţinem y1 = 1. Din prima ecuaţie, rezultă a = 3, Deci pentru a= 3 
ae abţine un sistem cu soluţia unică (0,1), 

VI. 9. t>eterminaţi soluţiile sistemelor : 

{V3" - y = 3 - V2 
a) \ 

3x - V3 y = 3 V3 - V~ 

{
2 V2 a: - V3 y = 1 + V3 

b) 

-!~ + Viy ='Vi. 
R. a) Prin „reducere" : lnmulţim, de exemplu, prima ecuaţie cu -'V3. Obţinem: 

{ - ax + V:fu = ·- a 'V3 + Vi" 
3x - Wu = 3 'V3 - J/6. 

Deci ecuaţiile sistemului coincid. Rezultă că sistemul are o infinitate de soluţii care se 

poi obţine de exemp)U după formulele: X = a Şi g= V:f a - 3 + l'2, G E li. 
b) Inmulţifu, de exemplu, prima ecuaţie cu V"z reducem pe y şi obţinem: O= 1 + 2 )'o. 

Absurd. Deci sistemul nu are soluţii. · 

VI~tO. Rezolvaţi sistemul în a: şi y : 

{ax+ _by = e 
a'a; + b'y = e' 

pentru a, b, c, a', b', c' numere reale nenule. 
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,' •.. ' C - IJU . 
n. Din prima ecuaţie s: ·= --- . lnloculnd ln ecuaţia a II-a, obţinem, dupA 

a 
~a calculelor: (ab' - a'IJ)y = ac' -.a'c. Analo&, obţinem: (ab' - a'b):t= tic~ .c'b. 

Rezultă mai multe situaţii: 
a b 

efec-

I. Dacă ab' - a'b + O sau - + - atunci sistemul are soluţie unică (este ,,compatibil 
~ r • 

determinat"). 
a a' 

II. Dacă -- = - atunci sint două posibilităţi: b ,,, 

a C b C 
111 • ac' - a'c = O şi b'c - b.c' = O sau - = -- şi - = -, atunci sistemul are o înfi-

a' ,,, 6' c' 
,nitate de soluţii (este „cor,palibil nedeterminat"). Deci sistemele care au coeficienţii. corespun
.z;,tori ,qceloraşi necuno~cute şi termenii liberi, proporţionali. au o inrinitate de soluţii. 

·· a b a c . 
112 : Dacă -- = -- ' şi - = - sistemul nu He soluţii (este „incompatibil"). 

a' b' a' c' 

VJ.1 t. l)eter1:Il,inaţi a şi b reali astfelîncît sistemul : 

{
w - 3y -:- a 
aw+y=b 

1) să aibă soluţie unică, 
2) să aibă o infinitate d,e soluţii, 
3) să nu aibă soluţii. 

• 

1 -3 n. 1) Conform cu rezultatul de Ia exerciţiul VI.to sistemul are soluţiie unică dacă: - +-. 
• a t 

1 
deci dacă a =I= - - • 

3 
1 -3 5 1 5 

2) Dacă - - -- - - adică a = - - şi b = - -, sistemul are o infinitate a - 1 - b' 3 3 
de soluţii. 

1 5 
3) Dacă a ~ - - şi b =I= - --·· sistemul este incompatibil. 

3 , 3 

VI. 12. Arătaţi că sistemele de tipul : 

{ aw - by = c' 
bw + a~ -~ c 

cu a, b, c, c' numere reale oarecare nenule, au soluţii unice. 
. a b 

n. lntr-adevăr - =I= - - sau a1 + b1 'I= O. 
b a 

VI.13. Rezolvaţi sistemul : 

{aw + b11 = O 

aw + by = O, 

pentru orice a, b, a', b' numere reale nenule. 
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a a~ ., a a' 
R. b .,fa Ţ,• alunţi sistemul are soluţie x = O, y = O. D1ţcă: b = b'sjstemul are 

a 
o infinitate de soluţii obţinute prin formulele x=m şi y = - - m, m ea. . b . 

VI.U. Determinaţi a real astfe~ încît sistem:µ! : 

{2a: - 3y = O 

ax+y=O 

să aiblt soluţii diferite de spluţia filo = O, Yo = O. 
, 2 -3 

R. Ţinlnd cont de rezultatul de la exerciţiul anterior, trebuie ea: - = --. de unde 
• a 1 

2 . . . 
.ezultă a = - 3 . Altă soluţie: reduclnd pe y, obţinem (3a + 2l x =. O, ecuaţie eare are 

soluţii nenule dacă 3a + 2 = .O. 

VI.15. Rezolvaţi sistemele : 

a) { : +: - ~ + ~ 
3x - 5y = - ~ 

{

x-1 _ y+l 

b) a;+ 1 '!J - 1 

2a; -ţ3y = - 5 

{
a;+ 2y - z = 4 la:+ y + 2z = 2 

c) 3x + y + 4z = O d) 2a; + 3y - 4z = 5 

h+~-~=9 ~+~+~=8 

e) { 2; = i = :z 
2x + 3y + 4-.z = 144. 

R. a) Se impun· condiţiile: x +,4 ,;, O şi !J - 1 ,;, O sau x ,;, - 4 şi !J ,;, 1. In aceste 
condiţii obţinem sistemul 

{
2x+2!J+3=0 

3x - 5!J + 5 ==0, 

care este şi soluţia sistemului iniţial. 

cu soluţia - -.- • -( 25 1 ) 
16 16 

b) ln condiţli)e: x + 1 .;, O şi !J - 1 .;, O, adică x ::J, - 1 şi !/ ,:J, 1, prima ecuaţie asiste
mului devine succesiv: (x - 1) (g - 1) = (x + l)(g + 1); 2x + 2y = O; x = - y. Sistemul: 

{ X= -. U este satisfăcut pentru X= -1 Şi U = 1, adică exact valorile neadiruse. 
2x- 3!J = - 5 · 

Deei sistemul iniţial nu are soluţii~ 
c) Inmulţind, de exemplu, prima ecu.aţie cu -2, şi lnsumlnd-o cu ecuaţia a treia, ,,re

ducem·• pe x şi !/ şi obţin_!!m -z = 1. Deci z = - 1. Inlocuind tn primele ecuaţii z cu - ii., oh-
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{:,: + 2, = 3 ., 
ţinem sistemultn x ,1 fi: . care este 1atisficut pentru x = 1 ti fJ = 1. Dcl t 

. 3x + y= ( 
(1,1, -1) este soluţia sistemului iniţial. , 

d) lnmulţind , de exemplu, prima ecuaţie cu -2 şi adunlnd-o la a doua, reducem pe x ,1 z ifl obţinem: y = 1. Ultimele doui. ecuaţii conduc pentru f = t la &istemu,l ln x şi z: 

{
2x + (z = 2 

cu o infinitate de soluţii de forma (1 - 2a, a), • e a. Deci soluţiile sistemului 
X+ 6z = 3 

Iniţial slnt (1 - 2a, 1, a), a ea. 
e) Aplicăm proprietatea şirului de rapearte şi obţiaena: 

2x 3y (z 2x + 3y + (z 14( 
--=--=-=------ =--=12, 

3 4 i 12 1 

unde am ţinut cont de ultima ecuaţie a sistemului. Soluţiile rezultă imediat. 

2x 311 (:z: • 
-·- = 12 implică x = U, -- = 12 implică fi = 16 şi - = 12 de unde :z: = 1i. 

3 ( 5 ' 

Deci (18; 16. 15) este soluţia unică a sistemului. 

Vl.16. Rezolvaţi sistemele a, b, c, fiind numere rea.le oarecare: 

a) • :;& ±b, a :;&O b) - , a :;l= b {ax - by = a2 - b2
7 

{x + y - 1 
bx - ay = O afJJ + by = c 

C) {ax + IJy = • ' d) { :- + ! = 1 a:;& ±b, a :;&O a :;&O, b :;&O 
b/lJ + •Y = 1' 

ax+ by = a1 

1
/IJ + «y = 2 

e) 1 · a 
2-llJ-2y=l 

{ 

2x + y - 3z = -1 

f) «X - 2y + 3z = 1 

-2:v -y, = - 2, 

a =l=-4. 

{
X+ y + Z = 3ti 

g) x + (1 + a) y + z = a (ii + 3) , 

tJ + (1 + b) z = a(b + 2), 

" 'F o, b :;l= o 

i
x+ y + z = O 

h) ilJ + (l + a) y + (1 + IJ) z = O 

/lJ + (1 - 'I,) y + (1 + a) z = O, 

a :I: O, b :;l= o 

{

/lJ + y +z = O 

i) X + (a + 1) f = 8 

fJJ + 2y + (• + l)z = O 

{
X+ y + Z = 1 

j) ax+bg+cz=d, 

a2g; + big + c2z =•1 -
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lf 
R. a) Ecuaţia a doua deVine :r: = - y. Substituind pe :r: tn. prima ecuaţie, obţinem • 
~ b~-~ 

- y - by = a9 - b1 sau (a8 - 61) y == alb - b3 sau y = ------ = 1,. 
• a2-~ 

Rezultă că (a, b) este soluţia sistemului. 
b) Din prima ecuaţie :r: = 1 - y. Ecuaţia a doua conduce la a(1 - y) + by =· c sau 

a-c · c-b 
~6 - a) y = c - a sau y = ----. Rezultă şi x = --- • 

a-b a-b 
c) Procedlnd, de exemplu, ·prin metoda reducerii, lnmulţind prima ecuaţie cu - b, a doua 

~cuaţie cu a şi lpsumlnd cele două ecuaţii obţinem: y(u2 - b2) = O sau y = O. Rezulti apoi 
x=1. 

Deci ln condiţiile date se obţin soluţii independente de a şi b. 

d) Sistemul este echivalent cu sistemul. . Procedlnd ca la exerciţiul {
bx + ay =ab 

ax+ by = a2 

precedent ohţinem y(a2 - b2) = a1b - a2b sau y =O.La fel obţinem: x(a2 - b2) = a8 - ab2, de 
a(a2 - b2) 

8nde x = -.----- = a Deci (a, O) este soluţia sistemului. 
a• - b2 

e) Sistemul este echivalent. cu sistemul . Aduntnd eruaţme obţinem {
X+ ay = 2 

X - ay =.2 
2.r = 4, deci x = 2. Re7lldtă apoi imediat y = O. 

2 4 + 2a 
f) Adunăm prima ecuaţie cu a treia şi obUnem z = 1, x = --- şi y =--·-rezultă, 

a+4 a+4 
·{2x + y = 2 

de exe:mplu, din sistemul 
ax - 2y = - 2. 

g) Inmulţim prima ecuaţie cu - 1 şi o adunăm cu a .doua. Obţinem: aB = a', de 
ande y = a. Punlnd y = a formăm cu prima ş1 a treia ecuaţie sistemul tn x şi z: !x+.z=2a · 

. Scăzlnd ecuaţiile, rezultă bz = ab, deci z = a şi apoi x = a • 
.x .,f- (1 + b)z = a(b + 2) 

b.) Scădell! prima ecuaţie din celelalte şi obţinem sistemul ln y şi z: 

{ 
ay + bz = O 

cu·soluţia y = O, .z = O. 
- by + az = O. 

Din prima ecuaţie rezultă şi x = O. 
-

i) Ca la exerciţiul precedent scădem prima ecuaţie din celelalte. Sistemul obţinut 

{
ay- z = O • 

are soluţia y = O şi z = O. Din prima ecuaţ~e a sistemului rezultl şi x = O. 
y + az = O 

j) Inmulţim prima ecuaţie cu -a şi o adunăm la a doua. Obţinem: (b - a)y + (c - a)z= 
= d - a (1). lnmulţim prima ecuaţie cu -a2, c_> adunăm la a tTeia şi obţinem: (118 - a2) fi+ 
+(c2 - a2)z = d2 ..;... a2 (2). (1) şi (2) formeazl un sistem ln y şi z. li:imulţlm ecuaţia (1) cu 
-(a+ b) şi-o adunlm cu (2). Rezulti: z[c2 - a2 - (a+ b)(c - a)]= tP. - a2 - (a+ b) 

. (d - aXd - b) . 
(el - a) sau z(c - a)(c - b) = (d - a)(d - b). Deci z = -----· -. lnJocuind· z ln 

(c - a)(c - b) 
(d - a)(a - c) . (d -·b)(d - a) 

(}) rezultă y >= -------. Rezultă apoi x = -
(b - a)(b - c) (a - b )(a - c) 
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VI.I 7. lte~lTaţi eistemul : 

a) {ffi[IJ - '!/ = 5 
2a; + '!I = 1, 

tn fiind un număr real oareca.re şi evidenţia.ţi 
Procedaţi la fel cu sistemele: 

toate situaţiile care există. 

b) {a; - (m + l)·y = G 
3:,; + my = 8 

I 

d) {(m - 2) [IJ - 3y = 5 
-ma:+ 3y = 1 

f) {[IJ + 4!/ = 0 
2m - my = f) 

{
:V+ y + z = 1 

h) (I)+ my + z = m 

m + y + mz = m 2 

c) {2m - y . 1 
4[1} + my = 6 

{[IJ -3y =m2 + 1 
e) 

X - 4y = m2 -1 

g) • I {
mx + 6y = m -l- 5,. 

m2x + 4y = m 2 - m + .{5 

{
X+ y - 3z = 1 

i) x - m'Jy +.z = O 

2[1} + 2y - 5z = 2 

{

$ + y + z = o 
j) m + my + z = O 

[IJ + y + mz = O. 

R. a) Aduntnd ecuaţiile rezultă (in + 2) x = 6. Deci, pentru m = - 2 sistemul nu are 
6 m - 10 

aoluţii, iar pentru m -=fa - 2 are soluţia unică: x = -- şi y = -----·- -- . 
m+2 m+2 

b) Înmulţim prima ecuaţie cu -3 şi o adunăm cu a doua. Rezultă (4m + 3)y, = 6. Deci 
• 3 3 

pentru m ""' - - şistemul nu are soluţii, iar pentru m -=fa - -, sistemul are soluţia uni-
4 : \ 4 

6 ' 6(m + 1) 
ci.: y=----, X=----. 

4m+3 4m+3 
c) ,,Reduclnd" x, rezultă: (m + 2)y = .(, Deci pentru m = - 2 sistemul nu are soluţii,; 

Iar pentru m ""F - 2 sistemul are soluţia unică: x = ~~ y = __ 4 -. 
2(m +2) m + 2 

1 - :-im 
d) Reducem pe y şi obţinem: - 2x =;o 6, x = - 3. Rezultă, apoi y = ---. Ded 

/ 3 
oricare ar fi m sistemul are soluţie linică. 

e) Rezultă y = 2 şi x = m1 + 7, sistemul.este compatibil determinat oricare-ar fim real. 
f) Inmulţim prima ecuaţie cu - 2 şi o adunăm cu a doua. Rezultă (m + 8)y = O. 

Rezultă că pentru m -=fa - 8 sistemul are soluţia (0,0), iar pentru m = - 8 sistemul are o infini
tate de soluţii diferite de soluţia banalii. de forma (a, - 4a), a e IR*. 

g) Inmulţim prima ecuaţie cu -5, a doua cu 6 şi le adunăm. Obţinem: (61112 - 5m)x = 
5 = 6ml - 11m + 5. Stnt ~ai multe situaţji: I. m -=fa O şi m -=fa - • sistemul arc soluţie uni
fi 

m -1 
ci.: X = - ·-, y = 1. 

m 
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II. Pentru m = O sistemul nu are seluţll. 
5 

III. Pentru m = - sistemui are o infinitate de soluţii. 
6 

h) Inmulţim, de exem;plu ecuaţia (1) cu (-1) şi-o adunăm cu a II-a, respectiv a ltl-a. 
Obţine1R: ~ - 1)y = m - 1, respectiy (m - 1)z = m1 - 1. Rezultă că pentru m # 1 sisteaul 
are soluţie m;iică: (- 1 - m, 1, m + 1), m e IR. Pentru m = 1 sistemul are o infinitate de soluţii 
care se obţin, de exemplu, după formula (a, b, 1 -· a - b), a, b e IR, deoarece toate ecuaţiile sis-
temului coincid (de.vin x + y + z = 1). · 

i) Inmulţim, de exemplu, prima ecuaţie cu - 2 şi o adunăm cu a treia. Obţinem: z = 0.-

3:, '/I rezultă din sistemul: . Scă;l;lnd cele două ecuaţii rezultă (1 + m3) y=1, deci {
x + y = 1 

X - m21/ ='a I 
1 m1 

9 "",n1+1 şix= m1 +1' . 

j) -Inmulţim prima ecuaţie cu -1 şi • adunăm la ecuaţia a II-a şi respectiv, cu ecuaţia 
~ III-a. Rezultă: (m - 1)y = O, respectiv (m - 1)z =O.Deci pentru m # 1 sistemularesolv.ţia 
ba.ală (0,0,0), iar pentru m # 1 sistemul are şi soluţii nebanale, obţinute după formlllele: 
a, li, -11 - b), a, belR. 

VI.li. Rezolvaţi în mulţimea numerelor întregi sistemele următoare, 
·•n fiind un llUmăr întreg oarecare : 

a) {2x + y = 2 - m 
1J + 2y = l +- rn 

c) {X+ my = Q 

2.i + 3m2y = m2 

b) {5x + y = - m2 - 1 
4x+y=l-m2 

d) {4x - my = m2. + 2 
2x _, y = m + 1 

\ 

e) {ma: - my = 2 
m2x - m2y =-2m. 

R, a) Iainulţim, de exemplu, ecuaţia a doua cu - 2 şi o adunăm cu prima obţinem 
-3y = -3m, deci y = m. Rezultă şi x = 1 - m. 

Deci soluţia sistemului este (1 - m, m), m e :Z. 

b) Reduclnd y obţinem: x = -2 şi apoi, y = - m1 + 9; 
Deci ( - 2, - m9 + 9), m e 71. este soluţie ln numere lntregi. 
e) l'\educem, de exemplu x şi obţinem: m1 y = m1• 

Deci: I. m # O y = 1 şi x = - m8, m e 71. şi II. m = O, sistemul are soluţia: (O, a), a ez. 
d) Reducem pe x. qJ;lţinem: (2 - m) r, = m1 - 2m. Rezultă că pentru m #: 2 slstemlll 

are soluţia { + , -m) care nu este ln mulţimea numereler lntregi. Pentru m = 2 sistemu 

este nedeterminat cu soluţiile (x, 2x + 3), x e 71.. 

e} Obţinem: 2m1x = 2m. Pentru m _,ft O, sistemul ue · soluţia ( 1„ m ~ 2). In mul-

m - 2 2 
ţi1111ea •umerelor tntregi se exprimă ca ---e 71. sau 1 - - e Z. De unde rezqltl 

m m 
111 E { - 2, - 1, 1, 2}. 
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VI. 19. Rezolvaţi următoarele sisteme, reductibile ~a sisteme linia.te:; 

1 1 5 3 ~ - +-- = O, 7 - - - = a 
X y X y 

~) b) 

C) 

e) 

3 5 l --+- =3, 
X y 

3 2 
----- -- - - 4: 
X y 

2 1 --+--=2 
X y 

~-- +- 5 - = 1 
3x2 3y2 

1 2 -+-·- = 1 x2 y2 

{
3 Vw + 2yY = 1 

g) 

4 Vx + 3Vi = 1 

1.
21ml - 3lyl = O 

i) 
M+llLL =2 

3 2 
;t 1 

1 3 
------= 1 

X y 

_9_ + _!- = 2 
:r;2 y2 

d) 

{
lxl+3y=l 

h) 
2lxl+y=3 

{
7lxl - 3lyl = 1. O 

j) 

4lxl + 3lyl = 1. 

n. a) Notăm - = a şi - = ~. sistemul se reduce la sistemul liniar:_ 
X y 

{
a+ b = 0,7 ·· 1 

cu soluţia: a = 0,2, · b = 0,5. Revenind la notaţiile făcute, rezultă - = 0,2' 
3a + 5b = 3,1 , ~ 

1 . ~ . 2 
şi - = 0,5, deci y = ., ş1 y = . 

y 
1 1 i5a -3b = 5 

b) Cu notaţiile - =aşi- = b, rezultă sistemul liniar: eu s~luţia 
X Y a - 3b = 1 

a= 1 şi b = O. Revenind la notaţii rezultă: :r: =1 şi nici o valoare pentN y. Deci sistemul nu are 
soluţii. · 

{
3a - 2b = - 4 

c) Analog se obţine slstemul liniar cu soluţia: a = O IJ.Î b = 2 
-2a+b=2 

Dacă a = O, ţinlnd cont de notaţii, rezultă că nu e~jştă :i:; deci sistemul este incompatibil 

d) a = - şi b = - implică cu a = -, b =1. Rezultă :i:8 -
1 1 {9a + b = 2 1 , 

:r:2 Y8 18a + 2&b = 27 9 
=-= 9 şi y1 = 1. Deci sistemul are soluţiile: (3,1); (-3,1); (3, - 1); (- :i, - 1). 
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e) Analog s& abţine sistemul liniar :1 3 cu a = -1, b = 1, Dacă a = {
~a+ ~b=1 

a+2b=1 
• - 1, rezultă x2 = - 1, ecuaţie fără soluţii ln mulţimea IR. Deci sistemul nu are soluţii. 

{
Ila - 5b = 7 

f) Notind 1/x = a şi Vu = b obţinem sistemul liniar: • cu a= 2 li 
3a + 2b = 8 

t = 1. Deci J/x = 2 şi fii= 1. Rezultă că sistemul are soluţia: (4, 1). 

__ . {:la + '2b = 1 
g) Analog V.t =0 a şi J/x = b impPdi: . . cu a= 1, 

411 ---t·· .lb = 1 
b = -1. Deci: 

YiÎ =-1, ecuaţie fără soluţie ln IR. Sist,·mut csle rncompatibil. 

h) lxl = a şi y = b implică sistemul liniar: cu a=-, b = - -· {
CI+ 3b = 1 8 1 

2a+b=3 5 5 

8 8 8 Ix I = a implică, deci lxl = -5 , de unde x1 = 5 şi x2 5 Rezultă soluţiile 

(-~ - -1_) şi (~ - 2-). 
5 ' 5 5 ' 5 

{

2a - 3b = O 

i) tx I = a, lyl = b implică: a b , sistem incompatibil. 
-+-=2 
3 2 

{
7a - 3b = 10 

j) Analog, se obţine: . cu a = 1 şi b = - 1. Cum b = lyl = -1 şi 
4a + .lb = 1 

lxl ~ O, oricare ar fixe IR rezultă că sistemul nu are soluţii. 

VI.20. Determinaţi valorile lui a reale pentru care sistemele urmă-
toare au soluţii : • 

a) 

1 2 
-- -- = o 
X y 

1 a -+-=O 
2x y 

c) {4lxl - IYI = a 
7lxl - 2jyj = 2a 

\
3 Vx + 2V y = a 

e) 

4Vx+3Vy =7 

b) 

a 3 - --- = o 
X y 

1 a -----+-=o 
3x y 

d) {2lxl + IYI = a 
5Jxl + 3jyj = 6 

f) {alxl - IYI =3 
2Jxl + IYI = 5 

R. a) Dacă a = -1 sistemul are o infinitate de soluţii. Dacă a e IR'\.{- 1} sistemul este 
hnposihil. 

b) Pentru orice a e IR sistemul este imposibil. 
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c) Sistemul 'admite soluţii date de lxl = O ş1 lui= -11 

,deci -• ;;i: O de unde a ,o;;; 9. 
'd) Sistemul admite soluţii date de: 

l:r I = 311 - 6 şi lyl = - 5a + t 2 deci 

3a - 6 ;;i: O şi -5a + 12 ~ O 

e) Siste~ul admite soluţii date de: 

12 
de ande 2~ a~-. 

5 

• fx = 3a - Uşi 1/y = - 4a + 21. Deoarece Y;"._"Yi~ O rezultă că 3o - 14 ~ fi şi - 4a + 
[

14 21] . 
+21 ~ O adici a e -, - . 

· 3 4 
f) Sistemul_admlte soluţii date lie: 

7 4a - 6 
lxl = -- şi li/I= --- unde aelR,{- 2}. 

a+ 2 a+ 2_ 

'7 4«-6 3 
Deci ___ > O şi --- ~ O de unde avem că: a ~ - 2 . 

a+2 a+2 

Dacă a = - 2/istem~l este imposibil. 

' Vl.21. Pe întreaga întindere a luncii iarba creşte· uniform şi la fel 
de repede. Ştiind că 70 de vaci ar putea. paşte această iarbă în 24 de zile, 
ia.r 30 de vaci, în 60 de zile, cite vaci ar fi păscut iarba de pe foneă în 
96 de zile! · 

R. Vom nota cu x creşterea cantităţii de iarbă tn 24 de ore. Deci, dacă .ln 24 de ore creşte 
o cantitate" de iarbă egală cu· x, ln 24 de zile această creştere va fi egală cu "24 x. Notb1d eu t 
cantitatea tota1i de iarbă existentă pe luncă la momentul iniţial, rezulti că ln 24 de zile vacile 

1 + 24:i: 
vor paşte 1 + 24 x, ln 24 de ore, tntreaga cireadă (compusă din. 70 de vaci) va paşte----

. 24 
. t + 24:,; 

iar o singuri vaci va paşte ----. 
24· 70 

!\aţiontnd analog, putem demonstra el, dacă 39 de vaci ar fi păscut, iarba din ac:eeatl 
t + 60x 

luncă tn 611 de zile, o vacă paşte tntr-o zi 30 _. 60 • 

Dar cantitatea de iarbă pe care o va9i, o paşte lntr-o zi este aceeaşi ln cazul ambelor 
cirezi. Deci vem avea: · 

1 + 24:,; 

24·70 
t 

de unde :,; ·= --. 
181 

Afllndu-1 pe :,; (creşterea cantitiţil de iarbl tn 24 de ore), este uşor să determinăm a cita 
parte dia caatitatea iniţiali de iarbl paşte o vacă lntr-c, zi 
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t + 24:,; 

24 · 711 

1 
1 + 24·-

480 1 
=------=--

24- • 70 1800 • 



Dacă notăm cu y numărul vacilor care ar fi putut pafte lntreap iarbA de pe 18Dcl la 
96 de zile, rezultA că: 

1 
t + 91·480 t 

96y il.llOO • 

de unde y = 20. 
Aşadar, 20 de vaci ar fi putut paşte iarba tn 96 de zile. 

Vl.22. Dacă din triplul _unui număr scădem sfertul să.u obţinem 77. 
Să . se determine numărul. 

:i: 
R. Fie :,; numărul căutat. Avem, aşadar, ecuaţia 3:i: - 4 = 77, de un~ t2s.- s-

4 · 77 
== 4 · 77 sau :,; = -- = 28. 

11 

Vl.23. Un automobil a parcurs distanţa, dintre două. oraşe m~d 
cu o viteză de 60 km pe oră; la întoarcere, însă, a mers cu 40 km pe ori. 
Care a fost viteza medie a automobilului 7 

R. Viteza medie este necunoscuta :,; din ecuaţia: 
" 2 1 1 

-=-+-, 
X 60 40 

adică x = 48 km/h .. 

VJ.2.ţ. Să se afle toate numerele naturale de trei cifre scrise m bli.za 
10 ştiind că fiecare dintre ele îndeplineşte următoarele eondiţii: 

a) este divizibil cu 2 şi nu este divizibil cu 5 ; 
b) are cifra zecilor 3 ; 
c) dacă se adună cu inversatul (răsturnatul) său se obţine 666. 

R. Fie :r:yz unul din numerele căutate. Potrivit condiţiei a), ieste par şi diferit de O {ci.ci 
nume!'l'le divizibile cu 5 se termină sau ţn O sau ln 5). Potrivit condiţiei b), li = 3, iar potrivii 
condiţiei c): · 

:r:yz + z:gx ·= 666 

adici.1 deoarece :r:yz = 100.:c + 10y + z: 

(100x + 10y + z) + (100z + 10g + x) = 1188 
deci, cum y = 3: 

101:,; + 101z + 20 • 3 = 666 
adică: 

101 (x + z) = 666 - 60 = 606, 
• 

de unde x + z = 6. Cum z este par şi nenul avem situaţiile z=2, x=4, z=4, :s=2 (cazul x=• 
n excludem). Deci numerele ci.utate stnt 234, 432. 

VI.25 O persoană cheltuieşte o da.tă cu 4 lei mai puţin decit 3 /o 
din ceea ce are, altă dată 1/4 din rest plus 3 lei, iar apoi 2/5 din noul rest 
plus 1,20 lei, şi i-au mai rămas 24 lei. Ce sumă a avut şi cit a cheltuit de, 
fiecare (i.Ltă ! 
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. B. Fle :t suma avută, Prima cheltuială este - - 4, iar primul rest, x -' -· - ..,.. 4 = · 3x : , (3x ) 
· · 5 5 

2x 
--+4. 

5 

A do11a cheltuială este egali cu - -- + 4 + 3 = - + 4, iar al doilea rest: 1(2~) X 
4 5 10 

X - [ ( ; - 4 ) + ( 1: + 4 ) ] = :: 0 

2 3x 3x 
A treia cheltuială este - • - + 1,20 = - + 1,20 iar noul rest: 

5 10 25 

X - [ (3; -4) + ( :o + 4 ) + { :: + 1,20) l = :~ - 1,2. 

Aşadar: 

"9x 
- - - 1,2 = 24 
50 

3 • 140 148 
de unde x = 140 lei. Cele trei cheltuieli slnt: a) -- - 4 = 8() lei·, b) -- + 4 = 18 lei· 

5 10 ' 
3 ·140 

c) - 25-- + 1,20 = 18 lei. 

Vl.26. Este poRibil să cheltuim suma. totală de 451 lei cumpărlnd 
20 de mingi dintre care unele cu 7 lei bucata şi altele cu 3 lei buca.ta! 

R. Fie x numărul mingilor de 7 lei. Atunci numărul mingilor de 3 lei bucata" este 20 -f, 
Co,lul mingiloc de 7 lei bucala este (7x) lei, iar al celor de 3 lei bucata 3 · (20 - a:) lei. 
Aş.idar: 

7:r; + 3(20 - x) = 451 

. 391 
de unde x = -- ; cum x trebuie să fie natural, răspunsul la lntrebarea din enunţ este 

4 
negativ. 

VI.27. O cooperativă agricolă de producţie trebuie să semene, 
conform planului, cîte 40 ha pe zi. Depăşind norma, se lucrează în 3 zile 
156 ha. Lucrînd în acela.şi ritm, cooperativa termină semnă.natul cu 2 zil• 
înainte şi realizează cu 4 ha mai mult decît era prevăzut în plan. Cîte 
hectare a semănat cooperativa.! 

B. Alegem ca necunoscută a problemei numărul de hectare ce trebuie semănate conform 
planului şi li notăm cu y. Deoarece trebuia să semene clte 40 ha pe zi,. numărul de- zile prevăzute 

tn, plan este _!!__ Lu:rlndu-se lnsă cite $2 ha zil~ic; iar numărul de hectare fiind y + 4, urmea· 
40 · 

ză cu numărul de zile lucrate este y + 4 şi reprezintă cu două zile mai puţin declt numărul 
52 

de zile prevăzut ln plan. Ecuaţia problemei va fi: 

u+4 u 
--=--2 

5 40 
de unde y = 360 ha. 
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l>eci numărul de hectare semănate este :i60 + 4 = 364. 
Problema mai poate fi rezolvată şi-as'UeJ: fie x numărul de zile tn care trebuia terminati 

lucrarea, conform planului, ln acest timp, numărul de hectare lucrate trebuiau să fie 40 x. la 
nalitate s-au lucrat ln trei zile 15& ba, ceea ce revine la 52 ha zilnic, iar lucrul s-a terminat 111 
(:i: - 2) zile. Prin urmare, au fost semănate 52(x-2) ha şi astfel planul a fost depăşit cu 4 Ila. 
Aşadar, ecuaţia problemei este: 

5~ - 2) = 40x + 4 

so,soluţia x = 9. 
Aşadar, numărul de hectare semănate a fost 40,9 + 4 = 364 ha. 

VI.28. Suma a. trei numere este 28. Primul este de 3 ori ma-i. mare 
decît al doi.lea,- iar difffenţ&..dintre al doilea,, şi ~1" tl'eilea.. este 12. Găsiţi nu
merele. 

R. Fie .y, al, doiJea:_JJ'!,Ală'r,. Atunci jll'imuf .esl-e·egal cu 3y, iar al treilea este egal cu g - t2. 
Suma tuturor celqr 3 numere este 3y + y + y - 12 = 5y - 12. 

•o 
Obţinem, aşadar, ecuaţia 5y - 12 = 28, de unde 5y = 12 + 28, deci y = 5 =8. 

Primul numilr este, aşadar, 3 · 8 ':"' 24, iar al treilea este 8 - 12 = - 4. 

Vl.29. Suma. lungimilor bazelor unui trapez este 32 cm, iar diferenţa 
a.cestor lungimi este 16 cm. Cunosclnd că î.nălţimea trapezului este 8 cm, 
d. se determine bazele şi a-ria Mi. 

R. Fie y lungimea bazei miei a trapezulut. Atunci lungimea bazei n:iari c,;te, potrivit 
enunţului, y + 16. Cum su1B& lungimilor baselor este 32 cum rezultă ecuaţia: 

11 + (U + U) = 32 

16 
de unde 2y + 16 = 32, deci 2y = 32 - lt.= 18, ·adică- !T = - = 8 (em). Aşadar, aria 

2 
tnpezului este: 

t24+8)·8 
.sl = - cm2 = 128 cm2• 

·:2 

VI.30. Mihai ii zice lui Petre : ,,Dacă îmi dai un leu din ba.nii tă.i 
voi avea de două. ori mai mulţi ba-ni decît vei avea tu". Petre îi spune lui 
Jrlihai : ,,Dacă îmi dai tu 5 lei, voi avea cît vei avea tu". 

Ce sumă are Petre .şi ce sumă. are Mihai 7 

R. Fie x suma pe care o are Mihai. 1n ipoteEa 1n care Mihai li dă hli Petre 5 lei, el rămlne 
so suma egală eu x - 5. Prin aceasta, auma pe care o are Petre se va mări cu 5 lei, deci Petre 
&ftl eu _12 lei mai puţin deelt Mibai, adiell ~ x - 10. 

x + t = 2(x - io - t) 

de unde:&= 23, Petre are 23 lei - 10 lei= 13 lei; 

VI~3t. Suma a două numere este 150. Dacă îl împărţim pe priD,l.ul 
la- aJ doilea. obţinem citul 4 şi restul 15. Să se a.fle numerele. 

R. Fle :i: al doilea număr. Potrlv.it teoremei hnpăl'ţirii numerelor lntregi primul uumil 
este epl cu 4:i: + 15. Soma lor devine (4:i: + 15) + s·= 5:i: + 15, deci 5x + 15 = 1SQ, de ţ111de •-= 71. Primul număr va fi atunci 4 · Z1 -f-- 15 = 123. 
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CAPITOLUL VH 

/ ECYAŢIA DE GRADUL AL II-LEA 

vn.t. Verifica.ţi dacă, numerele: :-1 ;· - _!__; O; 1; Vz; 2._ sîn.t 
2 2 

.eoluţii .ale ecuaţiei 2x2 - x - 1 = O. 
R. lnlocuind x cu ,.... 1 obţinem 2c..:.1)1 - (-1)'---1 ·=·2' + ·1· - 1 == 2: deci -1 DU este 

'SOiuţie. 2(- -~ r -{- :--) -1 =· O, deci.~ +' este .!i~luJie._ L.~ fel deduce';ft c4 1 e~ 

,,- 1 
.oluţie, iar O, r 2., 2 nu slnt. soluţii. 

VII.2. -Determinaţi m real astfel înoît- V2 să fie soluţie a ecuaţiei 
.,Z - mx - 4 = O. Aceeaşi cerinţă- pentru numerele : -1 ; O , 1 f V5; 
fa - 1 ; -2 ; 1 - V2. · 

R. f.f este soluţle a ecuaţiei x1 - mx - 4 =.O dacă (l'2>8 - m 1/2 - 4 = O, deci pentru 
2 ' ... 

m = - -· - sau m = - V2. -1 este soluţie pentru m = 3, O nu este soluţie .pentru orice m, 
1/2 

t + }'& .este soluţie pentru m = 2, f3-~ .1 este soluţie· pentru-m,= 3 + f3,. - 2 este soluţie 
pmtru m = o şi 1 - y2 este so1utie pentru m=5-+ 3 V2. · 

VII.3. Determinaţi m şi n astfel incit perechile de numere : -3 şi 
~, -7 şi 7, - V3 şi V3; 5 şi 5, O şi 5, · f:.__ V2 şi 1 + V2 să fie soluţii ale 
ecuaţiilor : · 

R. a) - 3 şi 2 slnt soluţii dacă propoziţii-le (- 3)2 - ·m(-3) + n = O şi 21 - 2ni- +n= O 
idnt simultan Jdevărate. Rezultă m = - 1 şi n = -6. La fel se obţine m = O şi n = -49, 
m = O şi n == -3,m = 10 şi n = 25, m = 5 şi n = O, m == 2 şi n -=· -1, Pentru celelalte ectiaţll 
tie procedează analog. 

VIl.4. Arittaţi cli. o ecuaţie de graidul-,al.doilea.admite cel mult doul. 
soluţii reale distincte. · ' · 

. ' . B. fntr.:.'adevlr"stnf ecuaţii firii. soiuţfi.rtiale d~ ii~~plµ ~2 ·+·t = o, ~eoarece ,?:1 +.,1> o 
a,entru orice :,; real. Ecuaţia x8 - 2x + 1 = O, sau echivalent, (x--:- 1)1 = O,_ de unde rezultl 
singura soluţie:,;= 1. ln general, dacă pollnomul P(X) = aX8 + bX + c, a ,fa O care nu este un 
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pAtrat, admite.rădăcina Xi, atunci conform teoremei lui B~zout se divide cu X - x1, deci se scrie 
P(X) = a(X - x1 ) Q(X), unde Q este un polinom de gradul I care are o rădăcină reală x 2, deci P 
are două rădăcini distincte x1 , x2. Presupunem că P(X) = aX2 + bX + c, a =f. O are trei rădăcini 
distincte Xi, x2, x3• Atunci sistemul P(x1) = P(x2)= P(x8)= O tn a, b. c conduce la soluţia banală 
a = I, = c = O. Contradicţie. Deci, o ecuaţie de gradul al doilea admite cel mult două soluţii 
distincte. 

VIU,. Determinaţi condiţia necesară şi suficientă ca două ecuaţii 
aai2 + bx + c . o, a =f, O şi a'x2 + b'x + c' = o, a' =f. O să aibă o spluţie 
comună. Există mai multe ecuaţii care să aibă aceleaşi soluţii T 

R. Fie'-r soluţia comună. Avem ar+ br + c =. O şi a'r2 + b'r + c' = O. Eliminăm r2 

din aceste relaţii. a'ar2 + a'br + ca' = O şi aa'r2 + ab'r + ac' = O care prin scădere dau (a'b -
- all')r + (ca' - ac')=O sau r=(-a'c + ac') :(ba'-ab') tn ipoteza a'b - ab' # O. Cum f(r) =10 
rezultă: 

a ----- + b ---- + c = O sau ( 
ac' - a'c ) 2 ( ac' - a'c ) 
a'b -c ab' a'b - ab' 

(ac' - a'c)2 - (ab' - a'b)(bc' - b'c) = O care reprezintă condiţia căutată. Dacă a'b - ab' = O 
atunci şi ca' - ac' = O şi relaţia este deasemenea verificată. Ecuaţiile ax2 + bx + c = O, a # o 
fi k(ax1 + bx+ c) = O k # O, au aceleaşi rădăcini. Deci a'x2 + b'x + c = O, a' :if O şi ax2 + 
·1,s +·c = O, a :if O au aceleaşi rădăcini dacă a' = ka, b' = kb, c' = kc, adică dacă coeficie11ţii 
ecuaţiilor sint proporţionali. Reciproc, dacă ecuaţiile ax2 + bx + c = O, a :if O şi a'x2 + b'x + 
+c'=O, a' :if O au rjidăcini comune, relaţia obţinută anterior (a'b - ab')r + (ca' - ac')= O 

a b 
adeviirată pentru orice r soluţie, implică a'b - ab' = O şi ca' - ac' = O, adică - = - = 

a' b' 

= _!_ = ksau a'= ka, b' = kb, c' =lcc • 
. c' 

VII.6. Determinaţi soluţiile comune ale ecuaţiilor. 
a) x2 -- 2 = O şi x 2 + (1 - V2) x - V2 = O 
b) x2 - 5x + 4.= O şi 2x2 - x - 1 = O 
c) 2x2 - 3x + 1 = O şi 2x2 + 3x - 1 == O 

R. a) Aplicind rezultatul de la exerciţiul Vll.5 obţinem soluţia comună 

, = 1 · < -Vf> - 1r-2> = _2 - V~-- = Y:f<l'2 - 1 >' = l'2 • 
1(-il + V2> + 1-0 -1 + Y,T ...:..1 + V2 

Altă metodă: Soluţia comună va fi rădăcina divizorului comun al_polinoamelor X2 - 2 şi X 2+ 
+(t-V'2) X -V2 =O.Avem: X2- 2 = (X- y2) ·(X+ Vf> şi X(X- }'2) -t_ (X - l'2) = 
=(X+ l)(X - 1'2> deci c.m.m.d.c. este X - }'2. Rezultă soluţia comună x = v2. 

b) Se procedează ca la exerciţiul a) 1 este soluţia comună. 
• il 

c) Soluţia comună este 2 . 

VIl. 7. Determinaţi m şi n astfel încît 1 să fie soluţie comună a ecua
ţiilor ; mx2 - 2x -t n = O şi x2 + mx + 2n = O. 

R. ii: este soluţia comună a ecuaţiilor dacă m - 2 + n = O şl 1 + m +2n = O, de u11de 
:rezultă m = 5 şi n = -3. · 

VJI.8. Rezolvaţi ecuaţiile următoare ştiind că admit soluţiile date 1 
a) x 2 - 5x + 6 = O , ai1 = 2 
b) 2a:2 ·- 3a: + 1 == o ' Q)i = 1 
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c) a:2 - 2a: - 1 = o, 
d) a:2 - 21/5ai + 2 = o, 
e) 4a:2 - 4x + 1 = o, 

R. a) Daci x1 = 2 este soluţie, rezultă că X - 2 divide polinomul XS - 5X + 6. Avem 
XI - 5X + 6 = (X - 2)(X - 3) Rezultă i 2 = 3 este cealaltă soluţie a ecuaţiei. 

1 
b) Ca la punctul precedent obţinem x8 = - . 

. 2 
1 

c) Xa = 1 + f2 d) Xa = VS - °V3. e) Xa = :r1 = - . 
- 2 

VIU). Determinaţi ecuaţiile care admit soluţiile: 
. - 2 

a. -1 şi 5 , b> 3 - V2 şi 3 + V2 c> - 3 şi 1 

şi + 1, e> 1 - V2 şi 1 + V2, f) ~ şi 3, g) 2 şi 2. 

d) -1 

n. a) Dacă -1 este o soluţie a ecuaţiei- ax1 + bx + c = O, a #= O, atunci X + 1 divide 
polinomul aX1 + bX + c. La fel .X - 5 divide ax• + bX + c. Deci (X + t)(X - 5) divide 
acelaşi polinom. Rezultă ci ecuaţiile căutate slnt a(x + 1}(:r - 5) = O sau a(x2 - 4x - 5) = 8, 
a e IR*, b) a(x1 - 6x +7) = O, c) a(3x2 - x - 2) = O, d) a(x2 - 2:r - 1) = O, e) a(x8 - 1)= 
= O, f) ax(x - 3) = O, g) a(x - 2)1 = a(x8 - 4:r + 4) = O. 

VD.19. Arătaţi că dac, o ecuaţie de gradul al doilea cu coefi-0ienţi 
raţiona.li admite o soluţie de forma m + Vti, m e Q, n e Q şi y; t Q, 
atunci admite şi soluţia m - y; (numită „conjuga.ta'1ui m+ Vn"). 

R. Dacă m + Yiî este soluţie rezultă: a(m + }'n)2 + b(m + }'n) + C = o, a, b, C E 4l, 
sau (am1 + an +.bm + c) + (2am + b) }'n = O, de unde rezultă am2 + an + bm + c = O şi 
2am + b ~ O. Obţinem deci şi: (am1 + an +, bm + c) - (2am + ·b) Yn = O ceea ce este echi-

valent cu a(m - t'n)1 + b(m :__ Vii> + c = O, adică m - Vii este, de asemenea, soluţie a 
ecuaţiei ax1 + bx + c = O, a f= O, a, b, ce CI. 

VII.11. Determinaţi.ecuaţiile de gradul II cu coeficienţi raţionali care 
admit soluţiile: 

a.) 1 - VW, b> V 3; c> 1 +2 Yî . 
' 

R. a) Conform rezultatului de la exerciţjul precedent, 1 - V5 soluţie implică şi 1 + Vs 
IOluţie şi deci ecuaţiile slnt a(x - 1 + Y5'i (x - 1 - V5> = o, sau.. 

a(:i:2 - 2:r - 4) = O cu a raţional şi a #= O. 
b) a(z8 - 3) = O, a f= O, c) a(x1 - x - 1) = O, a f= O. 

VII.12. Determinaţi m şi n raţionali ştiind că ecuaţia a:2 - mx+n=O 
admite soluţiile : 
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a.> 1 + V2 b) 2 - Va, . c> V2. 
R. a) Ec;uaţiile care admit soluţia 1 + V:î" stnt 
a (~ - 2:r - 1) = O, a e 4l a#= O: Rezultă m = 2 şi n = - 1. 
b) m = 4 l)i n = 1, c) m = O ti n = - 2. 



VIl.13. Arătaţi că soluţiile întregi ale unei ecuaţii cu coeficienţi 
'Întregi ax2 + bx + c = O, se găsesc printre divizorii termenului liber o. 

R. Fie :: o soluţie lntreagă a ecuaţiei ax1 + bx + c = O a # O, a, b, c e 71.. Avem: a:' + 
C -+ bz+c=O sau az1 + bz = - c sau :(az + b) = -c sau az + b = - - • a~+ b e 71. implici 

C . 
- e 71. de unde rezultă că z trebuie să fie un divizor al lui c. 
z 

z 

Observaţie: Am p1-esupus z # O. Dacă z = O este soluţie atunci c = O şi afirmaţia rll.mlne 
<!Vlllabilă. 

VII.U. Rezolvaţi în mulţimea numerelor raţionale ecuaţiile : , 
a) 2x2 - 5x + 3 = o, b) 3x2 - x - 10 = o, c) x2 + x - 12= O, 
d) x2 - 6x + 9 = o, e) x2 - 16 = O .. 

,; . 

R. 'a). Cll.utăm soluţiile lntregi ale ecuaţlei printre divizorii lui 3. Obţinem soluţie pe 1 
,ţi lmpăr{ind polinomul 2X1 - 5X + 3 la X - 1 determinAm şi cealaltii soluţie ca rădăcină a 

5 . 
. cilului 2X - 3- obţinut. b) x1 = 2, x1 = - - , c) x1 = 3, x1 = -4, d) x1 = x1 = :S, e) x1 = 

' 3 
.= -4, Xs = 4. 

VIl.15. Arătaţi că ecuaţiile următoare nu au soluţii în mulţimea 
-numerelor întregi : 

a x2 - 4x + 1 = O, b) f1J2 - 2x - 2 = O, o) 6x2 - 5x - 4 = O. 

R. a) Soluţiile lntregi se gă~esc printre divizorii termenului liber 1, deci pot fi + 1 sa11 
- 1. Nici unul dintre aceste numere nu verifică lnsă ecuaţia. Analog se procedează ln celelalte 

.azuri. 

Vll.16. Determinaţi p şi q astfel încît ecuaţia: 
px2 + qx + 1 = O, p, q e 7l să, aibă. soluţii întregi. 
R. Ecuaţia poate admite pe -1, pe 1 sau şi pe 1 şi pe -1 ca rădăcini. Dacă 1 este rădi

..cină lntreagă, atunci p + q + 1 =O.Dacă -1 este rădăcină lntreagă a ecuat.iei atunci p - (f + 
+ 1 = O Dacă şi 1 şi -1 stnt rădăcini, atunci sistemul format din ecuaţiile p + q + 1 = O şi 

.P - q + 1 = O implică p = -1, şi q = O. 

VIl.17. Arătaţi că dacă ecuaţia: ax2 + bx + c = O, a e ]l*, b e"ll, 

.c e 7l admite soluţii de forma .!!_ , p, q e 7l, atunci p divide c şi q divide a. 
q 

R. Fie !_ soluţie a ecuaţiei date cu p şi q prime Intre ele. Atunci a p~-)2 + b (.!:) + 
q . q q 

cq2 • 
-+c=O sau ap2+bpq + cq1 = O sau p(ap + bq) = - cq2 sau ap +,bq = - ap + bq e Z_ 

.-implică cq2 e 71. de unde rezultă că par trebui să fie divizor al lui' c. 
p 

p 

Helatia ap9 + bpq + cq2 = O este echivalentl cu q(bp + cq) = - apB sau bp + cq = 
ap• · . 

. == - -- e 71. de unde rezulU Că q divide a. 
q 

VIl.18. Folosind rezultatul de la. exerciţiul anterior, 'rezolvaţi 
~uaţiile: 

a) 2a,Z - (IJ - 6 =· 0, b) 4/1J2 - 4a: -,. 3 = 07 

c) 4a:2 - 4a: + 1 = O, d) 25a;1 - lOi,; + 1 == O. 
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R. a) Ciutim ridicinile raţionalţ de forma .!!_ unde p este un divizor al lui 6 şi 'I di.vizor 
f 

: . 3 1 . 1 
al lui 2. Gisim %1 = 2 fi X1 = - - • b) Xi = - ~ Xz = - - ',c) X1 = Xz = - ' 

2 2 2 2 
1 

61) X1 = Xa = -.-
5 

VII.19. Să se determine p şi să se rezolve ecuaţia 2:.v2 - px + 1 = o, 
1' e 7l, ştiirid că admite o rădăcină rati?nală. 

1 1 
R. Rădicjnile raţionale ale ecuaţiei pot fi -1; + 1, - 2 , + 2 . Obţinem pentru fJ' 

respectiv valorile -3, 3, -3, 3. 

Vll.2D. Demonstr.aţi că rădăcinile unei ecuaţii de gradul al 11-leasînt: 
- . - b - vx .. --:b + vx ., ' 
U:1 = 2 ŞI x2 = 2 , unde ~ = b- - 4a; (Procedeul se· . a a 

numeşte rezolvarea ecuaţiei „prin radicali"). 
R. Avem succesiv : 

( b C ) [(· b )2 /)2 - ,for ] [( b )2 qx2 + bx + c = a x• + -; x + -;;- = a x + 2~- - ---4~2-- ··- = a .t + ~ ·-

( VK )2
] ( . b VA°)( b V::S ) - -- = a x + --:- - -- x + - + -- , de \unde egalind cu zero fiecare-

. 2a 2a 2a 2a 2a 

factor al produsului obţinut deducem formulei e căutate. 
Observaţie: Din formulele determinate rezultă c,'i .1'.\ şi .i::2 exist:) atunci cinci J.~. O şi no 

există clnd L\ <0. 

Vll.21. Rezolvaţi „prin radicali" ecuaţ.iile prapuse h, exerciţiile 
VII. 14, VII. 15 şi VII. 18. 

3 5 
R. Vll.14. a) X1"== -2, Xz=l i b) X2 = 2, X2 = - 3 ; C) X1 = 3, X2=-4; d). x, = ,1'2= 

V- ,- 5 ± Vs:i 
=3;e)x1=-4,x1=4 .. VII.15 a) x1, 2 _=1 ± 3; b) ;r1, 2 =1 ±l3; c)x1, 2 =-~.Vll.1S 

3 1 1 
a) X1 =8, X1";:' - 2;b) :t1 = 3, Xz = -1-; c) X1•2 = 2 ;ci) X1 = X2 = -5-· 

, VIl.22_. Deterin.inaţi m real pentru care ecuaţiile următoare au -rădă
cini reak: 

· a) m..c2 - 2a; - 1 = o, b) mx2 - (2m - 3) a;+ m. - 1 = O, m 1= O 
c) (m + l)x2 - 2mx + m - 1 = O, m 1= O, 
d) a::! - .ma; + m2 = O, 
e) x 2 -~ 2mx + m 2 + 1 =O; f) x 2 - mx + m - 1 = o, 
g) (m - l)x2 - 2(m - 2) x + m + 1 = O, 
h) x2 + 2mx + 9 = o,. 
i) [1)2 + mx = O, j)_ mx2 - 2(,n - l)x + m - 2 = O. 

n. a) Ecuaţia are rădăcini reale clacă I).~ O. j. = 4 + 4m ~.O, ceea' cc implică 
me(- 1, + oo). b) t:.= (2m -3)8 - 4m(m-1) = 4m2 -12m + O- 4m2 + tm =-:8m+· 

+ .9. '. - 8m + 9 ;.i:: O implică m e { - oo, - : J 
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c) 11 = 4-m2 - 4(m + 1)(m - 1) = 4 m2 - 4m2 + 4 -= 4. Deci â> O wicare ar fi m reaL 
d) a= m•·- 4m1 = -'-3m1 • -3m1 ;;i: O implicăm= O. Deci nu111at pentru m = O-ecuaţia 

se rlldăcini realţJ ln rest 3m1 > O şi -3m1 <0, pentru orice m. 
e) A =.4m2 - 4(m1 + 1) = -4. a= -4 < O oricare-ar fi m real şi ecuaţia nu admite 

ddllcini reale. , 
f) Â = m2 - 4(m - 1) = m2 - 4m + 4 =.(m - 2)1 ;;i!: O pentru orice m real. 
1) Â = 4(m - 2)2 - -t(m - 1)(m + 1) = 4,n1 -16m + 16 - 4m 1 + 4 =.- l&ff! + 2UJ 

.-16m + 20 ;;;i: O .echiva)entil .cu 16 m :t;; 29 sau. m e (- 00, : l , -
. ll) .,\ = 4m1 - 3~ = 4(m~-9) . .6.~.0 este ecbivalentll cu m1 ~ 9:;;i,O sau(m - 3){m+3) ~ 

~ o ·care 'este eckivalentă cu sistemul (1) m - 3 ;.,i: O şi m + 3 ;;i!: O sau (2) m - 3 ~ O şi m + 3 ~ 
~ O. Rezullă m e (-oo, -3) U [3, +oo). 
· i) I!,. = m2 ;;;i: O oricare ar fi m real. 

j) .6. = 4(m - 1)2 - 4m(m - 2) =. 4> O eri~re ar fi m .real. 

Vll.2:J. Determinaţi numărul rădăcinilor-ecuaţiiler 1, 

a} 4:x2 - 2mx - 1 - m = O, m !='lR 
b) x 2 - m = O, 1n e lR 
c) (3 - m)x2 + 2x + ·m -3 == O; m e IR""-{3}. 

ft. a) :-:umărul rădăcinilor ~riei ecuaţii de "radul al U-lea este dat de se1Rn11l lui 1. Dac4 
:A> O ecuaţia are două rădăcini l'eale-şi di~tincte. dacă â = O ecuaţia are ricliciaile reale şi egale, 
,ar dacă a <0 ecua\ia 1111 are rădăcini reale. A= 4m2 + 16 + 16m = 4(in1 + 4m + 4) = 
=;;a 4(m + 2)2 ;;.,: o orit·arc ar n m -real. Pentru m -:/= -2, l!i.> O; deci .ecuaţia are două ridicillÎ 

«eale şi distinţlc. Pentru m = ...:.2, ~ = O şi deci ecuaţia are două rădăcini reale şi -egale. 
h) â = '1 m. Df'ci l"Cuaţia are două- rădicini reale şi distincte pentru m e(O,-+ oo), ridi

.ciRi-.reale şi. eg.alf'.-penlru m = O ,i nu arc riiţtiicinl pentru m e (- 00, _O). 
c) ~ = 4 - -t(:I - m)(m - :I)== .4(1 + m8 --9) = 4(m1 ..;.; 8),--A > O adică m1 --; 8 = 

= (m -' 2 Vi) (m + 2 V.i) > o pentru m e ( - 00, :._2 V'2> U (2, 1/'i. + 00). A= Iii pentra 
.m1 = --2 V2şi "'~ = 2 Vi şi il < O pentru m e (-2f2, 2 ~. -' 

vn~21. Se COlli\idt.'ră mulţ.imile : 
.A=--= {x e (R ! (-m - l)x2 .:....., 2 (m - l)x + rn, -1,= O,m e IR""-fl.}} 
B = {X: e (R; r11 .. i;2 + (m -: 2)x ...::... m = O, m e lR""-{O}} · _ 
Detl'nninati numlrul elementelor mulţimilor Au B şi An B. 
ll . .l,t = 0. r.lt"Ci .<\. are Ul! si"ngur element. t,.B = (m - 2)1 + 4m,2. flB> 0 oric~re ar fim 

.reoi. fiind o sumă de pătrate. deci B are douii. elemente. Observiim că ecuaţiJi (m -1) x1 -

-2(m - O.i: +m - 1 = O se scrie f'chivalent (m - l)(x2 - 2x + 1) = O sau (m - 1)(x -t)==o. 
Hezultă că A = {1}: Este posibil-ca 1 s1Hie element şi al mulţimilB. lntr-adevăr, pentrum = 2, 
1 este răd:tdnă a enu11ţiei mx2• + (m - 2)x - m =O.Aşadar, avem două cazuri: I Pentru m f= ~,
.A· u TJ arl' :1 clemente şi A n B = 0. II Pentru m = 2,A U Bare două elemente 1 şi -:I., iar 
..A n IJ = [1}. 

VI 1.2:;. I>etertnina.ţi m; astfel încît : 
a) {xe[Rix2 -x-2=0} n-,{xe lRlx2 +mx-2 ._·_O},,,. 0; 
b) {x e lR I x2 .;;.... 5.t + 6...::... O} n {x e lR I x2 - 4x + m °F O}= 0; 

c;), {xe(Rix2 +mx-1 =0}-.{-2, +}= 0. 

li. a), Dacă A = {x e ltl x1 - z - 2 :;= O}, rezultl A= {-1,2}. Intersecţia este 
:tieviăil dacă cel puţin unul dintre numerele -1 şi 2 este · soluţie a ecuaţiei x1 + mz - 2 == o. 
Rezulti m = -1. : , 

r,) Analog, rldlci~ ecuaţiei x1 - 5x + 6 = O nu trebuie sl fle rldilcini pentru ecuaţia 
~· - 4x + m = o. Rezultil m -:/= 4 şi m 'F 3. ·; 



1 
c) Rezultă că -2 şi trebuie să fie soluţii ale ecuaţiei x2 + mx - 1 = O-~ 

2 
. 3 
Obţinem m = -'-. 

2 

VII.26. Demonstraţi că, mulţimea: .A = {1: e IR! a,2 +ma:+ 1 = O} u 
U { a: e IR I x2 + 4a, + m2 = O}, are două. elemente oricare ar fi m real. 

R. Avem A.1 = m1 - ( şi A. 8 = 4(4 - m8), deci de semne contrare şi egale pen\ru. 
m = ± 2. Deci dacă A1 > O, A.1 < O şi invers, de unde -rezultă că mulţimea are două ele~ 
mente oricare m real. 

VIl.27. Arătaţi că ecuaţiile următoare au rădăcini reale oricare ar fi. 
•, b, c numere reale. 

1) aa:2 - 2b· - a = O, a "F O, 
2) aa:2 - (a + b):c + b = O, a "F O, 
3) aa:2 - 2v a2 + b2a: + b = o, a .,,,. o, 
4) a:2 - 2 Va + ba, + 2 Vab = O a ;;?: o, b;;?: O, 
5) 3:c2 - 2(a + b + c):» + (ab + bc + ca) = O. 

n. i) Avem A.= 4b8 + 4a2 > O oricare-ar fi a, b reali ca sumil. de p!trate. Deoarece, 
a o/= o,· rezultil. că A. nu se poate anula. Deci ecuaţia are două rădăcini reale şi distincte, ori~ 
care-ar fi a, b nuinere reale. . 

2) A. = (a + b)I - 4ab = (a - b)1 ;;ii, O. Ecuaţia are două rădăcini reale şi distincte
pentru orice a ,I, b şi două rădăcini reale şi egali' pentru a = b. 

:1) A. =4(a1 + b1) - 4 ab = 4(a2 + b2 - ab) = 2l(a - b)I + a1 + b2] ;;.O. Ecuaţia a,e, 
douli. rădăcini reale şi distincte pentru a ,ţ b 

4) A. = 4(a + b) - 8 Văb = 4(V a - yT)• ;;ii, o. Ecuaţia are două rădllcini reale şi dis
tincte pentru a ,ţ b şi două rădăcini reale şi egale pentru a = b. 

5) A. = 4(ci + b + c)1 - 12(ab + bc + ca) = 4(a1 + b2 + el - ab - bc - ca) = 
= 2[(a - b)1 + (b - c)1 + (c -.a)1];;. O. Ecuaţia are d~uă rădăcini reale ,i distincte pentru 
a, b, c numere reale cel puţin două diferite şi două rădăcini reale şi egale pentru a = b = c. 

VIl.28. Ară.taţi că ecuaţia : aa,2 + ba: + c = O, a "" O are mdăcini. 
reale dacă ac <0. Reciproc , este adevărat? 

R. A= 1,2 - 4ac; ac <0 implică - 4ac > O, deci A> 0. Reciproc, afirmaţia este ralllii~ 
Contraexemplu: ecuaţia :r.8 - 5x + 6 = O cu l ·6> O are răd4cinile reale :r1 = 2 şi x8 = a. 

VD.29. Determina.ţi mulţimile: 
.A = {x e 1N I ml - 3/l.l - 10 = O}, B = {11 e 7l J :»2 - :» - 30 = O}, 
C =.{a, e (Q I 5x2 - a, - 4 = O}, D = {111 e C&l""-Z I 3a,2 +5ai+ 2 = O},. 
E = {a: e 7Z"'-.IN I x2-7x-18=0}, F = {ai e IR"'-.CQ I a,2-6:e + 2 =0},. 
(J = {te e IR! :r;2 + 5:,; = O}, H = {m e IR I :1/l .,.... :,; + 1 = O}, 
I = {:ce (Q I a:2 - 6:r; + 1 = O}, J = {~ e IR f 2a:2 - ai+ 3 = O}. 

n. Rezolvlnd ecuaţia :i:1 - 3:i: - 10 = D obţinem :r.1 = - 2 şi ~a= 5. Deci: A={~ 

Analog obţinem B = {-5, 6}, C = {- : , t}, D = f- : }• B = {- 2}, F =: {3- fi. B+

-+- f7}, G = {- 5, O}, H = 0, I == 0, J = 0. 



VIl.30. Rezolvaţi ecuaţiile : 
a) (x - 1)2 = 2x, b) a;2 - 9 = x + 3, 

c) (2a; - 1r - (2a; + 1)2 = o, 
d) (x - 2) (x2 + 2a; + 4) = x (x2 - 4) + (x - 3) (x + 3), 

e) x2 - 4x + 3 = l, f} __ 6_ + _3_ _ 2 + l, 
;:v2 - 3x + 2 a;2 - 1 X + 1 X - l 

2 12 
-·--= 
x - 1 (x + 3)(x - 1) ' 

C} X + 
x+3 

2 1 x-4 
h} --- --- + --- = o, 

a:2 - 4 x2 - 2x :t2 + 2a: 

i) _(3 - ~)_3 + (~_±:__x)~ = 7, 
(3 - a:)2 + (4 + x)2 

j) :e - 1 + . X - 2 + flJ - 3 = O. 
m2 - 5x + 6 x 2 - 4a: + 3 a:2 - 3x + 2 

R. a) Obţinem succesiv ecuaţiile echivalente: 
x• - 2x + 1 = 2.~, x• - 4x + 1 = O. Rezultă x1 = 2 - V:f şi :r1 = 2 + y:r. 
b) x• - 9 = :r + 3 este echivalentă cu :r1 - x - 12 = O şi are soluţiile x 1 = -3 şi 

«:• = 4. Se putea scrie şi (x + 3)(x - 3) = x + 3 echivalentă cu (x + 3)(x - 4) = g de unde 
z..+ 3 = 0 S&U X - 4 = 0 Şi deci X1 = -3 SRU Xz = 4. 

c) Avem (2x - 1)1 - (2x + 1)3 = 4x1 -. 4x + 1 - 4x2 --, 4x - 1 = .,_a~ deci ecua\ia 
echivalentă -8x = O cu soluţia x = O. 

d) Ecuaţia este echivalentă succesiv cu ecuaţiile: x3 - 8 -'- :r.3 + 4x - x3 + 9 = O sau 
Z-1 - 4:r - 9 = O care are soluţiile: Xt = 2 - }'5" şi·x2 = 2 + V&. 

e) Condiţia de existenţă a fracţiei din membrul stlng este :r2 - 3:r + 2 '+ O. Deci nu
merele 1 şi 2 nu pot fi soluţii ale ecuaţiei. Obţinem, succesiv, x1 - 4x + 3 = :i:2 - 3x + 2 sau 
:i: = 1, care deci nu poate n soluţie. Rezultă că ecuaţia nu are nici o soluţie. 

f) Se impun condiţiile:- x2 -1 + O, :i: - 1 + O şi x + 1.;, O, adică xelf\.{-1, 1}. 
Obţinem tn aceste condiţii: 6 + 3(x - 1)= 2(:r + 1) + x! - 1 echivalentă cu x" - x - 2 = O 
eu soluţiile x1 = - 1 şi x1 = 2. Rezultă el ecuaţia iniţială are soluţia x = 2. - -

g) Este necesar ca x~ 3 .;, O, x - 1 + O şi (x + 3)(x - 1) ,f,. O, deci :re IR"{-3, 1}. 
Obţinem, 1n aceste condiţii: x(x - 1)+2(x + 3)= 12 sau x2 + x - 6 = O cu seluţiile :r1 = -3 
li x1 =· 2. Soluţia ecuaţiei : :i: = 2. __ 

h) Condiţiile x• - 4 'F O, x1 - 2:i: + O şi x1 + 2:z: ,;,. O, conduc la valorile x e IR"{-2, 
e, 2} admisibile pentru x. Pentru aceste valori, ecuaţia devine, echivalent: ;2:i: - (:r + 2) + 
4(:i: ...: 4)(:i: - 2) = O. sau x1 - 5x+6=0 cu soluţiile x, = 2 şi x1 = 3. Rezultă că :i: = 3 este 
S:eluţia ecuaţiei iniţiale. 

i) Numitorul fiind o sumă de pătrate rezultă că este strict pozitiv pentru orice valoare a 
1-i a:, deci fracţia este definitl pentru orice x. 

Obţinem·: 

[(3 _ :i:) + (4 + :i:)][(3 - z)1 - (3 - :.i:)(4 + x) + (4 + x)'] = 7 sau 

(3 - x)• + (4 + z)I 

7((3 - :i:)1 - (3 - .:i:)(4 + 2:) + (4 + :i:)1 ] = 7((3 - :i:)I + (4 + :i:)21 

UII (3 - :i:)(4 + a:) = 0 CU soluţiile: X1 = 3, Xt := - 4. 

at- e. 1111 
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J) ln co11dlţiile x• - 6+5 x + 0, x1 - 4x + 3 rf, O fi a;I - 311 + 2 + t, obţlBem1 
x-1 x-2 ~-3 . 

(x - 2)(x - 3) + (:i: - 1) (x - 3) + (s - t)(s - 2) "'"O sau 
(x .._ 1)1 + (:1: - 2)1 + (:i: - 3)1 = O, ecuaţie firi BOluţie dNance aama de pitrate (s ~ 1)' + 
.f- (X - 2)1 + (X - 3)8 t> 0 oricare ar fi X real. 

VII.31. Rezolva.ţi ecuaţiile : 

aj 1 + 1 + 1 =~ 
IJ-m ai.:.....n 0-, 

b) 5 1 - 2 + 10 m , 
ai+m m-llJ m1 -e1 ' 

11-m a:-1 
c) ---+--""'""+ 2 =Q, x..:...1 a:-m 

1 1 1 
d) ----=-+-+l, 

x+m+l x m 
m "F I, 

e) 4+:v l+x 
=m. 

l+m. 4+x 
R. 11) ln condiţiile· :r: "F m, x ,#; n ,1 :,; + p ebţi- su~iv: (s: - n) (:,; - p) + 

t(:r: - m) (:r: - p) + (:r: - m) (:r: - n) = O sau 3:,;1 - 2(m + R + p):,; + np + mp + mn = O. 
· D = 4(m + n + p)1 - 12 (np + mp +. mn) = 2[(m - n)I + (n - p)• + {p - m)•] ;,,. O 

' f' , 2(m + R + p) - }'D .or1,care ar Im, n, p numere reale. l'le2:ulti ci ecuaţia are soluţiile x 1 = -------
6 

. 2cm + n + P> + Vn 11n ,tn . 
,ş1 :r:2 = -------'-- , daci 2n + 2p ± r D + 4m, 2m + 211 ± r D =I= 411, 2fl.+ 2m ::;& 6 . ' . 

±Vi>* 4p. 
b) Se impun condiţiile: :r: + m ,J,. O, m - :,; + O, ml - :,ci+ O, adicl a:etR'\,_{- m, m} • 

. ,Obţinem succesiv: 5(-m + :r:) + (x + m) = 2(z 1 - ml)-·tom sau 2r - 6:i: - 2nr -.'6m= 
,sau :r:2 - 3x - m(m + a) = O, D = 9 + 4m(m + 3) = 41118 + 12m + 9 = (2m + 3)2 ;,,. O .şi 

" 3 
.:i:1 = m + 3 şi :r:1 = ~m. Rezultă soluţie a ecuaţiei iniflaJe :,; = m + 3, daci m ;I, - - • 

2 
c) Se Impun condiţiile: :r: - 1 + O şi . :,; - m r/: O Avem: (:,;. - m)1 + (:i: - 1)2 + 

+2(:i: ~ m)(x - ·1) = O care se restrtnge ln pitratul (s - m + s: ~ 1)'11 = O cu soţuţia x = 
m+l . m+t . m+l . = -- . Punlnd · condiţiile de existen• 11 -- ,' 1 ti -- ,f,. 111 rezultă m ,f,. t. 2 . . ~ 2 2 

Oeci pentru m ,J,. 1 ecuaţi11 admite solµţia :r: = m: 1 , iar pentru m = t ecuaţia nu. admite 

,soluţii. . 
d) ln condiţiile :r: + m + 1 ,J,. O şi :i: ,J,. O, m+O obţinem: mz=m(x+m+1) + :i,(m+a:+ 

+ 1) + m:r:(m + x + 1) sau. (m + 1)r8 + (m + 1)1:,; + m(m +l) = O: uu 
,(m + 1)[x2 + (m + l)x + m] = O. Rezulti: 
I: pentru m. + 1 = O, m = - 1 orice x "F O este soluţie a ecuaţiei; 
U: pentru m+l,J,.0 obţinem x1 =-1 şi x2=-m soluţii care verifici ,tcoodiţiile de exist-enţă. 

e) In condiţiile :r: 'F - 1 şi x 'F - 4, obţinem: (4 + :i:)1- (1 + x) 1 = m(l + :r:) (4 + :,;) 
-sau mx1 + (5m - 6):r: + 4m - 15 = O ·cu D = 9ml + 36> O oricare ar fim. Deoi., ecuaţfa are 
,soluţiile: 

(6 ....:. 5m) - V'n (6 - 5m) + '(n ~ 
X1 = · Şi :J:a = ---------- , III r 0. 

2m · 2m 
. 5 

Pentru m = O ecuaţia admite soluţia unici :,; = - - cue se obţine direct din ecuaţia 
2 

,iniţiali. Observaţie: Pentru m 'F O se poate verifica ci~ respectiv Za slnt dif.eri:te de -l fi - 4.. 
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CAPITOLUL VIII 

EXERCIŢII RECAPITULATIVE 

VIII.I.ro Fie P(X) un polinom de gradul doi cu coeficienţi raţionali. 
Demonstraţi că, dacă P ia valori întregi pentru orice valoare întreagă a 
lui X atunci este de forma: 

P(X) = -~ [aX2 + (2b - a)X -v 2c}, a, b, ce 7Z şi re(}iproc. 

R. Fie P(x) = mX1 + nX + p, cum, n, pe Q. Cum P(z) e 71., vz e 71., dăm lui X valori 
lntregi particulare, convenabile, care ne dau informaţii despre c11eficienţii m, n, r.· Considerăm, 
de exemplu P(O) = p, d!lci p e7Z. Calcule rapide efectuăm consid~rind şi P(1), P -1). Obţinem: 
m + n + p e7Z şi m - n +pe 7Z. Fie m + n + p = u e7Z şi m - n + p = 11 e 7L. Rezulti 

u + 11 ~ 2p u -: 11 - 2p 
m = ----- şi n = ----2 2 

Polinomul are deci forma: 
1 

P(x) = 2 [(u + 11 - 2p),XI + (u - 11 - 2p) X + 2p] 

lulnd a =· u + 11 - 2p, b = 2u - 2j,, c = p rezultă forma 

1 
P(x) == -[a,XI + (2b - a)X + 2c] cu a, b, ce 7Z. 

2 

Reciproc, dacă P(X) are forma de mai sus, atunci 

X(X-1) 
P(X)' = a 2 + bX + C 

şi cum X( X - 1) se divide cu 2 pentru orice valoare întreagă .a lui X, rezultă P(X) este întreg 
pentru orice valoare întreagă a lui X. 

v1n.2.PO Fie polinomul ,P(X) = aX2 + bX + c. Demonstraţi că 
dacă P ia valori întregi pentru trei valori întregi com1ecutive ale lui X, 
atunci P ia valori întregi penţru orice valoare întreagă a lui X. 

R. Fie n - 1, n; n + 1 trei lntregi consecutivi. Din ipoteză avem 

a(n - 1)1 + b(n - 1) + c = p e 7Z, 
,m.8 + bn,+ ~ == q E 71., 
a(n +.1)1 + b(n + 1) + i = r: e1Z. 
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Din aceste relaţii determinăm a, b, c. Scăzlnd două cite două relaţiile, obţinem: 

a(2n + 1) + b = r - q, 
a(2n - 1) + b = q - p 

pe care le scădem şi deducem: 

r+p 
.Q= -2--q. 

Rezultă şi 

( r+p ) r+p 
b = r - q - (2n + 1) -- - q = s - -- , . 2 2 

unde s reprezint! suma lntregilor din expresia lui b, adică s = r - q - (r + p)n+(2n+t)q. 
Înlocuind cu expresiile lui a şi b, de exemplu, ln relaţia · 

an9 + bn + c = q, 

( r + p ) ( r + p ) n(n-1) c = q- - 2- - q n2 + s - - 2- n = m -(r + p) --2-, 

unde m reprezintă suma lnwegilor din expresia lui c. 

Cum n(n - 1) se divide cu 2, rezultă că c este lntreg. P este deci de forma: 

( r+p ) ( r+p) P(X,) = - 2- - q X1 + s - -·-2- X+ c. 

Pentm o valoare oarecare lntreagă- za lui X, obţinem: 

( r + p ) ( r + p) %(z - 1) P(z) = - 2- - q z1 + s - - 2- z + ţ = (r + p) ~-- qz1 + :,; + c. 

Din nou, z(z - 1) lntreg par implică P(z) e7I.-

VIII.3. ro Fie P{X) = X 3 + bX2 + cX + d un polinom cu coeficienţi 
întregi şi d(b + c) număr impar. Demonstraţi că acest polinom nu se 
poate scrie ca un produs de două polinoame cu coeficienţi intregi. 

l\. Presupunem prin absurd că P s-ar scrie: 

P(X) = (X1 + mX + n) (X+ p), m, n, p e7I.. 

Efectulnd produsul, obţinem: 

P(X) = X8 + (m + p)X1 + (mp + n)X + np . 
. ' 

Prin identificarea coeficienţilor avem: 

b = m + p, c = mp + n, d. = np. 

Cum d(b + c) este impar, rezulti ci d şi b + c slnt impare. Din d = np, rezultl, a~alog. el n şi fi 
slnt impare. Fie n = 211 + 1, p = 2o + 1, u, 11 lntregi. Atunci: b + c = m(p +1) + n + p = = 2111(11 + 1) + 2(u + 11 + 1) deci I,+ ceste un lntreg par, ceea ce contrazice ipoteza. 

VIII.4.PO Fie polinomul P(X) = aX2 + b.Z + o cu a, b, c ln
tregţ. Dacă P( m) şi P( n.) sint î:ntregi impari cu m şi n lntregi unul par fi 
celălalt impa;r, demonstraţi cll, P nu a.re mdăcini intregi. 
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R. Presupunem prin absurd că teste orădăcinătntreagă. Atunci P(X) = (X - t)Q(X). 
'Calcullm P(n) şi P(m) Avem: P(n) = (n - t) Q(n), şi P(m) == (m -t) Q(m). Cum n şi m slut de 
,paritiţi diferite rezultă că P(m) sau P(nteste·par ceea ce contrazice ipoteza. 

VIIL5. Demonstraţi ~cuaţia: 
am2 + b:» + c = O, a, b, c numere întregi impare, nu a.re rl.dăcini 

~ na.I . -capo e.. 
1'· Fie a = 2m + 1, b = 2n + 1, c = 2p + 1, m, n, p e 7l.. 
Ecuaţia are rădăcini raţionale dacă discriminantul ecuaţiei este un pătrat perfect. Pre

-supunem prin absurd că l!J. este un pătrat perfect Deci: 

t:i,. = (2n + 1)2 - 4(2m + 1)(2p + 1) = (2k + 1)1 • 

.A fiiad evident un număr impar. Ultima egalitate se mai scrie succesiv: 

(2n + 1)2 - (2k + 1)2 = 4(2m + 1)(2p + 1) sau 

4(n - k)(n + k + 1) = 4(2m + 1)(2n + 1) sau 

(n - k)(n + k - 1) = (2m + 1)(2n + 1). 

' Numerele n „ k şi n + k slnt amlndouă pare sau impare, deci n - k şi n + k - 1 au 
,pariti\i, diferite, ceea ce implică faplul că(n - k) (n + k-1) este un număr par. Cum (2m+ 1 )· 
•(2n+l)1'ste un număr lntreg impar, rezultă contradicţia: un număr lntreg par egal cu un număr 

,lntreg impar. 

VIII.fj.PO Fie P un polinom cu coeficienţi întregi. 
Demonstraţi că dacă: 

P(m) = P(n) = k, m, n, k întregi 
:atonei: 

P(X) c.c (X - m) (X - n) Q(X) + k. 

n. Relaţia P(x) = (X - m) (X - n) Q(x)+k se scrie echivalent 

P(X) - k = (X - m)(X - n) Q(X). 

"Pe de altA parţ.e P(m) = P(n) = k implică 

P(m) - k =; P(n) - k = O 

Considertnd polinomul P 1(X) =-:P(X) - k, avem P 1(n) = P 1 (m) = O de unde rezultă ci X -
~n fi X - mslnt factori ai lui P1, adicl P 1(X) = (X - m)(X-n) Q (X) şi revenind la Pse obţine 

•C.C.t.d. 

VDI.7. Determinaţi produsul numerelor reale a şi b ştiind că: 
a2 + /j'k = 5 şi (a + b)4 - (a - b)' = 40. 

n. Egalitatea (a + b)' - (a - b)' = 40 devine succesiv 

[(a + b)I - (a - b)2)[(a + b)1 + (11 - b)2] = 40 sau 

8ab(a2 + b1) = 40, 

ocle unde ţinlnd cont că al + b,,. = 5 obţinem ab = 1. 

VID.O. Fie polinoamele : 
.P(X) - X 3 -3X2 + mX- 3 şi 

,fJ(X) = X2 - ,.._r + 1 un.de m, n e R. 
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a} I >eterminaţi m şi n astfel încît (J să dividă P. 
b)· Pentru m şi n determip.aţi la punctul ·a.), găi.iţi valorile reale ale, 

lui X pentru care P(X) ;;;i: O şi Q(X) > O. 

R. a) Q divide P dacă, de exemplu, restul li al impiir\irii lui P la Q este nul. OL\u Im 

R(x) = (n1 - 3n + m - 1)X - 11; R(X) = O implică n = O şi m = 1. 
/ 

. b) Sistemul de inecuaţii format din x3 - 3x2 + x - 3> O şi x2 + 1> O conduce la 
:ic e [3,oo), deoarece x2 + 1 > O este satisfăcută pentru orice x real, iar x3 - 3x2 + x - :l ;;;i: O, 
este echivalentă cu ( x1 + 1 )( x - 3) ;.i. O, deci cu x - 3 ;;;i, O. 

~UI.9. Ară taţi că numărul 
N = (x + y)a _ a;a _ ya 

este divizibil cu 3, oricare ar fi x şi y numere întregi. 

R. N = 3xy(x + 11) d!l unde avem că N se diyide cu 3. 

VDI.10. Determinaţi x şi y întregi astfel încît 6 · să dividă N = 
= (x + y) 3 - x 3 - y 3, 4 să dividă N, 24 să dividă N. 

R. Avem N = 3xy(x + 11) (vezi exerciţiul Vlll.9) deci N se divide cu 3. N se divide cu 6' 
cilci se divide şi cu 2 fapt care se observă discutind dupii.' paritatea lui x şi y. N se divide cu 
4 dacă x sau y sau x + y sinl di\·izihile cu 4, dacă x şi y slnt numere pare sau dacă x şi !J sinl 
impare consecutive. N se .di\'ide cu 21 dacă .1· şi y S\nl pare -~au. dacă x sau y slnt multi pi· de 8. 

VIII.tt. Determinaţi mrnJ.erele a e IR şi n e O'li*"-,_{1} astfel- încît ~ 
1) Q(X} = X 2 - 1. săi (lividă polino,nml P(.t) ,.= ~P;, - a.f" + 2. 
2) Q(X} = X 3-X să dividă polinomul P(X) = x 2n-X (1-X)" - X 

R. 1). Q(X) divid,e P(X) dacă, de l'xempht; l'(-1) = J>(I) = O, ceea ce implică (-1)211 :__ 

- a(-1) 11 + 2 = O şi t=n - a.1 11 + 2 =·O. Din ultima l~galitalc r.•zultă a= :i, care-satisface şi. 
cealaltă egalitate ln cazul n număr par. Deci Q divide P prntru n par şi a = :l. 
2). Obţinem P(X) = X[X211- 1 -(1-S)11- 1 - 1] deci X di\'idc P. P(l) .= O deci ( X - l) divide
P. P(-1) = 2 + 2(-1)11- 1 = O pentru II număr par. Hezullă că X3 -·X =X(X - l)(X + 1), 
divide P in cazul n număr par. · 

VIII.12 .. Fie polinoamele 

P(X) = 2X3 + 3X2 - 2X - 3 r:;i Q(X) = 4X2 + ax + 3, a E IR. 

1. Determinaţi a astfel încît () să fie un pătrat. perfect. 
2~ Determinaţi a astfel încît P şi Q să fie p~ime între ele. 

R. 1. Q(X) = (2X)2 + ax + (V3)2• 

Monomul aX trebuie să fie termenul din inijloc al binomului (2X ± J/3)2, de unde rezult!lt 
a=±4Vf. · 

2. p· şi Q slnt prime intre ele dacă nu au factori comuni, Cum P(X) = 2X(X2 - 1) + 
+ 3(X2 - ii.)= (2X + 3) (X - 1) (X + 1) . 

rezultă că trebuie ca Q (- : ) -:f: O, Q(-' 1) -:f: O, Q(1) =f, O de unde se obţin valorile Iu; a. 
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a) Ară.ta.ţi .care dintre pwictele: (0,--4) ;. (5, 2); (3, :!) ; (10,.2.i) ap~r-
e;in graficului lui f. · 

b) Trasaţi grafieul lui/. 

R. a) Determinăm mai lntti f(t) dind Jur x valoarea 2 ln relaţia din anunţ. Obţinem 
:2((1) = -2, deci f(l) = -1 şi relaţia devine f(i· - 1) = :fa - 7 (1). In relaţia {1), x = 1 implică 
,no) = - 4, deci punctul (O, -4) aparţine· .graficului l~i f. Analog, pentru x =-= i abţinem 
ifC5) = 8, deci (5,2) nu aparţine grafh;:ului. Pentru x = 4, f(3) = 5, deci (3,2) nu aparţine graficu
.tui şi pentru x = 11, f(10) = 26, deci (10,26) aparţine 1raficului lui' f. 

b) Pentru trasarea graficului, determini• f(x). Punlnd x - 1 = y ebţh1em f(y) = 3y -
· - 4 deci ((x) = 3x -,- 4 al ciirei grafic este o IJreaptă care s~ obţine imediat. 

VID.U.PO Se consideră polinoamele: 

P(X) = AX4 + BX2 + o şi Q{I) = .I2 - 5..1" + 6. 

Ştiind că A este număr întreg şi că. P(X) este divizibil cu ~(X) 
:ară.taţi că. B estemul~iplu de 1:J., O este multipţu de36 şi A. este cel mai ma.re 
divizor comun al numerelor 13 şi O. ' 

R. Q(X) = (X - 2) (X - :l) deci P se divide cu Q daci P(2) = P(3) ,= O ceea 
..c,e Implică 16A + 4B + C = O şi 81 .4. + 9B + C = O, relaţii de unde rezulti B = - 13A 

l . 
·şi C = :iti.4.. aclical B este ·multiplu de 1:l şi C multiplu de 36 şi A rezultă cel illai mare· divizor 
-comun al nume~IQf _B şi C (numerele 1.3 şi :16 fiind.prime Intre ele). 

\:111.15. Se consideră polinoamele: 

P(X, Y) = .X2 + XY + 2Y -1 şi Q(X, Y) = Y1 + IY - 2Y + 1. 

1. Descompuneţi în factori pollnom11l: 

E(X, Y) = XP(X, Y) - YQ(I, Y). 

2. Ară.taţi că pentru valorile "e [N şi y e 1N ale lui .I, r~pectiv Y, 
mumă.rut E(x, y) este multiplu·-de 2. . .1 

3. Caleulaţi valoarea lui E pentru nlorile x, y ale lui X, res
.i>ectiv Y pentru care x + y = a__şi x - y = a __:·1, a e 1l. 

4:. Determinaţi a astfel încît E să, fie pătrat perfect. 

n. 1. Obţinem succesiv 

E(X, l') =~-a+ X 21' + 2XY- X- Y 3 - XY2 +2Y2 - Y = 
= (X3 -'- Y3) + (X2Y - XY1) + (2XY + 2Y2) - (X + Y) = 
= (X - Y)(X2 + XY + Y2) + XY(X - Y) + 2Y(X + Y) - (X + Y) = 
= (X - Y )(X2 + 2XY + Y2) + (X + Y) (2Y - 1) =1. 

= (X + Y) [X2 - (Y - 1)2) = (X + Y) (X + Y - 1){X - Y + 1). 

2. E(x, y) ~''(:t + y)(i + y - 1)(x-- y + 1) este multiplu de 2 deoarece produsul 
"ll\lmerelor naturali! conşeeutive (:i; + y - 1), (x + y) este multiplu de 2. 

3. Obţinem E = a2(a - 1). 

4. E este pătrat perfect dacă a - 1 este pătrat perfect deci clacă a - i = (ci, k e 7l, adică 
,c,entru a = k2 + 1, k e 71.. · · 
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VIJl.16. Determinaţi un polinom de gradul al III-lea cu coefi
tlentul lui X 3 egal cu 1, ştiind că : 

l. _P(l) = P(~)_ = P(3 ) ~i P(l) · P(2) · P(3) = 96. 
3 2 -2 ' 

2. P~l) = p~2 ) = P(!)_ şi P(l) + P(2) + (P(3) = 6. 

R. 1. Fie k valoarea comună a rapoartelor. Obţinem P(l) = 3k, P(2) = 2k, P(3) = -2k 
P(l) P(2) P(3) = - 12 1,..a = ~6 de unde k =.-2 şi deci: 

P(t) = - 6, P(2) = - 4, P(3) = 4, P fii11d de forma. 

P(X) = X 3 + ax1 + r.z + c. 

e111ţi~e111 sistemul 11111, r,, e, format din ecuaţiile: 

11f +I,+ C = - 7 

4« + 2t + C = -12 

9,1+:n+c=-23 

eare conduce la a= -3, 11 = -4, c =· - 8. 

2. Folosind proprietatea fundamentalii a unui sir de rapoarte obţine111: 

P(1) 1'(2) 1'{3) P(t) + P(2) + P(3) · 6 
--=--=--= . =--=2, 

3 2 -2 :i + 2 - :l 3 

de·ttnde rezultă P(l) = 6, P(2) = 4, P(3) = -4, şi proeedlnd ea mai· sus obţinem: 

a= -9, 1, = 18, C = -4. 

VIII.17. Prin împărţirea la acelaşi polinom S'(X), polinoamele:: 
. P(X) = X 3 - 5X2 + 13X - 20 şi Q(X') = X 3 - 4.X2 + 12X-:-14= 
da,u resturile 2X ,:_ 5 respectiv 3X - 4. Afla.ţi 8(X). 

R. Teorema lmpărţirii cu rest implici: 
P<x) = S(x)C1(x)+ 2x - 5 şi 

Q(x) = S(x)C1(x) + 3x - 4 sau 
l>(x) - 2x + 5 = S(x) C1(X) şi 
Q(x) - 3x + 4 = S(x)C8(x). 

Re:r.ultll. cil S(x) este un divizor comun al polinoamelor P(x) - 2x + 5 ti. Q(x) - 3x + 4. 

Avem: P(x) - 2x + 5 = xi - 5x1 + 1h: - 15 = (x - 3)(s1 - 2:i: + 5), 
Q(x) - 3x + 4 = x3 - 4x2 + 9x - 10 = (x - 2)(s1 - 2x + 5). 

'Rezulti, S(z) = X~ - 2.i: + 5. 

VIII.18. Fie polinomul: 

P(.X, Y) = ..1'3 + a.1(4 + 2Y -· X) +,, a(Y2 - X 2 - 2XY) - XY2„ 
unde a E R. 

a) Calcula.ţi P( 11, 11). 
l,) Deseom:puneţi P(X, Y). 



R. 11), P(a, y) = a3 + a1(a + 2!J - a) + a(112 - u3 - 2ay) - uy1 = O. 
b) Deoarece P(a,y) = O rezultă X - a este un divizor al lui P; căutăm să obţinem, 

cruptnd convenat,il 'termenii tn P, factorul x - u. Avem: · 

P(x,y) = (x3 - ax2) + (a3 - ti'x) + (2a1 y - 2axy) + (ay1 - xy2) = 
= (x - 4'f r - (a + g)1] = (x - a)(x - y - a)(x + y + a}, 

VIII. I 9. Se conside~ fracţiile : 
X y 

1,+ x 2 + 1 + y 2 

..F(X, Y) = 1 - x2 1 - y2 ' 
---+----· 
1 -r x 2 1 + y2 

I y 

a.) Ară taţi că fracţiile lJ' şi G- sînt definite pentru v~lorile a: şi y a.le 
lui. X, respectiv Y pentru care WJJ -:;, ± l. 

• b) Determinaţi perechile de numere reale (x, y) pentru ca.re 
..F(a:,y) =G(x,y) =2 . 

• 
1 B, a) F şi G stnt definite pentru valorile x şi 1J ale lui X, respectiv Y pentru care 1 + x1-:f,8 

1-x2 1-ya 
1. + ,t-,;. o şi -- + --- -,;. o. 

1+:r2 1+y1 

Primele două condiţii slnt satisfăcute pentru orice ~-şi y reali. Ultima condiţie devine succesiv: 
(1 - x2)(1 + y2) + (1 - r1)(1 + x1) -:f, O sau 1 - x2,t -:f, O, adică 

b) Notlnd 
X 

a=---. 
1 + x2 

xy # ± 1. 

1-x1 1-J1 

şi A= 1 + x• + 'i'+s' 
'8lstemul F(a:, y) = G(x, y) = 2 devine 

a+b •-• 
--=--· -· A A 

-a + b = 2 A şi a - b = 2A de li.ude rezultă 

b =!)şi a= 2A. 

O= b = --11 - implicil 11 = O 
1 + ,2 

X 1 - x1 
,a = 2A implică -- = 2 -- + 2, de unde rezultă x = 4. Deci perechea căutat.I 

1+r 1+x1 

-este (4,Q), 

VIIl.20. a) Efectuaţi suma de fracţii algebrice: 

.S= 
2X - y 2.X + y x2 + yz 

4.X:.1 - 3XY - Y 2 + 4:X2 + 5XY + Y 2 4.X3+ X 2Y -4XY2 - Y3 

b) Pentru Y = 5 determinaţi valorile întregi ale lui I pentru câre 
.S(X, Y) este un număr întreg. 

B, 11) Aflăm c.m.m.d.c al polinomului de la numitor 

.&:,;I ""7' 3xy - g2 = (4x2 - 4zy) + (xy - 118> = 4x(x - y) + y(i - y) == (x - r)(4x + g) 
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4f + 5xy + y1 = (4x1 + 4xy) + (xy + y1) = 4x(x + y) + y(x + y) =(x + y)(4x + r)' 

4:ra + x2y- 4:i:y' - y•_= x2t.fx + y) - y2(.f:c + y) = (.fx + y)(x• - yl). 
Obţiuem deci 

S(x, y}° = (2x - y)(:c + y) + (2x + y}(x - y) - (x• + u2) = 
·(4x + y)(x• - y2) 

3xl - 3yl 3 

- (4x + y}(x• - y1) = ·4x + y' 

3 
b) S = --- , S e 11'. dacă şi numai dacă 4x + 5 este divizor al J1,1i 3. Rezulta 

4x + 5 
X-E {- 1, - 2}. 

nn.21. a) Simplificaţi fracţiile: 

-F(X, Y) = a(X-:- Y) 3 + b(X 3 -- Y 3 ) + XY [(b - 2a)Y + (2a - ~)$} 
I(a + ~) 3 - Y(a 3 + b3 ) - ab (2(a + b)X + (a+ b)] 

unde a, b e [Rţ. ,. 
b) Arătaţi că E(:c, y) = E(IJ, x) = :B(---x, -y). 

n. a) La numărător oh\im;m succesiv: 

(x - y)(ax 1 - 2a X!J + ay2 + b.t2 + bxy + b!J3 - bxy + 2axy) = 
= (x - 11)(11 + /J)(x2 + y2). 

Analog numitorul devine (a + b)(x ·- y)(112 + be). 

x2 + y2 
Deci F(:c, y) = ----, 

as+ b• 
b). Rczullă iml'diat. 

VIIJ.22. Se consideră fracţia : 

F(X) = X 3 + (b - 2a) X 2 + a(a - 2b) X + a2b a, b E [R, 
.I3 - (b + 2a) X 2 + a(a + 2b) .\'. - n2 ,' 

a) Arătaţi că, domeniul de ex_istenţă al fracţiei este [R"-{a, b}. 
b) Simplificaţi F(X). , 

. c) Pentru b = 1, determinaţi, valorile reale· ale lui X pentru care, 
.F(X) este un număr întreg. 

R, a) Domeniul de existenţă IR'-s_Ja, b} rezultă din faptul că numitorul se anulează pentr\l< 
valorile a şi li ale lui X ceea ce se verifică imediat. ' 

b) lmpărţind numitorul prin (X - a) (X - b) obţinem descompunerea lX - b.) X. 

x(X - a)1• 

Analog numărătorul se descompune _ln (X - a)2 (X + b). 
X-/J 

Deci F(X)= -- . 
. X+ b 

x-1 2 2 
c) F(x) = -- = 1 - -- e 71. implică - e 71. de unde rezultă x e {-3. 

x+1 x+l x+l 
-2, 1,fl}. 
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VIII.23. Se consideră fracţia algebrică raţională : 

F( Y) _ X 4 + 7 X 3 + 9X2 - 7 X - 10 • 
~ - X 2 + 4X - 5 

a) Determinaţi valorile lui X pentru care este bine definită.. 
b) Simplificaţi F. 
c) Arăt~ţi că oricare ar fi x e 1Z".{-5, 1}, · F(x) este un număr 

î11treg par. 

n. a) Ecuaţia x2 + 4x - 5 = O rezolvată prin radicali sau prin descompunerea trino
mului are soluţiile - 5 şi +1, deci Feste definită pentru xelR"-{~5, l} b) Numărătorul poate 
.avea- deci, factori pe X - 1 sau X + 5. Deducem că X4 + 7X3 + 9X2 - 7X -, Hl = 
= (X - 1) (X+ 5)(X + 1)(X+2). 

Rezultă că F(X) = (X + l)(X + 2). 
c) Pentru valoarea x lntreagă a lui X, numărul (x + l)(x + 2) este un predus de doi 

tntregi consecutivi, deci este un întreg par. · 

VIll.24. Fie x, y, t numere strict pozitive. Demonstraţi că : 
a) 2x = y + z, şi 2y = x + z implică x = y = z. 
b) 2 • 2 • 1· ~ x = yz, ş1 y = xz 1mp 1ca x = y = z. 
c) wy + zx = 2yz şi yz + xy = 2xz implică 

X= y = Z. 

R. a) 2x = y + z este echivalentă cu x = y + z adică x este metlia aritmetică a lui y 111 
2 ;> 

:. Rezultă că y ~ x ~ z sau z ~ x ~ y. Analog se obţin inegalităţile z ~ y ~ x sau x ~ y ~ z, 
respectiv x ~ z ~ y sau y ~ z ~ x. 

b) Obţinem, analog, că numerele slnţ, pe care, media geometrică a celorlalte deuă. 
c) La fel, fiecare nttmăr este media armonicii a celorlalte două. 

VIII.25. Se consideră ecuaţia : 

x2 -'- (3a + 1) x - a 3 = o, a e tR, a ~ 

Arătaţi că: 
a) Ecuaţia-are rădăcini reale. 

1 

4: 

b) Considerînd a întreg strict pozitiv, găsiţi o condiţie necesară. şi 
'SUficie!ltă ca rădăcinile să fie întregi. 

c) Dacă a verifică .condiţia de la punctul l>), arăta.ţi că. rădăcinile 
~cuaţiei sînt cuburi perfecte. 

R. a) Calculăm discriminantul ecuaţiei, Â. 

1 
A = (3a + 1)2 + 4a3 = 5a3 + 9a2 + 6a + 1. Ţinlnd cont de ipoteză a ~ - 4 sau 4a + 1 ~ O; 

facem să apară ln descompunerea lui /1 factorul 4a + 1. 
Â = 4a3 + 9a~ + 6a + 1 = (4a3 + a2) + (8a2 + 2a) + (4a + 1) = 
= (4a + 1)(a2 + 2a,.+ 1) = (4a + 1)(a + 1) 2 ~ O, fiind produsul dintre pătratul (a+ 1) 2 şi 
4a + 1, pozitiv. 

b) Este necesar şi suficient ca Â să fie pătrat perfect, adică 4a + 1 = (2k + 1)2, de unde 
rezultă a = k(k + 1) ; c) Ecuaţia devine x2 - (3k2 + 3 k + 1)x - Jil(k + 1)3 = o ·· 
Avem Â = (4a + 1)(a + 1)1 şi pentru a= k(k + 1) · 

Â = (4k2 + 4k + 1)(k2 + k + 1)1 = (2k + 1)2(k2 + k + 1)•. 
3k2 + 3k + 1 - (2k + 1)(k2 + k + 1) -2k8 

Deci X1 = 2 = - 2- = - J,,8 la fel :r2 = (k T 1)10 
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VIll.26. Arătaţi că dacă. aJYZ = 1, atunci : 

l + 1 + .1 1 IR• --- = , x,y,ze .. 
1 + x + xy 1 + y + yz 1 + z + flJZ 

R. Amplificăm prima fracţie cu :z:, ţinem cont de ipoteză ş.a.m.d. Obţinem 

:z: 1 1 z+t 1 
-----+----+-----=----+-----

% + :z:x + 1 1 + y + y:z: 1 + z + xz 1 + z + xz 1 + y + ·UZ 

Amplificăm acum prima fracţie cu y. 

::y + y 1 zy + y + 1 ----·- + ---- = ---- "'"' t. 
y + yz + xyz 1 + y + yz li + yz + 1 

VIII.27. · Folosind inegalitatea : I flJ + y I ~ J x I + I !f ! care are loc pen
tru orice (I) şi y reali (cunoscută sub numele „inegalitatea. t,riunghiului") 
demonstraţi că : 

a) lx-yl ~lxl+ly·I 
b) Ix+ Y + zi ~ lxl + IYI + Iz!. 
R. a) Ix - yl =Ix+ (-y)I şi apliclnd inegalitatea triunghiului numerelor s şi -r,.. 

re.illltă: 

Jx +(-y)I ~ lxl + 1:-YI =!xi + I yl, ţinlnd cont de IYI = I -yl. 

b) Folosind proprietatea de asociativitate a adunării ln IR, putem scrie: 
1x + y + zi = 1x + (y + :z:)1 şi. aplicind inegalitatea triunghiului numerelor x '1i y + :z: rezulti· 
ix+ (y + z)I ::!:;(xi+ IY + zi ~Ix!+ IYI + 1zl după aplicarea lncă o dată a acestei inegalităţi 
numerelor y şi z. 

VIII.28. Fie a, b, c numere reale strict pozitive diferite două. cite· 
w D t ţ" w d w b b - c b C - a . · doua.. emons ra 1 ca a.ca a - = ---, - c = ---ş1 o - a=-

bc . ao 
a-b 1 

= --- , atunci a = b = c sau a2b2c2 = 1. 
ab 

R. lnmulţim membru cu membru egalităţile din ipoteză: 

(b - c)(c - a)(a-b) 
(a - b)(b - c)(c - a)=----· -- ceea cc este echivalent cu (a - b)(b - c)X' 

a2b2c2 

x (c - a) (1 - - 1-) = O. de unde rezultă (a - b)(b - c)(c - a) = O, adică a = b = ~ 
a2b2c2 

1 
sau 1 - -- = O, adică a2b2c2 = 1. 

a2blc2 

vm.29. Dacă a, b, c, d sînt numere reale oarecare, demonstra.ţi că : 
1) 3(a2 + b2·+ c2) =(a+ b + c)2 implică a= b = o~ 
2) 4,(a2 Ţ b2 + c2 + d2) =(a+ b + c + d)2 implică a= b ;_ c= d. 
11. t) 3(al + b2 + c2) = (a + b + c)2 este· echivalentă cu 3a1 +3b2 + 3c1-a1 -b1-cl-

- 2ab - 2ac - 2bc = O sau 2a2 + 2b9 + 2c" - 2ab - 2ac - 2bc = O sau (a2 - 2ab + bll) + 
+(a•_ 2ac + c•) + (b1 - 2bc + c2) = O, adică sumă de pătrate nulă: (a - b)8 + (a - c)1 + 
+(b _ c)• = O, de unde rezultă singura posibilitate a - b = O, a - c = O, b - e = O. Deci 

a = b 2) c~zultă ln mod e1og. 
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VIII.30. Demonstraţi că : 

~ (_!_ - ..!..) + ~ (_!_ - ..!..) + ~ (..!.. - _!__) = O implică a = 
aa b b b o o o a 

-= b = c, oricare ar fi a, b, a numere reale strict pozitive. 
2 2 2 '2 2 2 

R. Errctulnd produsele obţinem: - - - + - - - + - - - = O, ci:ea 
- al ab b1 bc c1 ca 

·c. este echivalent cu 

( ~ - _:_ + ...:_) + ( ~ - ~ + ~) + ( ~ - ~ + ) ) = o, 
a1 ab b1 a9 ac c1 62 bq c9 

adică ( + -+ r + ( ~ - : r + ( +· -+ r = o, de unde 

t 1 1 1 1 1 
ruultă _:_ = -· , - = - , - = - . Deci a = b = c. 

11 b C a b C 

VIII.31 .. ro Fie ·a un număr real oarecare nenul. Notăm 

a+ _!_ = t. Verificaţi că: . 
a 

1 
·1) a2 + - = t2 - 2, 

a2 
' . 
1 

2) a 3 + - = t3 -3t, - as 
1 

3) a• + - = t• - 4t2 + 2. 
a• 

1 1 1 
R. 1) Ridicăm la pătrat a+ - = t. Obţinem: a2 + - + 2 = t2, adică a2 +- -

a a a1 

=18-2. 
1 1 1 

2) Ridicăm la cub a + --= t. Obţinem: a3 + - + 3a + 3 · - = t3, de unde a!I + 
a a& a 

+ ~ = t3 - 3( a + + J = t3 - 3t. 

1 
3) Ridicăm la pătrat a8 + - = t3 - 2. Obţinem 

a= 
1 1 

a' + - + 2 = t' - 4t8 + 4, de unde a' + - = t' - 4t1 + 2. 
a' a' 

VIIJ.32. 1) Fie a un număr real strict pozitiv şi m, n numere naturale, 
tn > n. Demonstraţi identitatea : 

a•+•+ _l_ =(am+ _2._) (a•+ _!_)-(am-•+_!_)· am+• am a" . am-• 
I 

· 1 1 
2) Dacă a + - = t calculaţi a6 + -· în funcţie de t. 

1 a a6 

381 



R. 1) Folosind proprietăţile operaţiiler cu puteri: 

am 1 
«• · an = am+n, - = am-n şi a-• = ·-. - , obţinem: 

an a• 

t 

1 1 1 1 1 - am-• - -- = am+n + am-n + -- + -- - •• -. - -- = am+n + -- • 
a•n·-11 am-• am+1t a•·-• am+n 

2) a5 + : 5 = ( a3 + : 3 ) ( a1 + ! ) -( a + +) şi ţiuind cont de identităţile &, 

a exerciţiul VIII. 31. avem: 

1 
a5 + -;y; =· (t3 - 3t)(tl - 2) - t = fi - 5l8 + 5t. 

VIIl.33. 1) Dacă a, b, oe IR, ară.taţi ci.'2 

1 
a3 + b3 + c3 - 3abo = - (ci + b + c) [(b - c)2 + 

2 

+ (c - aj2 + (• - b)Z]. 

2 Dacă a 3 + b3 + c3 = 3abc, atunci t1 ~b + c = 8 sau a= b = a. 

B.. 1) Se efectuează calculele ln membrul drept. 
2) s3 + b3 · + c3 = :lab,· este echivalentă cu a3 + 1,1 + c' - 3atc=O, sa ţinled cent de 1) t 

t 
2 (a+ li+ c}((h -'- c)2 + (c - a"f + (a - 1,)1] = O, de ude rezultă • + b + c = O 1111a 

(1, - c)2 + (c - a)2 + (a - b)2 = O, adici a = I,= c. 

VIII.31. PO Dacă a, b, c e IR, aritaţi că : 

(a + b + c)3 - (a3 + 1,a + c3) = 3(b + c) (c + a) (a + b). 

Deduceţi de aici că dacă : (â +, b + c) 3 = a 3 + 1,3 + c3, atunci I 

1) (a + b + c)5 = a5 + 1,5 + c> 
2) (a + b + c)7 = ci7 + b7 + c7 
3) (a + b + c)2 .. +1 = a2n+1 + 1,201 + c29+1, "'e {N. 

n. Se efectuează calculele indicate to ambii membri. 1) Identitatea (a + b + c'f -
== r + b3 + c3 este echivalentă cu 3(11 + c)(c + a)(a + I,) = O, de unde rezultă a = - I, 
aau b = - c sau c = - a. · 

Fie deci a = -b. Atunci (a + b + c)5 = a5 + 1,1 + ci este echivalent cu c6 = ci. 
ln mod· analo·~ identitatea este satisfăcută ID celelalte cazuri. IdenUU.ţile de la 2) fi 3) 

rezultă ln acelaşi mud. La 3): 

a211+1 + (-a)211+1 = a2n+1 + (-l)ls+l,rs+l = r"+l _ a9n+1 = o, 
lleoarece ( -1)211+1 '= -1, 2n + 1 fiind un numr natural ~mpar. 
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CLASA A VIII-A 

GEOIIBTRIE IN SPAŢIU 

I 1. Puncte, ~pte şi plane ln spafiu 

. ~ 

.P 

f. 
F 

1.1 Folosiţi desenul alăturat şi gă, .. 
Biţi TaJ.oa.rea. logică a fiecăreia. din afir· 
maţiila: · 

a.) Oe fi; b) Oe a; c) M j d; 
d) Pe a; e) D tl d; f) F tl a; g)A. ea; 
ll) L „ a; i) L j a. 

R. Afirmaţiile au valoarl'a logică a) 1 ; h) O 1 
c) O ; d) O ; e) 1 ; f) 1 : g) O : h) 1 ; i) 1. 

1.2. Puneţi în evidenţă, într-un acelaşi desen, folosind convenţiile 

învăţate, următoarele pţopoziţii a,devăra.te: .Aed; B e d1 ; Oe d1 ; D j d 
şi D,td1 ; M,td.1 şi Jf.,j. 

R Avem desenul : 

D 

1.3. Se dau punctele A, B, O, D diferite între ele. Cîte drPpte se pot 
pune în evidenţă ca.re să. conţină cel puţin două din aceste puncte I 

R. Folosim propoziţia adevib'atl: dacă stnt date două puncte distincte, atunci ele deter-
mină o singură dreaptă. · · 

Distingem trei cazuri : 
a) 6 drepte : acestea slut dr. AB, dr. AC, dr. AD, dr. BC, dr. BD, dr. CD: acestea există 

ln cazul clnd oricare trei puncte 5lnt necoliniare. 
b) 4 drepte : acestea slnt dr. AB, dr. AD, dr. BD şi dr. CD tn cazul c!nd, de exemplu, 

A, B, C sint coliniare, iar D t dr. AB. 
c) o singură dreaptă ID cazul clDd toate pUDctele date stnt coliniare. 
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1.,. Scrieţi toate dreptele determinate de punctele .A., B, O, M, P 
fn cazul oind ele sînt puncte diferite între ele două cite două şi oricare 
trei .necoliniare. 

B. Avem dr.AB, dr.AC, dr.A.M, dr. AP, dr. BC, dr. BM, dr. BP, dr, C.\1. tir. CP, dr.MP. 

t.5. Scrieţi dreptele care se pot determina, ştiind că din patru puncte 
date A, R, E, D, diferite între ele, două cîte două, doar R, A, D aparţin 
unei drepte da.te d. 

R. Deoarece E t d (nu „se află" pe d) avem dreptele : d, dr. BE, dr. AE, dr. DE. 

1.6. Care este numărul cel mai mio de drepte determina.te de 6 puncte 
diferite între ele, două cite două Y Dar numărul cel mai mare Y 

n. O singură dreaptă ln cazul ctnd cele ii puncte slnt coliniare. Numirul cel mai man, 
este lŞ, dacă punctele slnt, de exemplu : vlrfurile unui hexagon convex. 

1.7.PP;OP. Fie .A.1A2A3 ••• A11A.10 un decagon convex. Cite drepte 
case să conţină diagonalele lui se pot pune în evidenţa,! 

Il. Vom enumera toate dreptele diferite ce se pun ln evidenţă cu cele 10 puncte A1, A1, •.• 

, .• , A9, A10 folosind propoziţia adevărată :' dacă se dau două puncte- diferite atunci existi • 
singură dreaptă astfel Incit punctele să aparţină ei. Pentru comoditate vom aşeza dreptele 
astfel: 

A1A8 A1A3 AiA, A1.4.5 .4.1A8 ,1.1,l7 A1,18 A1 A9 A1A10 

A 1A3 A 1 A, ..................... A2 A9 A2A111 

.A3 A8 A3 A0 ••••••.•••••••• A3 A9 A3 A10 

A7 A8 A7 A9 A7 A 111 

A1A, A8A141 

A,A10 

Se obs.,.rvă că există 9 + 8 + 7 + 6 + ... + 2 + 1· drepte. adică (9 + 1) + (8 + 2) + 
+ (7 + :I)+ (6 + 4) + 5, deci 4 · (9 + 1) + 5 = 45 drepte. Din aceslcll, conţiu laturile urml
toarcle : A1A2, A 1A3, A3 A8 , ••• , A8 A8, A9 A10, A11A1 adică 10. 

Hămln 45 - 1,0 = 35 drepte de tipul cerut. 

1.8.ro. Fie A1A2A.3 ••• A.11 .A.12 un dodecagon convex. Cite drepte 
care să conţină diagonalele lui se pot pune în evidenţă! 

R. Se pot pune; tn evidenţă judecind analog ca ln problema precedentă, 66 - 12 '= 54 
drepte. 

1.9. Folosind desenul alăturat şi con
venţiile învăţate, scrieţi valoarea logică a 
propoziţiilor: 

a) .A.~ ex; b) E E ex; c) B E ex; 
d) LI ex; e) DE ex; f) DI ex; g) F j ex; 
h) M E ex ; i) G (/: ex. 

R. a) 1 ; b) O ; c) 1 ; d) 1 ; e) 1 ; f) O ; g) O ; 
h) o; i) o. 
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1.10. M, L, S, T sînt puncte diferite două cite două, iar ex este 
uu pla,n. Folo~ind co:wcnţiîle dJ desen învăţa.te, realizaţi un desen ştiind 
că, mmătoa.rele propoziţii sînt adevărate simultan: M e at, Le ex. S I ex,. 
Te ex. 

l\, Avem desenul: 

1.111r. Se da.u dreapta ă, planul at (d ct ex), punctele A şi B, care 
nu sînt situate nici în plan, nici pe dreaptă. Să se determine punctele De d 
~i Oe ex astfel încît A.OBD (cu vîrfurile în această ordine) să fie paralelo
gram. DiscuJie. 

R. Fie De d şi Ce ex astfel incit ACBD să fie paralelogram. Vom cerceta dacă este posi
bilă această alegere şi ln cite moduri se poate face. Fie O punctul de intersecţie al dreptelor 
AB şi CD. Diagonalele par.1lelogramului se intersectează in O şi O le imp&rte in segmente de aceeaşi 
lungime. Dacă dreapta d.estc mediatoarea segmentului [AB), atunci alegem punctul C ca inter
secţie dintre ex şi d, iar D siml'tricul în raport cu O a lui C. Dacă d n IARI = el>, atunci con
struim simetrica d' a dreptei d ln raport cu O. Punem d' nex ='{C}, apoi punctul D este definit 
ca intersecţie Intre dr. CO şi d. 

în cazul cind dii ex, construcUa este posibilă numai dacă simetrica dreptei d tn raport 
cu O se află inclusă ln planul ot, problema admiţind, ln acest caz, o infinitate de soluţii. 

1.12. Fie at un plan, d o dreaptă şi A, B, O trei pune:te distincte. 
Este posibil să avem simultan relaţiile A.E"d, Bed, Oe d, Aeat, Beat, Citat! 

R. Folosim propoziţiile Aed, Be d, A e ot şi Be ex. Conform afirmaţiei: dacă o dreaptă 
:are două puncte comune cu un plan atunci dreapta este inclusă in acel plan, rezultă că d c ex. 
Aceasta înseamnă că toate pune lele lui d aparţin planului ot. Dar atunci relaţiile Ce d şi 

C$ ex se contrazic. Deci relatiile nu sînt posibile sim·iltan. 

1.13M. Fie d şi g două drepte coplanare, iar A şi B două puncte 
.astfel incit A e ă şi B e g . .Arătaţi că M, mijlocul lui (A.B), aparţine 
planului în care sînt incluse ă şi g. 

R. Notăm cu ex planul ln care sint incluse d şi g. Deoarece Aed şi d c ex, rezultă A ea:. 
Deoarece B e g şi g c ot rczullă B e ex. 

ln cazul clnd A şi B stnt diferite, ele determină o singură dreaptă, dr. AB. 
Se ştie că dacă o dreaptă are două puncte distincte comune cu un plan, atunci dreapta 

i!ste inclusă ln acel plan. 
Folosind această arirmaţie, din rezultatele precedente obţinem că dr. A B c ot. Aşadar, 

toate punctele dreptei AB aparţin planului ot deci şi M, mijlocul segmentului (AB), aparţine 
lui ex. 

1.14. Paralelogramul ABOD are diagonalele (AC) şi (BD) incluse 
într-un plan ex. Cercetaţi relaţiile care există, între laturile paralelogra.
mului şi planul ex. 
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R. Deoarece (AC) şi (BD) slnt incluse ln planul or. rezultă că cele patru puncte A, B, 
C, D aparţin planului or.. Folosind proprietatea : dacă două puncte diferite ale unei drepte apar 
tfn unui plan atunci dreapta este inelusăln acel plan, rezultă că (AB) c: ar., (BC} c: ar., (CD) c. • 
li (DA) c: or.. 

1.15. Folosind desenul alăturat şi convenţiile învăţate, găsiţi reia. 
ifile (poziţiile) între dreptele diferite ce rn :pot determina, cu ajutorul 
celor cinci puncte şi planul IX • 

.A 

·e 
.M R. Avem situaţiile : a) dr. AB, dr. AC, dr. AD, dr. MB, 

dr. MC, dr. MD concurente cu planul or.. 
b) dr. BC, dr. BD, dr. CD incluse ln planul or.. c) Despre 

dr. AM nu putem decide : ea poate fi ori p1ralelă cu planul 11, 

ori concurentă eu planul or.. 

1.tGM. Dîndu-se patru puncte dintre care oricare trei sînt coliniare, 
eîte drtpte determinate (de cite două dintre ele) există! 

R. Notăm punctele date astfel : A, B, C, D. Conform ipotezei, să presupunem, de exemplu, 
că A, B, C slnt coliniare şi că ele determină dreapta d1 ; de asemenea că B, C, D slnt coliniare, 
determinlnd dreapta d2• 

Constatăm că B e d1 şi Ce d1, dar B e d2 şi Ce d8• Se cunoaşte propoziţia adevărată I 
dacă două puncte diferite aparţin la două drepte atunci dreptele coincid. Apliclnd acest rezultat 
ln cazul nostru obţinem că d1 = d1 deci cele două drepte coincid şi putem vorbi de o singură 
dreaptă. 

1.17. Fie punctele A, B, E, F, M, dintre care oricare trei sînt neco
liniare, iar IX şi ~ sînt plane. Sînt date următoarele propoziţii simultan 
adevărate : A e IX, B e ~, A e ~' F e ~, E e ~' M e IX, B e IX, M e ~. 

a) Cercetaţi în ce relaţie (poziţie) se găsesc planele IX şi ~; 
b) Sînt adevărate propoziţiile: F e IX şi respectiv, E e 1X! 

R. a) Se ştie că dacă trei puncte necoliniare aparţin la cite două plane atunci cele 
două plane coincid. ln cazul nostru avem: 

A E IX şi A e (3, B e or. şi B E (3, ME IX şi M e (3 
deci G1. = (3. 

b) Deoarece or. şi ~ coincid şi cum Fe ~ şi Ee ~ rezultă că Fe or. şi Ee or. şi deci cele 
două propoziţii slnt adevărate. 

1.18. Fie .A, B, O, D patru puncte necoplanare, diferite două 
cîte două. Scrieţi planele diferite ce se pot pune în evidenţă cu aceste 
puncte. 

ll. Avem planele or.1 = (A, B, C), or. 1 = (A, B, D), 1Xa = (A, C, D}, or.,= (B, C, D), 

1.19. Dîndu-se cinci puncte A, B, O, D E, dintre care oricare patru 
sînt coplanare şi nu toate coliniare, cite plane determinate ( de cite trei 
dintre ele) există! 

R. Fie, de exemplu, A, B, C, D coplanare oricare trei ne coliniare, Notăm cu or. planul la 
care aparţin ele. Conform ipotezei, şi punctele B, C, D, E slnt coplanare. Notăm eu~ planul 
la care aparţin ele. Se ştie că dacă două plane au cite trei puncte neeoliniare comune atunci 
planele coincid. ln cazul nostru B e or. şi B e ~. Ce or. şi Ce (3, De or. şi De ~- Rezultă că or. = (3 
fi deci există un singur plan. 

Dacă există trei puncte - fie acestea, de exemplu, A, B, C - coliniare, există (I infinl• 
ate de plane ce conţin aceste puncte. 



t.20K. Se dau cinci puncte, printre care nu există trei coliniare. 
Cite plane, care să conţină trei dintre ele, se pot duce ! 

R. Presupunem că oricare patru puncte slnt necoplanare. Deoarece trei puncte deter
mină un plan, notlnd cu P 1,P2, Pa, P,, P6 punctele date vom avea 10 plane determinate 
de cite trei din cele cine: puncte şi anume : 

(P1 , P2, P3), (P1 , P 1, P,), (P1, P 1, P 6), (P1, P3, P,}, (P1, P 8, P5}, (P1 , Pa, P,}, 
(P8, P 3, P6), (P1 , ~. P6 ), (P2, P,, P6}, (P1 , P,, P 6). 

Să presupunem, acum, că patru puncte slnt coplanare - fie ele P 1, P 1, Pa, P, - iar 
al cincilea, P 6 nu aparţine planului determinat de primele patru. 1n acest caz vom avea planei 
(P1, P1 , P3, P.), (P6, P 1, P,), (Pr,, P1, P 8), (P5, P 1, P,), (P5, P 1 , P 3), (P6, P 1, P,}, (P;;, 
Pa, P1). 

Cind toate punctele slnt coplanare, evident, ele determină un singur plan. 

1.21. Se dau 6 puncte, pr~ntr.3 care nu există trei coliniare. Cite 
plane, care să conţină trei dintre ele, pot fi determinate Y 

1.22. Triunghiul ABC are latur.i. [BO] inclusă într-un plan ex. Se 
ştie că A.($ ex. a) Cite p:ane distincte sînt determinate f 

b) Dar dacă se mai dă punctul D astfel încît De ex şi D ($ dr. BO! 

I\. a} (A, B, C) şi ot; 

b} (A, B, C); (A, B, D}; (A, C, D); (B, C, D)=ot. 

1.23. Fie A., B, O, D, M, S şase puncte, dintre care oricare trei sînt 
necoliniare, iar ex şi ~ două plane distincte. 

Decideţi relaţia dintre planele ex şi r, în cazul cînd sînt adevărate 
simultan ul'IIlătoarele propoziţii : A. e ex, B e ex, M e r,, O e ex, D e ex, B e r,, 
S e· r,, M j ex, S j ex. 

R. Constatăm că B e or; şi B e 13 adică cele două plane distincte au un punct comun, deci 
ele slnt concurente. 

1.24. Se dau planele distincte ex şi (3. Se ştie că ex n r, = d, A e « 
şi A. e (3. Ce se poate spune despre A. şi d Y 

R. Faptul că or; n 13 = d se traduce astfel : planele or; şi 13 stnt concurente şi au tn co
mun dreapta d. Relaţiile A e or; şi A e [D se traduc prin faptul că punctul A este comun pla
nelor or;.. şi 13. Punctele comune celor două plane concurente aparţin dreptei de intersecţie d. 
Aşadar, A e d. 

1.2:i. Se dau planele ex şi (3 astfel incit ex n f3 = d şi un punct A. 
cu proprietatea că A. e ex şi A e f3 şi A.($ d. În ce relaţie sînt planele 
& şi r,, 

R. Din Ipoteză, a. n 13 = d. înseamnă că planele a. şi 13 au comună dreapta d. Există 
cel puţin două puncte B şi C distincte ce aparţin dreptei d, deci şi planelor or; şi· 13. De asemenea, 
punctul A, potrivit ipotezei, este comun celor două plane. Cum A t d, punctele A, B şi C 
1lnt puncte necoliniare. Deoarece ele stnt comune celor două plane şi stnt necoliniare, rezultă 
ci planele coincid şi putem scrie or; = ~-

387 



B 

1.26M. Fiind date patru puncte 
necoplanare, după, cite drepte se· 
intersectează planele determinate de, 
cite trei din aceste puncte 't 

R. Fie A, B, C, D pune tele date. Se
observă că se obţin şase drepte de intersecţie„ 

după cum urmează : 

(.4.BC) n (BCD) = dr. BC; (ABC) n 
n (ACD) = dr. AC; (ABC) n (ABD) = 
dr. AB; (ACD) n (BCD) = dr. CD; (ACD) n• 
n (ABD) = dr. AD; (ABD) n (BCD) = 
dr.BD. 

1.27. Dacă în ipoteza unei probleme sau teoreme sînt da.te o dreaptă 
d şi un punct A t d, ce concluzie se poate desprinde 't 

R. Putem afirma că este determinat un singur plan. 

1.28. Fie dren.pta d şi punctele A şi B distincte astfel încît .A t d 
şi B t d. 

a) În ce refaţie este dr. AB cu dreapta ,H 
b) Cite plane distincte se pot pune în evidenţă.! 
c) În ce relaţie este dr. AB cu planele gl.site la punctul b) Y 

R. a) Avem situaţiile: dr. ABIi d, dr. AB concurentă cu d, dr. AB este nccoplanarll. cu d. 
b) Si ştie că dacă avem două drepte paralele atunci.avem un singur plan în aşa fel Incit 

cele două drepte să fie incluse in el. Deci, dacă dr. AB li d, avem un singur plan a:. 
s~ ştie că dacă avem două drepte concurente atunci avem un siDgur plan ln aşa fel incit 

cele două drepte să fie incluse ln ci. Deci dacă dr. AB este concurentă cu d, avem un singur 
plan [3. 1n cazul cind dr. AB este necoplanară cu d, avem ~ouă plane diferite (d, A) şi (d, B). 

c) Avem, respectiv: dr. ABcoti dr. ABc[:I; dr. AB concurentă cu (d, A), şi dr. AB 
concurentă cu (d, B). 

1.29. Triunghiul ABC are latura [BC] inclusă, într-un plan «. Se 
ştie că A e «. · 

a) Cîte plane distincte se pot pune în evidenţă cu datele respective î 
b) Ce relaţie este între dr.AM şi «, dacă. M e3te niijlo:ml lui [BC]t 

R. a) Dreapta BC şi punctul A$ dr. BC determină un plan [3, căruia ii aparţin punctele-
A, B şi C. Aceste puncte A, B, şi C aparţin şi planului a:. Deci, cele două plane au cite trei 
puncte nccoliniare comune. Rezultă a: = f3. Aşadar, există un singur plan. 

b) Deoarece dr. BG c a:, rezultă că şi [BC) c a:. Obţinem cll. M e a:. Cum A e a:, avem 
ci dr. AMca:. 

1.30. Paralelogramul ABCD are (BC) inclusă, într-un plan«. Punctul 
O, intersecţia diagonalelor paralelogramului, aparţine planului «. 

a) Demonstra.ţi că planul determinat de dr. BC şi punctul O es~ 
confundat cu planul «. 

b) În ce relaţie este dr.AB faţă, de«! Dar dr.AC! Dar d.r.BDY 
R. a) Notăm cu f3 planul determinat de dr. BG şi punctul O. Constatăm că dr. BG este 

lnc:lusă ln cele două plane a: şi f3. Aceasta înseamnă că cel puţin două puncte B şi C ale dreptei 
aparţin celor două plane. Cele două plane mai au comun şi punctul O, 
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Rezultă că cele două plane au trei puncte necoliniare comune ~cei planele coincill. 
b) A e (3, dar or; = f3 ; rezultă că A e or;. Dar şi B aparţine celor două plane. Dacă o 

dreaptă are două puncte comune cu un plan at,mci acea dreaptă este inclusă în acel plan. 
Asadar. dr. AB c or;. Asemănător rationăm si găsim că: dr. AC c 0t; dr. BD c or;. 

1.311'0. a} Găsiţi valoarea logică a afirmaţiilor: p1 : ,,12 - 5 I = 15-
- 21" ·; p 2 : ,,I a - b I = I b - a I, oricare ar fi a e IR, b e [R". 

b} Se dă un plan ex. Dreapta d intersectează pe ex în P. Fie A, B şi Q 
trei puncte astfel încît A ,$ ex, B I ex, Q e ex, A e d, B e d şi P =fa Q. 

Dacă ordinea pe d este A, B, P, exprimaţi măsurile următoare: 

PA - PB, .A.B + BP, BP. 

Găsiţi valoarea logică a afirmaţiilor: 
p3 : ,,PA -AB ;l!: IQP - QBI", p,: ,,IQB - QPI oi;;; PA. -AB". 

R. a) Avem 12 - 51 = 1-31 = 3; 15 - 21 = (31 = 3. Deci p1 este adevărată. 

1n continu:ire : 

lb- al= l-a+ bi= I- (a - b)I = 
= I - 11 · la - bi= la - bi. 

Această relaţie arată că p1 este adevărată. 
b) Avem: 
PA - PB = AB; AB + BP = AP, BP = PA - AB. 

Deoarece PA - AB = BP, p3 devine BP;;. IQP - QBI. 
Punctele Q, P, B slnt ne coliniare şi formează triunghiul Q P B 
la care măsura laturii (lJP) este mai mare ca modulul dlfcren\ei 
măsudlor celorlalte două laturi deci p3 adevărată 

Q. 
--~ E , , 

· Asemănător, PA - AB = BP; din nou în triunghiul QPB avem 
rj deci p4 e adevărată. 

IQB-QPI < BP 

p 
\' 

\ 

1.3211 • în desenul ală.turat punctele 
A şi B nu aparţin pbnului c·. Dacă 
{P} = dr.AB nex şi Q un punct oarecare 
al planului, arătaţi că.: 

PA - PB~IQA. - QBI. 

R. Pentru tnunghiul ABQ putem scrie rela
ţia AB;;. IQA - QBI . .Cum se constată că PA
- PB = AB, rezultă: 

PA-PB;;. IQA-QBI. 

1.33''. Se dau două drepte necoplanaire a şi b şi un punct O. Să. 
se ari1te că există. (şi să se construiască) prin O o dreaptă coplanară. atît 
cu a cit şi cu b. 

R. Presupunem că C $ a şi C $ b ca tn desenul alăturat. 
Din ipoteză avci:n o clreaptă a şi un punct C care nu-i aparţine, 
deci există U!l unie plan pe care-l notăm eu ot(a ; C). Tot din 
lpotrză avem o dreaptă b şi un punct C care nu-i apar\ir.e 
deci există un alt plan unie, pe care-l notăm cu ~(b, C). Cctt. 
două plane ot şi ~ au punctul C comun deci Blnt concureoa, 

C 
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după o dreaptă, dreapta lor de intersecţie fiind 
dreapta cerută şi ca este unică. 

Presupunem tă avem Ceb, ca tn desenul alăturat. 
Avem planul ,x(a, C). înplanul ,xexistăoinfinitatede 
drepte ce slnt concurente tn C (coplanare deci cu a). 
Fiecare este concurentă ln C şi cu dreapta b, deci co
planară şi cu b. Deci există o infinitate de drepte 
care satisfac enunţul problemei. 

Demonstrăm asemănător situaţia ctnd Ce a. 

1.M. Triunghiul ABC are laturile (A.B) şi (A.O) incluse într-un 
plan oc. 

a) Enumeraţi planele ce se pot pune în evidenţă; b) în ce relaţii 
(poziţii) sînt aceste plane? e) Piciorul înălţimii din A aparţine planului d 

R. a) Avem următoarele plane: <X, ,x1(A; B; C), ,x2 (dr. AB; C), ,x3(dr. BC; A), 
«idr. AC; B), ,x5(dr. BC; dr. BA), ,x6(dr. AB; dr. AC), ,x7(dr. AC; dr. BC). 

b) Confundate (de egalitate) pentru că toate au punctele A, B, C necoliniare comune. 
c) Da. Piciorul inălţimii din A aparţine dreptei BC. Dreapta BC este inclusă ln planul 

«, deci piciorul !nălţimii aparţine planului ,x. 

1.35. Paralelogramul ABJD are laturile (A.B) şi (CD) incluse în 
planul oc. 

a) Enumeraţi planele ce se pot pune în evidenţă folosind teorema: 
dacă avem două drepte paralele, atunci avem un singur plan astfel încît 
cele două drepte să fie incluse în el. 

b) în ce relaţii se află aceste plane cu planul oct 
c) Punctul O de intersecţie al diagonalelor paralelogramului apar

ţine planului oc î 

R. a) Avem plam•le ,x1(dr. AB; dr. CD), ,xa(dr. AD; dr. GB). b) «i = <X, oe.= cr.. c) Deoa
rece dr. AB c cr., rezultă d A e ,x. Deoarece dr. CD c cr., rezultă că Ce cr.. Cum A e cr. şi Ce cr. 
înseamnă că dr. AC c cr.. Punctul O aparţine diagonalei (AC), deci Oe cr.. 

1.3GPP. Trapezul ABCD are numai una din laturile neparalele, (BC), 
inclusă într-un plan oc. Notăm cu E intersecţia dintre dr . .A.B şi oc. Cer
cetaţi dacă punctele D, C, E formează un triunghi. 

B R. Se ştie din ipoteză că (DC) este latură neparalelii 
deci avem dr. ADI! dr. BC. Aceste două drepte paralele 
determină un singur plan pe care-l notăm cu 13. 

Intersecţia dintre ,x şi 13 este dr. DC. Deoarece 
Ee dr. AB şi dr. AB c 13 rezultă că Ee 13, dar Ee cr. (din 
ipoteză). 

Aşadar. punctul E aparţine intersecţiei celor două 

plane care este dr. nr:. Deci E e dr. DC, adică punctele 
E, D, C sint puncte, coliniare şi nu formează un triunghi. 

t.37M. Trapezul ABCD are latura. neparalelă ( CD) situată în planul ex. 
Punctele A şi B nu aparţin planului oc. . 

Dacă AB = 5 cm, BC = 3 cm, CD = 4 cm, AD = 6 cm, calculaţi 
DE, E fiind punctul în care dr. AB intersectează planul oc. 

R. Folosim problema anterioară şi deducem că D, C, E slnt colinia_re. Deci punctul E 
aparţine planului în care este inclus trapezul. Deo9:rece dr. ADU dr. BC, din teorema funda
mentală a asemănării avem că triunghiurile ADE ş1 BCE slnt asemenea. 
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Deci I 

BE CE BC 
--=--=--
AE DE AD 

Dar DE = CE+ 4 ; BC = 3 ; AD = 6, de unde : 

CE 3 1 
4+ CE =6=2• 

Din aceasta, obţinem 2CE = 4 + CE, de unde CE= 4 cm şi deci DE= CE+ 4 = 4 + 4= 
= 8 (cm). 

B 
3 
C 

t.38H. Se dau dreptele paralele il 
şi g. Ară.taţi că toate dreptele care a.u 
an punct comun cu il şi unul cu g sînt 
conţinute în planul determinat de d şi g. 

n. Fie " planul determinat de dreptele d şi g 

care stnt paralele şi fie l o dreaptă care intersectează 
dreapta d tn punctul M şi dreapta g tn punctul N. 

Atunci, deoarece Med şi d c: "• avem M e "· La 
lel, Ne g şi cum g c: 71:, rezultă Ne 71:. 

Deci dreapta l, avtnd două puncte diferite ce 
-41parţin planului 71:, este inclusă ln acest plan. 

! 

d 

g 

1.39. Două drepte paralele a şi b intersectează 
un plan ex în punctele A şi respectiv B. În ce 
relaţie se află. mijlocul lui (AB) cu planul deter
minat de dreptele a şi b J Dar cu planul ex t 

R. Notăm cu f3 planul determinat de dreptele paralele a 
şi b. Avem deci a c: ţ3 şi b c: [3. Din ipoteză ştim că a n ct. = 
{A}, deci Ae a. Cum a c: f3 rezultă că A e f3 (1). Din ipoteză 
ştim că b n ct. = { B}, deci B e b. Cum b c: [3 rezultă că B e f3 
(2). Punctele A şi B fiind diferite, determină dr. AB. Din (1) 
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şi (2), dr. AB are două punete comune cu planul f3 ; obţinem că dr. AB c (3. l\Iijlocul M al 
luA (AB) aparţine dreptei AB, deci M e (3. Demonstrăm asemănător că M e a:. 

t.4oro. Un plan oe intersectează dreptele paralele a şi b în punctele 
A şi respectiv B. Un alt plan ~ intersectează dreptele a şi b în punctele 
O şi respectiv D. Notăm cu M mijlocul lui (.AB) şi cu M1 mijlocul lui (OD). 
Cercetaţi da.cil.: 

a) dr. M M1 este inclusă în planul determinat de dreptele a şi b; 
b) dr.MM1 li a. 

R. a) Din ipoteză, "li b. Ele deter
mină un singur plan. Notăm acest plan 
cu y. Din ipoteză avem a n a:= {A} şi 
b n a:= {B}. Rezultă că Ae a şi Be b. 
Deoarece a c y şi b c y, obţinem că 
dr. AB c y (1). Din ipoteză, M este 
mijlocul lui (AB). Avem Me (AB). Dar b 
(AB) c dr.AB şi deci M e dr. AB. Folo- ___ _,. 
sim (1) şi rezultă că M e y (2). 

Din ipoteză avem a n f3 = {C} 
şi b n f3 = {D}. Rezultă că Ce a şi 
De b. Deoarece a c y şi b c y, obţinem 
că dr. CD c y (3). Din ipoteză, M1 este 
mijlocul lui (CD). Avem M1 e (CD). Dar (CD) c.... dJ'. CD şi deci M1 e dr. CD. Folosim (3) şl 
rezultă că M1 e y (4). Din (2) şi (4) găsim că dr. MM1 c y. 

b) în planul y patrulaterul convex ABDC este un traţez, iar (MM1) este linie mijlocie şi 
deci dr. MM1 11 a. 

1.41M. Dacă dreapta d1 este coplanară cu d2, şi d2 este coplanară cu 
da, rezultă că d1 este coplanară cu d3 Y 

) 

' 

R. Dreptele d1 şi d2 determină un plan 1r1 ; la fel, dreptele 
d2 şi da cetermină un plan „2• Avem relaţia 1r1 n 1r2 = d1• 
deci d1 şi da J)ot fi fi1UE,1e ln plane diferite, ru neapărat 

coplanare, cum re rca1e vedea şi in desenele alăturate. 
Comentariu. Problema ne conduce la concluzia el 

relaţia , , ... este coplanară cu ... " in mulţimea de drepte nu 
este o relaţie tranzitivă. Pentru a demonstra acest adevăr a 
fost suficient un contraexemplu, adică un exemplu ln care 
proprietatea nu este adevărată. 

S-au intîlnit in şcoală multe relaţii tranzitive. Astfel, 
relaţia : ,, ... di vide pe ... " in mulţimea 71. este o relaţie tran
zitivă, adică : dacă a, b şi c sint numere întregi in aşa fel 
incit a divide pe b şi b divide pe c atunci a divide pe c. 

Relaţia,, ... este divizibil cu ... ", ln mulţimea 7l., este o relaţie 'tranzitivă, adică I 
dacă a, b şi c sint numere întregi in aşa fel Incit a este divizibil cu b şi b este divizibil cu a 
atunci a este divizibil cu c. 

Relaţia ,, ... este paralelă cu ... ", in mulţimea de drepte 
incluse in acelaşi plan, este o relaţie tranzitivă, adică: dacă d1 , c/2, 

<fa sint drl'plc coplanare in aşa fel incit d1 li d2 şi d2 li d3 a tun ci d1 li da. 

Relaţia,, ... este mai mic ... ", in IR, este o relaţie tranzitivă, 
adică: dacă x, y, z sint numere reale astfel incit x < y şi y < z 
atunci x < z. 

Relaţia ,, ... este egal cu ... " in IR, este o reia ţie tramiti vă, d 2· · 
adică: dacă a e IR, lle IR, ce IR astfel incit a= b şi b = c atunci ~---....,;,-, 
a=c. 
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Relaţia., ••. este congruent cu .•. ", tn mulţimea de triunghiuri, este o relaţie tranzitlvll, 
adicll: dacă llABG a llMNP şi llMNP a llSTP, atunci !J.ABG a llSTP. 

1.42. Se dau dreptele d şi g concurente în M şi o dreaptă, d1 concu
rentă, şi cu a şi cu g în A şi respectiv B. ln ce relaţii este dreapta. di 
cu planul determinat de a şi g Y Dar o altă dreaptă d2 concurentă cu 
d şi g! 

R. Notăm cu ot planul determinat de d şi g. Avem d c ot şi g c ot. Din ipoteză avem 
d1 concurentă cu d, lnseamnă că d1 n d = {A}. Aşadar, A Ed. Cum d c ot, rezultă că A E ot (1). 
Din ipoteză avem d1 concurentă cu g. Inseamnă că d1 n g = {BJ. Aşa dar, Be !I· Cum g c 011 

rezuţtă că Be ot (2). Din (1) şi (2) obţinem că dr. AB c ot. Dar dr. AB = d,, adică d1 c oe. 
Asemănător demonstrăm pentru orice dreaptă, d1, concurentă cu d şi g. Deci d2 c ot. 

t.43PO-PP. Se dau dreptele a şi g concurente în B şi o dreaptă. di 
concurentă cu d în alt punct notat cu D şi paralelă cu g. în ce relaţie 
este a.1 cu planul determinat de dreptele d şi g !· 

n. Notăm cu ot planul determinat de d şi g. 
Considerăm .4. E g şi CE d astfel incit A =I= B şi C =I= B. 
Avem, deci, AE ot, BE ot, CE ot, DE ot (1). Notăm 
cu f3 planul detenninat de d1 şi d. Considerim Ee d1, 

E =I= 1). Avem, deci, DE (3, CE (3, DE (3, EE f3 (2). 
Notăm e.u r. planul determinat de d1 şi g. 

Avem, deci, AEy. BEy, Dey, Eey (3). Din 
(1) şi (2) se observă că planele ot şi f3 au comune 
punctele B, C şi D, deci ot = f3 (4). Din (2) şi (3) se 
observă că planele f3 şi y au comune punctele B, D şi E, deci f3 = y (5). Din (4) şi (5), dato
rită faptului că relaţia .. . . . este confundat cu ... " in mulţimea de plane este o relaţie tran• 
zitivă, avem că ot = y. Deoarece d1 c y, rezultă că d1 c ot. 

t.44M.ro. Dindu-se două drepte concurente a şi g, găsiţi în care 
mulţime de puncte este inclus:\ mulţimea de puncte ce aparţin tuturor 
dreptelor care „se sprijină" pc d şi sînt para.lele cu g. Prin „se sprijină" 
se înţelege că sînt concurente. 

n. ln problema anterioară, dreapta d1 este una din dreptele care „se sprijină" pe d, tn 
D, şi este paralelă cu g. S-a demonstrat că această dreaptă este inclusă în planul ot determina.t 
de dreptele d şi g. Există o infinitate de puncte cu aceeaşi proprietate ca D, cc aparţin dreptei 
d. Prin fiecare se pua~e pune in evidenţă cite o dreaptă cu aceeaşi proprietate ca d1• Fiecare 
din aceste drepte este inclusă ln planul ot. Aşadar, toate punctele acestor drepte formează o 
mulţime i_nclusă in planul determinat de dreptele d şi g. 

B 

t.45ro. Se dau punctele A, B, O, D 
necopla.na.re, iar (J E (AD) şi Pe (DO). a) Puneţi 
în evidenţă într-un El.esen intersecţia planelor 
(P, A, B) şi (Q, B, O); b) Ce fel de pia.ne sînt 
planele (A, D~ O), (P, A, B), (Q, B, 0)7 

R. a) Avem desmul alăturat unde intersecţia aste dr.FB. 

b) Demonstraţia este asemănătoare ca la problema 
ee urmează. Cele trei plane stnt plane concurente lntr-un 

·.ungur ·punct F. 
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t.4fP'O·PP. Se dau punctele .A, B, O, D necoplana.re, ia.r M e (AB) 
şi Ne (BO). a) Puneţi în evidenţă într-un desen intersecţia, planelor 
(M, O, D) şi (N, D, A); b) Ce fel de pia.ne sînt planele (.A, B, O), (M, 
O, D) şi (N, D, .A) J 

U R, a) 1n desenul alăturat, Intersecţia cerută este dr. DE. 
b) Deoarece Me (AB) şi Ne (BC), din ipoteză, rezultă că 

(AN) şi (CM) au un singur punct comun, pe care-l notăm cu E. 
Deoarece Ne (BC) şi dr. BC c (A, B, C) rezultă ci Ne (A, B, C). 
Cum Ee (AN) şi dr. AN c (A, B, C), avem că Ee (A, B, C). (1). 
De asemenea din Ee (AN) şi dr. AN c (N, D, A) rezultă că 
Ee (N, D, A) (2). 

C Din Ee (CM) şi dr. CM c (M, C, D) rezultă că 
Ee (M, C, D) (3). Punctul D este comun planelor (M, C, D) şi 
(N, D, A). Din (2) şi (3), E este comun planelor (M, C, D) fi 
(N, D, A). Avem, deci, (N,D, A) n (M, C, D) =dr.DE, care are, 
conform cu (1) un singur punct, pe E, comun cu (A, B, C). 
Aşadar, cele trei plane slnt plane concurente lntr-un singur punct E. 

1.,17ro.FP. Se dau punctele .A, B, O, D, necoplanare şi M, N, P, Q 
coplanare astfel încît M e (.AB), Ne (BO), Pe (DO), Q e (AD). a) Puneţi 
in evidenţă în desen planele (M, O, D) şi (P, A, B) şi apoi găsiţi relaţia, 
dintre ele. b) Ce fel de plane sînt planele (.M, O, D), (P, A, B) şi (M, 
N, P, Q)T 

R, a) Avem Me (M, C, D); ME (AB) şi 
dr. AB c (P, A, B) deci Me (P, A, B). Rezultă , , 
că ME (M, C, D) n (P, A, B) (1). Avem PE (P, A, B) ; , 
PE (DC) şi dr. DC C (M, C, D), deci Pe (M, C, B). Q.,;.,, 
Rezultă că PE (P, A, B) n (M, C, D) (2). Din (1) /"' 
fi (2) avem că cele două plane (M, C, D) şi (P, A, B) , , . 
au comună dr.MP. A~---f 

b) S-a demonstrat că planele (M, C, D) şi 

(P, A, B) au ca dreaptă comună dr. MP. Dar 
dr. MP c (M, N, P, Q) căci au punctele M şi p 
comune. Rezultă că cele trei plane slnt trei plane 
eoncurente după dr. MP. 

A 

D 1.48PO-PP. Se dau punctele A, B, O, D 
necopla.na.re şi M, N, P, Q coplanare astfel 
încît M e (.AB), Ne (BO), Pe (DO), Q e (.AD). 

a)Puneţi înevidenţă, în desen planele (N, 
D, A) şi (Q, B, 0) şi apoi găsiţi relaţia dintre 
ele. b) Ce fel de plane sînt planele (N, D, .A), 
(Q, B, O) şi (M, N, P, Q) 'î 

R. a) Se demonstrează asemănător ca la problema 
C anterioară că planele (N, _D, A) şi (Q, B, C) au comunii 

dr.QN. 

b) Cele trei plane slnt trei plane concurente dupi dr. QN. 

t.4D1'°. Se dau punctele A, B, O, D necoplana.re şi un plan care 
intersectează. pe (AB), (BO), (OD) şi (DA) respectiv în punctele M, N, 

B94 



P, Q. Arătaţi că. pla.nele (M, O, D), (N, D, A), (P, A, B), (Q, B, O) a.u 
nn punct comun. 

n. Din rezolvarea celor două probleme 
anterioare s-a găsit că planele (M, C, D), (P 
A, B) şi (M, N, P, Q) au dreaptă comună' 

dr. MP. Apoi că planele (N, D, A.), (Q, B, C) ~l 
(M, N, P, Q) au in comun dr. NQ. 

Deoa1·ece punctele Af, N, P, Q slnt co_ 
planare, dreptele M P şi NQ conţinind diag,. 
nalele patrulaterului MNPQ au un singur punct 
comun, comun şi celor patru plane. 

l) 

t.50.P0 • Se dau dreapta d şi punctele A şi B situate în acelaşi semi
plan (determinat de dreapta d). Construiţi un triunghi care să, aibă vîrfu
rile în punctele A şi B, iar vîrful al treilea să fie pe dreapta d astfel încît 
perimetrul triunghiului să. fie minim. 

R. Considerăm construcţia ca tn desenul alăturat. Dreapta d şi punctele A şi B slnt 
coplanare, din ipoteză. 

Punctele A şi B fiind fixe, lungimea segmentului AB este constantă. Perimetrul triun
ghiului ABC va fi minim cfnd suma lungimilor laturilor (AC) şi (GB) este minimă. 

A. ------;?I 
~ _,,;, i 
~, ,, I I 

'
.... ,, I I ,",o· ' ''-< I '( I 
C '\ \· I 

' ' I 
\.\ I 

B 

"I ~, 
8 

Fie B' simetricul punctului B faţă de dreapta 
d. Dreapta AB' intersectează dreapta d in !punctul 
C. Mai considerăm punctul oarecare D pe dreapta d, 
D'FC. Rezultă egalităţile: BC = B'C şi BD= B'D. 

ln triunghiul AB'D avem: AC+ CB'< AD+ 
DB' adică: 

AC+ CB < AD+ DB. 

Deci construcţia o efectuăm astfel : Construim 
simetricul punctului B (sau al punctului A) faţă de 
dreapta d. Punctul obţinut U unim cu punctul A 
(în cazul celălalt cu B). Această dreaptă intersectează 
dreapta d ln punctul care este al treilea virf al 
triunghiului cerut. 

d 

8 

ASLJ 
C, I 

' I 
', I 

'sJB' 

d 

Observaţii. 1. Dacă (AB) este paralel cu dreapta d atunci al treilea virf al treilea 
vîrf al unghiului cerut este punctql in care mediatearea lui (AB) intersectează dreapta d. 
2. Dacă (AB)J_d, atuncr problema nu IY'e soluţie. 
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§ 2. PARALELISll ÎN SPAŢIU 

2.t. Două trapeze ABCD şi MNCD au ca, bază comună pe (CD) 
şi sînt situate în plane diferite. ln ce relaţie este dr.AB cu dr. MNY 

R. Pin ipoteză ABCD este trapez unde (CD) este bază, deci şi (AB) este bază. Rezultă 
că dr. ABti dr. CD (1). 

Din ipoteză MNCD este trapez unde (CD) eote bază, deci şi (MN) este bază. Rezultă 
că dr. CDU dr. MN (2). 

Din (1) şi (2), datorită faptului că relaţia ,.este paralelă" tn mulţimea de drepte din 
spaţiu este o relaţie tranzitivă, rezultă că dr. ABIi dr. MN. 

2.2. Paralelogramele ABCD şi OD„l!N au la.tura (CD) comună şi 
sînt în plane diferite. a) Demonstraţi că. dr.AN este concurentă cu 
dr. BM. b) Demonstraţi că dr. Alt! li dr. BN. 

R. a) ABCD fiind paralelogram rezultă că dr. ABIi 
lldr. CD (1) şi că AIJ=CD (2). CDMN fiind paralelogram re
zultă că dr. CDU dr. Ml\' (3) şi că CD= MN (4). Conform 
tranzitivităţii, riin (1) şi (2) obţinem că dr. AB !I dr. MN (5), 
iar din (2) şi (4) avl'm că AB = MN (6). Din (5) şi (6) 
găsim că patrulalcn!l 1~ BS M rste paralelogram în care (AN) C 

A 

M 

şi (B.\f) au un pur.el comun fiind diagonale. Aşa clar, dr . .AN "....::--~ 
este concurentă cu dr. BM. 

b) S-a dcmomtrn t anterior ci ABNll.f este paralelo
N gram, drci dr. AM li dr. BN. 

2.SM. Dacă dreptele a, b, c au proprietatea că a llb ne, rezultă că sînt toate 
coplanare! 

n. f\ăspunst!l este neg!ltiv. Intr-adevir, fie a llb. Atunci dreptele a şi b determină un 
pia!' r.. S:i considerăm o dre::ptă c în spaţiu, est r., astfel incit c llb. Evident, ceste paralelă cu dreapta 
a ş1 cu planul:-::, dar, de exemplu c şi b determină,un plan care poate să nU: conţină dreapta 
a intersectind pe ;;, după dreapta b. 

A 

o 
a 

896 

2.4u. Fie patru puncte necoplana.re 
A, B, C, D şi JJf, N, P, O mijloacele respective 
ale segmentelor AB, BO, CD, DA. Arătaţi că 
M, N, P, O sînt coplanare. 

R. ln triunghiu:} ABC avem M mijlocul lui (AB) şi 
N mijlocul lui (BC) rezultă de aici ci dr. MNII dr. AC. 

La fel, ln triunghiul ACD avem (PO) linie mijlocie de 
unde dr. OPII dr. AC. ·· 

Din relaţiile de mai sus avem cil dr. MN li dr. PO şi 
deci, dreptele. fiind paralele, ele_ determină uu plan, adicll 
punctele M, N, P, O slnt coplanare.-



·2.5. Dreptunghiurile ABCD şi MNCD au latura (CD) comună şi 
i!Înt incluse în plane diferite. Cercetaţ.i dacă: a) dr. A.B li (MKC); b) 
,dr. MN ii(A.CD). 

n. a) în planul (MNC) este inclusă şi dr. CD. Din 
. .8 lpotrză ABCD este dreptunghi, deci dr. ABIi dr. CD. 

A,..______ Folo~im teorema : dacă o dreaptă este paralelă cu o dreapti 
\ . ~ wclu,ă lnt~un pbn, ,tu~I "" dre,ptA <Sie p,nleli eu M H planul. în cazul nostru, dr. AB li dr. CD iar dr. GDc(MNC) 

,,--- deci dr.ABll(MNC). 
, ' b) Demonstraţia este aHmănătoare. 

Observaţie : cerinţa răminc valabilă ln cazul clnd ABCD 
D C şi 1\IJVCD slnt paralelogri:me oarecare sau trapere cu una 

din baze comune. 

2.611 • Un triunghi ABC are In.tura (BC) conţinută în planul ex, iar 
_ME dr. AB şi NE dr. AC. Stabiliţi poziţia dreptei MN fa.tă de planul 
« dacă: a) .AM= 5 cm, A.N = IO cm, .,lfB = 3 cm, NO= 6 cm; b} 

...A.111 = 1 cm, .AN= 3 cm, MB= 1 cm, NO= 5 cm. 

AM 5 AN 
n. a) Se observă că--=- iar -= 

IUB 3 NC 

10 5 AM AN 
==-=-c!tci,--=-· 

6 3 MB 1,;c 

Aşadar, co1form rcciprccci teoremei lui 
·THALES aplicată t,iunghiului ABC obţinem că 
dr. 1\1.VII dr. BC. '.)coarece dr. BC c IX rezultă 
.eă dr. MNII ot. 

B C· 

AU 1 A.V 3 AM AN 
b) Calculăm l\tl =-1 = 1; N'C =-.Deci:--~--. Rezultă că dr. MNii,.dr. BC. 

l ; 5 MB NC 

Aşadar dr. MN n dr. BC = {D}. Deoarece DE dr. BC şi dr. BC c IX avem că DE IX. Cum 
DE dr. MN şi DE IX inseannă că {D} = dr. MN n IX, adică dr. MN este concurentă cu 
planul IX, 

C 
2. 7~. Se dau : dreapta a paralelă cu b 

şi c neparalelă cu ele şi necoplanara cu 
nici una din ele. Punctul .A „parcurge" 

... ~, t,.. dreapta c. Planele determinate de a şi .A 
',· şi deb şi A. se intersectează după o dreaptă il. 
~ Aflaţi locul geometric al punctelor ~eptei d. 

~
d R. Fie ex = (A, a); (3 = (A, b) . .Conform en'1m• 

• ţului, IX n (3 = d. Dar cum a llb ~i d c IX, d c (3, avem 
dllb şi di:a şi, ln plus, d c (c, d). 

O. Astfel, locul geometric al pnnr.t!'}or dreptei d 
b este un plan cc conţine dreapta c şi este paralel cu 

dreptele a şi b. 



2.8n. Se dau trei pla.ne paralele ex, ~, y şi punctele A, B în planul 
ex, O, D în pla.nul ~- Dreptele .A.O, BO, BD, AD intersectează, pla.nul y în 
punctele E, 1!', G, H. Să, se ara.te că, EIPGH este un paralelogram. 1n ce 
condiţii devine romb, dreptunghi, pătrat! 

R. Să arătăm mai lntli că EFGH este paraleogram. Să 
considerăm planele paralele or. şi y. Avem : 

or. n (ABD) = dr. AB; y n (ABD) = dr. HG 

de unde dr. AB li dr. HG. De asemenea : 

or. n (ABC)= dr. AB; y n (ABC)= tir. EF 

de unde dr. ABIi dr. EF. Deei, rezultă dr. EFiidr. HG, (1). 

Analog, considerlnd ~ Jty, avem : 

~ n (ADC) =dr.DC; y n (ADC) =dr.HE 

deci dr. DCII dr. HE 
Din: 
~ n (BDC) = dr, DC; y n (BDC) = dr. GF 

rezultă dr. GFII dr. DC. 
Din ultimele două relaţii, avem dr. 1-IEII dr. GF (2). Conform relaţiilor (1) şi(~, rezultă el 

patrulaterul EFGH este paralelogram. 
Coudiţia ca paralelogramul să fie romb este ca : 

HG=HE 

adicll.: 

AB= CD 

iar planul y să fle echidistant de planele or. şi ~-
Paralelogramul EFGH este dreptunghi dacă dr. EH .L dr .HG, echivale!lt eu dr .AB.Ldr .DC;.. 
Dacă dr. AB.Ldr. DC, .AB = DC şi y echidistant de or. şi~. atun/ EFGH este pătrat. 

2.9•. Fie A, B, O, D patru puncte necopla.nar" şi M, N, P, Q, 
B, 8 mijloacele segmentelor AB, BO, OD, DA, AO, BD (în a.cea.stă. ordine), 

Să se a.rate că : 

6 

81t 

a.) MNPQ este paralelogram; 
b) MRPS este para.Jelogram; 
c) NRQS este paralelogram; 

A rente. 
d) dreptele MP, NQ şi RS sînt concu ... 

I) 

R. a) Cum ln triunghilJI ABC avem MA= MB şl 
:N B = NC, atunci ; 

/ t 
dr. MN~dl'. A~; MN = 2 AC. 

La fel, din triunghiul A.Ip, unde AQ = QD şi DP - Pt;, 
avem: · 

f 

' 1 
dr. QP/rlz. AC; QP =-·AC, . 2 



Din aceste relaţii rezultl : 

dr.MNl!dr.QP; MN- QP, 

deti MNQP este paralelogram, 
b) In triunghiul ABD, unde MA= MB şi SB= SD, avem I 

1 
dr. MSII dr. AD; MS= -AD. 

2 

tn triunghiul CAD, unde PC = PD şi RC = RA, avem 2 

1 
dr. RPII dr, AD; RP = 2 AD. 

Din aceste relaţii rezultă : 

dr. PRII dr. MS; PR = MS, 

_41cl MRPS este paralelogram. 
c) Din triunghiul BCD, unde NC = NB şi SB= SD, avem 1 

. 1 
dr.SNIJdr.CD; SN=-CD. 

2 

De asemenea, ln triunghiul CAD, din AR = RC şi AQ = QD, rezultl 1 

1 
dr. RQII dr. CD; RQ =- CD• 

2 

Din relaţiile anterieare rezultă : 

dr. QRII dr. NS; QR =- NS 

ieci NRQS este paralelogram. 
d) In paralelogramul MNPQ, MP şi QN slnt diagonale, ele intersecttndu-se lntr-un 

unct O, cu: 
MO= OP; QO""" ON, (1). 

In paralelogramul MRPS, diagonalele MP şi RS se intersectează tn punctul 0', unde 1 

MO' = 0' P, (2). 

Din (1) şi (2) rezultă că O şi 0' coincid, deci : 

dr. M P n dr. NQ n ur. RS = {O}, 

2.10. Un plan 0t este para.lei cu doun. 
drepte para.lele a şi b. Se poate spune că oe 
este para.lei cu pla.nul determinat de dreptele 
a şi b'I 

R, In general, nu. Un contraexemplu este sugerat ln 
desenul alăturat, unde planul determinat de dreptele a şi I, 

intersecteazi pe « dupi dreapta c, 
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2. I FP. Două plane a: şi (3 S'J inten;·~cte:itză. <lup~, drrnpta c; a şi Q 
sînt două drepte a~3tfel încît a c ex, a !l p, b c (3 şi b li oe. Gă~iţi în ce rdaţio 
se află a cu c şi apoi în ce relaţie se află b cu c. 

n. Deoarece ct n ~ = c ob\im•m că c c ct. Cum a c ct 
lnseamnă că a şi c sht copl.1n lrc adică sint concurente sau 
parafi>lc. Concurente nu pot fi cJ::i a şi c ar avea un punct 
comun care ar aparţine dn•ptei c carl· este irclusă şi ln f3; deci 
drcapta a ar avra un punct comun cu planul (3, dar se contra
:l'icc afirmaţia din ipoteză : a li~- Hăminc că a I! c. Ascm:'inător, 

demonstraţi că b li c. 

2.12M. Se dau două plane oe şi (3 şi două drepte a c a: şi b c p. DiQă. 
a li~ şi b li :x. şi a nu este paralelă cu b, demonstraţi că planele a: şi (3 sfit 
paralele. 

R. Prernpuncm că ct şi f3 nu sint paralelr! şi deci se intersectează dnpă o dreaptă c. 
Folosim o parte din ipoteză: ac ct, b c ~' aO~ şi bUct. Aceasta este tocmai problea 

antrrioară la care s-a demonstrat că a Cc şi c lib, dl-ci a l!b, rczultat cc contrazice în continuie 
ipoteza că a nu c paralelă cu b. Deci, rămlne că ct Jl(3. 

2. 13. Fie a, b şi c trei drepte astfel încît a llb şi c neparalelă cu e 
~i nccoplanar-ă cu nici un:1 din ele. Fie punctul A E c, dar care să nu apa: 
ţinii. planului 8 determinat de a şi b. Notăm: a:= (a; A), (3 = (b; A 
« n [3 = el şi ·, = ( <!.: e). Demoa:-;traţi c[L : a) a IJy; b) b IIY· 

.:,l ~-----·1 
I 

I 
/ / I „ ,--.J 

/ 

I 
I 
I 
I 

....... -~- ______ J 

13 

b 

n. a) Din ipoteză, ct şi ~ au un punct cornu 
punctul _.\, lkci dreapta comună d_ Aplicăm Iem: 
cheii dou,, dn·pte paralele sint incluse, respectiv, 
două plan<· c:irc se intersrctcază după o dre:ipt 
atunci această rln•aplă este paralelă cu fiecare d 
cele două drepte p:i.ralele. 

lkci, cu;naJI bşi«c ct,bc ~.« n ~= 
n·zullăcă d:la şi dJlb. Deoarece alld şi de 
rl'zult,1 cii a::-r conform teoremei: dacă o drcap1 
l'stc par,1klă cu o dreaptă inclusă lntr-un pia 
atunci acea dreaptă este paralelll cu planul. 

b) b !id şi d c y implică, conform aceleia: 

teoreme b :! y. 

2.1-1. 'l'rapezul ADCJJ a,rc (CD) c oc, o: fiind un plan, A~ a.! AD =. 
=2BO şi dr.BO!I dr.AD. GăHiţi: a.) rela,ţin. dintre di·. BM ş1 planu, 
a., M fiind mijloC'.iil lui [AD]; b) relaţia dintre dr.A.8 şi planul a.; ~; 
rel:..ţia dintre dr. BP şi pla,nul ex unde PE: (JID). 

n. a) Din ipot<"zli, clr. TJCfi dr . .AD drci dr. lJCii dr .• UD (1). Bin ipoteză, M este D1ijlocul 
An 2f3C· 

lui ["-Dl aş3d.11· .UD=-.,-. Folosi!1d rdu\i..1 din ipoll·Z:i, ,1JJ = 2BC, avem că ~VID= - 2-= 

= BC (2', Din (1) şi (2) oh;inrm că patrl'laterul CBM.D es.·te par~.-a~ fi g"lfsim că dr. M~II 
4jdr. CD (3). Dar, din ipoteză, (C.l'J)c«, deci şi dr. CDc ct (4). ~.P.l~!;ăUI ttiuenia,: <411;ll. o drellfl'llk 

4()0 



este paralelă cu o dreaptă inclusă lntr-un plan 
atunci acea dreaptă este paralelă cu planul. Rezultă 
din (3) şi (4) că dr. B.1\,flJ:x.. 

b) ABCD fiind trapez şi avlnd bazele (BCJ 
S şi [AD) rezultă că dr.AB este concurentă cu dr.DC 

intr-un punct ce aparţine dreptei DC. Dar dr.Dec a;. 

Rezultă că dr. AB are un singur punct comun cn 
-~ -:-]planul a:, deci dr. AB este concurentă cu planul a;. 

c) Deoarece PE (MD) lnseamnă că PD< MD. 
C Cum JUD= BC rezultă că PD < BC şi deci patru-

1atcrul CBPD este de asemenea trapez. Demonstraţi 
1n continuare asemăniitor ca la b) şi găsiţi că dr.BI> 
este concurentă cu planul a:. 

2.tă0P. Dacă. d şi g sînt doJil. drepte necoplanare, atunci există un 
plan şi numai unul citre să conţină pe d şi să fie paralel cu g. 

n. Fie pe -drcapln d un punct JJ. 
Drep!tlc d şi g sini din ipotrză m·coplanare 
deci nu au puncte comun!'. Aş1d.J.r .H ~ 9. 
Punctul 1\1 şi drrapta g dl'tamină un pl.111 
pe care-l notăm cu ;:. 

Să „ducem" ln planul ;:, o dreaptă g1 
prin M, paralelă eu g. Planul determinat 
de dreptele d şi 91 va fi planul căutat. Plnnul 
este unic, pentru că dacă ar mai exista lneă 
un plan distinct paralel cu g, repellnd 
rniionamcntul de ccmtrucţie pentru &.Cl·d pl::n, i:r rezulta exittrnţa unei alte drepte„ g1 > 

prin M, paralelă cu g. Deci, am obţinut două drepte distincte 91 şi 91 cc „trec" prin acel'ilşi 
punct M şi slnt paralele cu 9, fals. Deci g1 coincide cu g1 şi planul este unic. 

2.16onP. Se dau două drepte d şi g necoplanare. Fie De d, D1 ed 
(D ::/= D1), G e g, G1 E {J, (G ::/= 01) şi M, M 1 şi .1Jf2 mijloacde segmentelor 
(DG), (DG1) şi respectiv (GDi). 

Găsiţi relaţia dintre d şi pla.nul (]I, ]!17 .1.lf 2) ~i apoi relP.ţia dintre
g şi planul (JIJ, .1lfll .llf2). 

n. Din ipotrzil M crte rnij!r:cul lui (DG) iar Ms, 
mijlocul lui (GD,) nzultă cii in triu1:ghiul DGE1 • (i\:f,U2) 

l'Ste liniC' mijlccie şi G<ci C:r.l\1M2 iid, r.c!ică di~ 
lidr,MA12 (1). 

Aplicăm trorema : dacă o dreaptă I t te paralelă· 
cu o drraJ)tă inclusă într-un plnn, atunci ecea _dreaptă 
!'Ste paralelă cu planul. Deci din (1) şi din faptul că. 
dr. MM1 c (M, .M1, 1111) rezultă, conform tl'oremei 

G rnunţate, că dii ( J\f, 1\11, Mz)-
,t..::~---+-----, 1 Asemărnitor, rezultă că ln triunghiul 

DGG1 , (MM1) csk linie mijlocie şi deci dr. MM1 11g, 
adică gll dr. Jlfi\11 (2). 

Deci din (2) şi din faptul că dr. MM1 c (M, M1, M2) rl':zultă, conform teoremei enunţate„ 
că gll(M, M1 , M,). 

2.17P:·M. Se da.u două dr~ptc necoplan:1re în spaţiu, d şi g • .Ară.taţi 
că mulţimea de puncte {MIM este mijloc a.I lui (DG), De d, G e g}, e1te. 
inclusă într-un pla.n :x, paralel cu dreptele d şi g. 

"" 
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R. Folosind problema anterioară, punlnd tn evidenţă D1 e d şi G1 e g constatlm d există 
JPlanul °'• planul determinat de punctele M, Mi, M 2, care este paralel cu dreptele d şi g. 

Să demonstrăm că oricare ar fi alt seg,nrnt, (D2G2), unde D1 e d şi G9 e g, mijlocul satu 
M3, aparţine planului 01:. In adrvăr, dacă notilm de exemplu cu M, mijlocul lui (D1G), M,e 

E dr . .MM3 : cum dr. MM2 c ot lr.seamnă că M4 E a.. 

1n triunghiul GD2G2, (.M,M3) este linie mijlocie deci, dr. M,M8 11g, Cum gll dr. MM1 rezultl 
.ci dr. M4M3 1Jdr. MM1 • Dar dr. M,U1 c a. deci şi dr. M,M3 cot şi deci M3 e ot. 

Aşadar M3 fiind la lntlmplarc, el aparţine mulţimii din enunţul problemei date, rezulti 
.că mulţimt·a dl· puncte rrspcctivă este inclmă ln planul 01:. 

Obser1,a(ie : tn finalul demonstraţiei s-a folmit următ.oarea teoremă : dacă o dreitJJtl 
.d este inclusă intr-un plan ot iar A E ot şi A ~ d, atunci dreapta g paralelă cu d, astfel ci Ae I, 
.este inelu~~ ln planul 01:. 

2.18. Triungl1iul .ABC are doar vîrful O comun cu un plan cc. Se 
,ştie că dr . .AB nor: iar D este mi.ilocul lui (.A.O). Găsiţi natura patrulate
rului .ABOE unde {E} = dr. BD n or:. 

R. Din ipoteză dr. ABIi ot iar punctele A, B, C deter
,mină un plan ~- Folosim teorema : dacă o dreaptă d este 
,paralelă cu un plan ot atunci orice plan ~ tn care este inclusă 
,dreapta d fi int.ersectează pe ot, li intersectează după o 

6 

,dreaptă paralel,ă cu d. 
In cazul nestru ~ intersectează pe ot după dr. CE şi 

conform teoremei enunţate avem dr. ABIi dr. CE (1). Dato
rită secantei, dr. AC, obţinem că~ BAD = ~ ECD (2). 
Din ipoteză D este mijlocul lui (AC) deci (AD)= (CD) (3). 
·i= ADB = ~ CDE (4) ca opuse la vtrf. Din (2), (3) şi (4) ,._ ________ _ 
il"ezultă că 6.ADB= 6.CDE din care avem că (AB)2(CE) (5). 

Din (1) şi (5) găsim că patrulaterul ABCE rste paralelogram. Daci triunghiul ABC este 
-dreptunghic ln B atunci patrulaterul este un dreptunghi, iar daci este isoscel cu (AB) s(BC) 
,devine romb. 

Obseruafie. ln cazul clnd D nu este mijloc, ci un punct oarecare al lui (AC) patrulaterul 
.este un trapez. · 

2.19. ABOD este un trapez care are ca baze pe (AB) şi (CD). Un 
1>lan or: intersectează dr . .AD în M şi dr. BO în N. Se ştie că. dr. AB nor:. 
:a) Găsiţi relaţia dintre dr. MN şi dr . .AB. b) Este posibil că (MN) să fie 
linie mijlocie în trapezul ABOD Y 

A 

l,d 
'. 

D 

1 
f 

C 

I 

R. a) Din ipoteză ABCD este trapez cu bazele 
incluse tn dr. AB şi respectiv dr. CD, deci dr.ABIi 
li dr. CD care determină un plan ~- Planele ot şi ~ 
au ca puncte comune punctele M şi N, deci slnt 
concurente avind ca dreaptă de intersecţie, dr. 
MN. Din ipoteză dr. ABii ot dar dr. AB c ~- Rezultat 
că dr.MNII dr.AB conform teoremei: dacă o 
dreaptă d este paraleli cu un plan « atunci orice plan 
~ care conţine pe d şi intersectează pe «, n lntersec
teazl după o dreaptă paraleli cu d. 

b) 1n cazul clnd Me (AD), Ne (BC) şi M, N 
slnt mijloacele segmentelOI' respective atunci (MN) 
este linie mijlocie ln trapezul ABCD. 

Observaţie : se înţelege ci planul ot fntersecteazl 
pe dr. AD nu numai tn Interiorul lui (AD). 

2.20. Se dA un pla.n cc. .A.BO este un triunghi astfel incit O e or: şf 
;Jr. ABU«. Fie .E un punct în aşa, fel încît dr. O.Elldr • .A.B. Demonstra.ţi 
,d, 1l) E Ot, 
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I .t-, • A B R, Aplicăm teorema : dacă o dreaptă d est& 
paralelă cu un plan 01:, atunci' printr-un punct al pla
nului, paralela g la d este inclusă ln ct. In cazul 
nostru, din ipoteză dr. ABIi 01:, Ce ct, dr. CEII dr. AB. 
Rezultă conform teoremei enunţate că dr. CE c 01:. 

Deoarece E e dr. CE şi dr. CE c 01:, avem că Ee ct. 

2.21. Dacă. dreptele d şi g sînt paralele şi g este pa.mlelă cu planul oe„ 
a.tunci şi dreapta d este pa.raJelă cu pla.nul ot (sa.u conţinută în el). 

R, Cum d şi g determină un plan, să-l notăm cu ~. şi deosebim cazurile : 

t) 01: n ~ = <». 2) 01: n ~ *' <» 

tn primul caz, rezultă ~ IIIX şi de'1i dl11X. tn al doilea caz, fie d1 dreapta de intersecţie dintr& 
planele IX şi ~- Cum g1l1X, g c ~. d1 = IX n ~. avem glld1 şi cum dllg, rezultă d1Jd1, deci, cum 
d1 c IX, avem d i11X (sau d. = o;). 

2.22u·PP. Dîndu-se punctele A, B, O, D necopla.na.re, (..4.B), (BO),. 
(OD), (DA) alcătuiesc ceea ce se numeşte un patrulater strlmb; (AO) şi 
(BD) sînt diagonalele lui. lntersectînd la.turile sa.le cu un pla.n paralel 
cu o diagonală,, stabiliţi natura poligonului convex 
cu vîrfurile în aceste puncte de intersecţie. A 

R, Fie 11 planul paralel cu diagonala (AC). Să notăm cu 
Mf, dreapta •dii f.1lw.secţie dintre planele 1t şi (A, B, C), şi cu 
N P, dreapta de intersecţie dintre 1t şi (A, D, C). 

Cum dr. ACIi 1t şi dr. AC c (A, B, C), avem dr. MQIJ dr. . 
AC. La fel, dr. ACIi dr. NP, deoarec dr. ACIi 1t şi dr. AC c a 
cc (A, D, C). Din dr. ACIi dr. MQ şi dr. ACIi dr. NP, rezultă 

t) 

llr. MQII dr.NP, deci patrulaterul MNPQ este trapez. 

I 

aoe C 

2.23. Triunghiurile ABO şi AOD 
Bînt în pia.ne diferite. Un plan oe paralel 
cu dr.AC intersectează. pe (AB), (BO),. 
(OD) şi (DA) respectiv în punctele M, Q,. 
P şi N. Ce fel de patrula.ter este MQPNY: 
ln ce caz este paralelogram Y 

l'· Folosind problema anterioară obţinem cit 
MQPN este traprz. Este paralelogram ln cazul clnd 
M, N, P şi Q sint mijloacele segmentelor respective. 
Mai poate fi paralelogram clnd 01:IJ dr. BD 
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2.24M, Dîndu-se două plane paralele, orice 
dreaptă din primul este paralelă cu orice dreaptă, 
din al doilea i 

R, Fie ct şi f3 ce]e două plane para]ele şi fie do dreaptă 
tn planul ct iar Q un punct ln planul f3. 

Dreapta d şi punctul Q determină un plan 1t, care intersec
tează planul~ după o dreaptă pe care o notăm cu d1• 

Se ştie că dindu-se două p1ane para1ele, orice dreaptă 
hlc1usă în unul este para1e1ă cu al doilea plan. 

ln cazul nostru dii~- Folosim teorema: dacă o dreaptă 
d este paralelă cu un plan ~. atunci orice plan 1t, astfel Incit 
d c 1t, care intersectează pe~. il intersectează după o dreaptă 
paralelă cu d. Deci d1 li d. 

Dar prin Q avem o infinitate de drepte incluse în planul 
{3, Fie d' o astfel de dreaptă. Avem d' n d1 = {Q} şi deci d' n 
(I ,; = {Q} iar d c 1t, deci d' 'li- d. LJ 

d ::.\2:, !'Jr. Două drepte paralele 
cu aceiaşi plan, sînt neapărat para

-------_-- lele între ele! 

R, Fie 1t un plan şi d, d1 două drepte 
paralele cu 1t, 

Considerăm M un punct tn 1t. In M 
există o paralelă d' la dreapta d, d'c 1t, La fel, 
tot în .l\J există d; o paralelă la d1, d~ c 1t., 

Dreptele d' şi d~ pot fi concurente. Deci 
dreptele d şi d1 nu pot fi neapărat paralele. 

2.26\1P0 • Se dă o dreaptă d şi un punct A. Se consideră mulţimea. 
planelor care trec prin A şi sînt paralele cu d. Să se arate că aceste plane 
au o dreaptă comună. a a A 

Il, Dreapta d şi punctul A determină un ·plan 1 = 2 ,pe care-l notăm cu y. ,_ _______ _ 

Fie ct1 un plan paralel cu d astfel incit A E ct1 • 

Planele ct1 şi y au punctul A comun deci se 
'-intersectează. Aplicăm teorema : dacă o dreaptă d 
.este paralelă cu un plan ct1 atunci orice plan y care 
.conţine pc d şi intersectează pe ct1, il intersectează 
-după o dreaptă a1 paralelă cu d. Evident A E a1• 

Fie acum alt plan ct2, paralel cu d astfel incit A Eoc2 • 

. Planele cta şi y au punctul A comun deci se intersectează. Conform teoremei enunţate, 
-rezultă că y care conţine pe d şi intersectează pc oc8, ii intersectează după o dreaptă a1 
paralelă cu d. Evident A E a1• Cum a1 şi a1 sint incluse în y şi au punctul A comun înseamnă 
eă prin A, tn y, există două paralele la dreapta d, contrar axiomei parale1elor. Rezultă 
.că a1 = a2• 

2.27. Paralelogramul ABOD a.re diagonalele [AC] şi [BD], fiecare 
paralele cu un plan ex. 

Demonstraţi că fiecare latură a paralelogramului este paralelă cu cz. 
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R. Diagon:i.lele stnt incluse tn două drepte, dr. AC şi dr. BD, concurente care determini 
1:1n plan 13. Aplicăm teorem3. : un plan 13 ce conţine două drepte concurente paralele cu un alt 
plan ex, este paralel cu ex. In cazul nostru, rezultă că 1311:z:. Se ştie că dindu-se două plane 
.paralele, orice dreaptă din primul plan este paralelă cu al doilea.Laturile paralelogramului 
-slnt incluse în drepte incluse în planul 13. Deci fiecare, este paralelă cu planul ex. 

2.28 PO,PP. Fie planul ex şi A I ex. Dreptele b, c, d, f concurente in .A 
.intersectează pe ex în punctele B, O, D şi respectiv li' astfel încît orica.re 
trei dintre ele sînt necolinia.re. Demonstra.ţi că punctele B17 017 D 17 F 17 

-ea.re sînt mijloacele segmentelor la (AB), (AC), (AD) şi respectiv (Ali'), 
.sînt coplanare. 

R. In triunghiul ABC, (B1C1) este linie mijlocie 
deci dr. B1C1 U dr. BC dar dr. BC c ex rezultă că dr. 
B1C1 ii rx. (1). 

In triunghiul ACD, (C1D1) este linie mijlocie 
deci dr. C1D1 li dr. CD, dar dr.CD c ex; rezultă că 
dr. C1D1 Ea: (2). 

Punctele B 1 , C1 , D 1 sînt nccoliniare. Ele de
termină un singur plan. Acest plan conţine două 
drepte concurente, dr.B1C1 şi dr.C1D1 paralele 
fiecare cu rx. (conform (1) şi (2)). Avem deci că planul 
(B1, C1 , D 1) llrx. (3). 

In triunghiul ADF, (D1F1) este linie mijlocie 
deci dr. D 1F1 li dr. DF, dar dr. DF c rx.; rezultă că 
dr. D1F1 Ilot (4). 

Aplicăm teorema : dacă două plane sînt paralele şi avem lntr-un punct al unuia o para
-felii. la al doiiea, atunci acea paralelă este inclusă în primul plan. 

In cazul nostru, folosind (3) şi (4) rezultă că dr. D1 F1 c (B1, C1,D1) deci punctele B1, 

.C1, D1, F 1, 5int puncte coplanare. 

2.29P0 ;M_ Fie pla.nul ex şi A I ex. Demonstra.ţi că mulţimea de puncte 
.-ca,re sînt mijloa.cele segmentelor (AB), unde B este orice punct ce a.par
.ţine planului ex, este inclusă într-un plan para.lei cu planul 0t. 

R. Problema este o generalizare a problemei anterioare. S-a demonstrat acolo că punctele 
B1, Ci, D1, F1 care slnt mijloace de segmente cu proprietatea din ipoteza problemei de mai sus 

-slnt coplanare Iar planul care le conţine este paralel cu ex. Demonstraţia s-a realizat pentru trei 
segmente: (AB), (AC), (AD) (Be ex, Ce ex, De rx.) şi apoi pentru un punct Fe rx. luat la tnttm
·-Plare• Dici ca este realizată, pentru orice punct B e ex. 

Proprietatea se păstrează şi pentru punctele care nu slnt neapil.rat necoliniare. Existenţa 
.planului (D1, C1, D1) este determinată de faptul că tn planul ex există cel puţin trei puncte 
-necollniare. 

2.30 PO;.r. Fie planul ex şi dreapta d, astfel încît dj[0t. În cazul cînd A 
-e8te orice punct al dreptei d iar B orice punct ce aparţine planului 0t, ară
taţi că mulţimea. {MIM este mijlocul lui (AB)} este inclusă într-un plan 
·para,lel cu ex. 

R. Rezolvarea este asemănătoare cu problema anterioară. Se consideră punctele A şi A1 
-ee aparţin dreptei d şi punctele B şi B1, puncte- ce aparţin planului rx., ln aşa fel incit dr. BB1 li 
Ud. Se arată că planul determinat de mijloacele segmentelor (AB), (AB1) şi (A1B) este paralel 

--eu ex şi lui ii aparţine mijlocul segmentului (A1D1) ca şi mijlocul oricărui alt segment cu proprie-
.tatea din problemă. · 
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2.31. Se dau planele oe, ~' y paralele între ele şi punctele A, B, D 
astfel încît A e oe, B e ~ şi De ~- Notăm dr. AB n y = {O} şi dr. AD n 
n y = {E}. ln cazul cînd AB = 4 cm, AO = 6 cm, AE = 7 cm şi OE= 
= 8 cm calculaţi măsurile celorlalte segmente care se mai pun în ev\
denţă. 

TI. Dreptele AB şi AD fiind concurente determină un plan 8. Deoarece ~ li y, planul ~ 
intersectează pe [3 după dr. BD iar pe y după dr. CE. Hezultă conform teoremei : două plane 
paralele se intersectează cu un al treilea după două drepte paralele, că dr. BD li dr. CE. 

Io planul 8, ln triunghiul ACE aplicăm teorema fundamentală a asemănării şi obţinem că 
ll.ABD,..., ~ACE. Deci : 

AR AD BD 
-=-=-· 
AC AE CE 

4 AD BD 
Înlocuind obţinem : - = - = - . Din acest sir de rapoarte egale găsim : , 

6 7 8 ' • 

14 16 
AD=-cm, BD =-cm, 

3 3 

ln cazul clnd B e (AC) rezultă că De (AE) şi putem calcula BC = AC - AB = 6 cm -
14 7 

- 4 cm = 2 cm şi DE = AE - AD = 7 cm - - cm = - cm. 
3 3 

Io cazul clnd A e (BC) rezultă că A e (DE) şi putem calcula BC = AC+ AB = 6 cm+ 
14 35 + 4 cm = 10 cm şi DE = AE + AD = 7 cm + - cm = - cm. 
3 3 

~~\ 
\ 
\ 

~j. ~ 
I 
I 
I 
I 

2.32PP. Fie planul oe. Dreptele d1, d2, da, d4 
sînt paralele între ele şi intersectează pe oe în 
punctele A 11 A2, Aa şi respectiv A 4 în aşa fel 
încît A1A 2A 3A 4 este paralelogram. 

Găsiţi în ce relaţie este planul (du d2) cu 
(da, d4 ). Dar planul (d2,da) cu (<14 , d1), 

R. Din ipoteză A 1A 2A3 A4 este paralelogram; avem : dr. 
A1A2 li dr. A 3A4 (1). Din ipoteză d1 li d, (2). Se observă că, dr. 
A1A2 este concurentă cu d1 iar dr. A3A, este concurentă cu d4 ; 

rezultă din (1) şi (2) că (d1 ; dr. A1Aa) li (d4 ; dr. A3.AJ (3). (S-a· 
aplicat teorema : dacă două plane au clte două drepte concu
rente, respectiv paralele, atunci cele două plane slnt paralele). 

1n planul (d1 , dr. A1A2) este inclusă dreapta da deci (di, 
dr. A1A9) = (di, d2). în planul (d4, dr. A3A4) este inclusă dreapta 
.:13 deci (d4, dr. A3 1l&) = (d3, dJ. Dacă folosim (3), obţinem că 
(d1, d2) li (d3, d4). 

Asemănător demonstrăm că (da, ds) li (d,, d1). 

2 33:ai: Demonstrati că dacă. patru drepte pMa.lele determină, pe 
un pla~ aa,"t, vîrfurile 1:nui _paralel?gram, atunci determină pe orice plan 
care le intersectează vîrfurile unui paralelogram. 

n. Notăm cu ~ planul al doilea. şi d1 n ~ = {A~}, dia n [3 = {A;} da n ~ = {A;}, d, n 
n ~ = {A-4} • Din problema anterioară avem că (d1, d~ li (da, d.). Aceste două plane Paralelo 

I"" , 'lt. , , 
1fnt intersectate de i dtq,i dr. A1Aa II dr • .AaA, (1). 
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Tot din problema anterioară avem că (d8 , d8) li (d,, d1). Aceste două plane paralele slnt 
tnterseetate de ~ după dr. A;A; li dr. A;A~ (2). Din (1) şi (2) rezultă că patrulaterul A~A;~A~ 
ate un paralelogram. 

2.34. Oonsiderăm în planul ex paralelogramul .A.BOD şi M ii ex. De
monstraţi că. dacă. planul ~nex şi (3 intersectează. dreptele .MA, MB, MO, 

M MD în punctele .A.17 B17 01 şi respec
tiv Du atunci A1B101D1 esteunpara.
lelogra.m. 

R. Planul (dr. MA; dr. MB) intersec
tează pe ~li ot după dr. A1B1 11 dr. AB (1). ABCD 
este paralelogram deci dr. ABIi dr. CD (2). 

Planul (dr.MG; dr.MD) intersecteazl 
pe etil~ dupl dr. CDII dr. C1D 1 (3) . L ( / Din (1), (2) şi (3) obţinem că dr. A1B1 11 

• li dr. C1D1• Asemlnător demonstraţi că dr.B1C1 11 

. O{ li dr.A1D1 (5). Din (4) şi (5) rezultă că 

~-------------- A1B1C1D1 este paralelogram. 

2.35•. Pla.nele ex, (3, y sînt paralele şi dr . .A'O', dr. AO sînt douit 
:eeca.nte. Ştiind că .A'B' = 5 cm, B'O' = 3 cm şi AC= 12 cm, calculaţi 
.AB şi BO. (A, A' e ex; B, B' e (3; O, O' e y, B e (AC), B' e (.A 'O')). 

R. Aplicim teorema lui THALES ln spaţiu : mai multe plane paralele determină pe doul 
-drepte oarecare, care le intersectează pe acestea, segmente respectiv proporţionale şi obţinem 1 

A'B' B'C' 
--=---

AB BC 

,sau, echivalent 1 

A'B' AB 

B'C' BG 

·.sau Inel: 

A'B' AB 
A' B' + B'C' = iJ3'_+_B_C_ 

·:tnloeuind, rezultă 8 AB = 60, de unde AB = 7,5 cm. De aici: 

BC = AC - AB = 4,5 (cm). 

2.36. Se dau planele ex şi y paralele . .A, B, O şi D sînt puncte neco
plan.are astfel incit A e ex, B e ex, Oe y şi De y. Demonstraţi că orice 
'plan ~ paralel cu ex determină. pe (.AD) şi (BO), pe care le intersecteazit~ 
segmente proporţionale. 

R. Din ipoteză~ li oi: şi oi: li y deci ~ n y. Aşadar cele trei plane slot paralele. A plicim teorema 
,lui THALES tn spaţiu: mai multe plane paralele detu.mină pe două secante pe care le inter
•&eetează, segmente proporţionale. 
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1n cazul nostru ce, ~. y slnt paralele, iar dr. AD şi 
dr. BC sint intersectate de plane şi determină segmente 
proporţionale. 

Obsel'lJa/ie: dacă nu aplicăm teorema lui THALES ln 
spaţiu putrm realiza demonstraţia următoare : Considerăm 
prin B paralela la dr .• 4.D care inter~t'clează pe ~ tn B' şi 
pe y ln C'. Notăm: dr .• 4.D n ~ = {E} şi dr. RC n ~ = {F}. 
Din parale!ogramele formate avem că (BB') = (AE) şi 

(B'C') = (ED) (1). Dr. BC' şi dr. BC sint concurente şi 

determină un plan care intersectează pe [311 y după dr. B'F 
rarn'elă cu clr. C'C. în triunghiul BC'C aplicăm teorema 

BB' BF AE 
lui THALES şi obţinem : --- = - . Folosim (1) : - = 

B'C.:' FC ED 

BF 
= - adică segmente proporţionale. 

FC 

2.37. Dreapta d1 intersectează. planele oe, ~ şi y în punctele Âu 
B1 şi respectiv 01• Dreapta d2 necoplanară cu d1 , le intersectează in punc-

A B BO w tele A 2, B2 şi respectiv 0 2 astfel încît 1 1 = - 1- 1 • Rezulta că pia..; 
A 2B 2 B 202 

ue]e I'(' ~ şi I sînt paralele între ele J 

R. Notăm cu d3 paralela prin A 2 Ia dreapta d1, care 
intersectează pc ~ în B3 iar y ln C3• Din ipoteză nu rezultă 
că dr. B1 B3 !I dr. A1.4 2• 

Fie n; e d3 astfel incit A1 B 1 = A2 B; (1) cum dr. 
' I A1B1 U dr. ,t 2 lla awm ca patrulaterul .4.1.4.2B 3 B 1 este para-

lelogram şi deci dr. B 1Bi li dr. A 1A2• 

Din ipoteză nu rezultă că dr. C1C3 li dr. A 1.4.8• Fie 
C~ E d3 astfel Incit B1C1 = n;c;/(2). 

Asemănător, ca mai sus, demonstrăm că B1B~c;c1 
este paralclo~ram şi deci dr. R1 B; !I dr. C1C~ (3). 

Folosind (1~ şi (2) relaţia din ipoteză devine: 
A.R~ B;c~ __ : ____ = ----- care ne permite si aplicăm triunghiu-
A2 Bz , BzCa 

lui A2C3C2 reciproca teoremei lui THALES din care rezultă 

că tir. n; H2 li dr. c;c2 (4). 
Din (:J) şi (4) rezultă că slnt paralele planele (B1, n;, 

B2) şi (C1, c;, C2) şi nu ~ şi y. Pot fi paralele 13 şi y daeă 
n; e (3 şi c; e y, dar nu avem condiţii suficiente ca să fie 
paralele şi cu at. 

2.38.u. Dacă. două plane paralele determină, pe 
două secante segmente co;:igruente, aceste secante sînt 
paralele! Justificaţi răspunsul dat. EijE 

~ R. Nu întotdeauna. Se observi că ABCD este un trapez isoscel, 
adică diagonalele (AC) §1 (BD) slnt congruente şi tetuşi dr. AC nu este 
paralelă.cu dr.BD. 
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2.391'°. Trei plane a, ~' y sînt concurente după dreapta d. Pla.nul 
3 intersectează pe d în A. În planul ~ fie d1 lld2 astfel încît A 1$ d1 şi A ,ţ d2• 

Dreapta d1 intersectează planele a, ~, y în punctele J.lli, .J/2 şi respectiv 

M3 iar d2, în punctele N11 N 2 şi respectiv în N3 • AdHaţi că .llJ1M2 == 
N1N1 

R. Se constată că 0t n 8 = dr. 
AN1, ~ n 8 = dr. Al\'2 şi y n 8 = dr. 
AN3• R:>.ţion:>.mmtul se aplică ln planul 
8. Din ipoteză d1 lld2 , Conform teoremei 
fundamentale avem că : 
LlAJ\J1M 2 -LlAX1S 2 (1) şi âAM1M 1 ,_ 

,- â.4.N2N3 .(2). 
Din (1) oblincm : 

M 1J12 AM2 
~-;;;- = A"' (3) • 

..1.~1 ... '2 .i.'z 
Din (2) obţinem: 

AM2 1\1,1\13 -= __ . (4) • 
./l.'1'."2 1'"2Xa 

Din (3) şi (4) rezultii. relaţia 

cerută. 

2.40 . .A.BOD şi ODMN sînt paralelograme în plane diferite. Demon• 
straţ.i că dADM = dBON. 

A 
n. Deoarece ABCD este p:iralelogram avem dr. ADU dr. JIC 

(1) şi (AD) = (BC) (2). 
Deoarece CDMN este paralelogram avem dr. DMII dr. CN 

( (3) şi (DM) = (CN) (4). 
, Din (1), şi (3), obţinem ~ AIJM şi i: BCN stnt unghiuri cu laturile 

paralele. Cum [DA şi [CB stnt ln acelaşi semiplan determinat de 
dr. DC ca şi [DM şi [CN, din (1) şi (3) oblinem că i: ADM a 

= i;:BCN (5). 

Din (2), (5), (4) obţinem LlADM = !1BC.V. 

2.41. Se dau planele a şi a' paralele. 
Fie în c;c triunghiul ABC şi în a' triunghiul 
A' B'O' astfel încît dr . .AA' li dr. BB' li dr. 00'. 
Demonstraţi că dABC = ~A' B'C'. 

n. Folosim teorema : dacă două plane paralele 
intersectează două drepte paralele, atunci determină pe 
aceste drepte, segmente congruente. Din ipoteză : 0t 1l0t' 
şi dr. A.4.'11 dr. BB'; rezultă cll [AA'l = [BB'], ded 
patrulaterul A BB' A' este paralelogram de unde obţinem 
că [ABJ = [A'B'J (1). şi dr. AlJiJ dr. A'B' (2). Asemă
nător, ('(Ilot' şi dr. BB'II dr. CC'; l'rzuaă că [BB'J = 
a [CC'] deci patrulaterul BB'C'C este paralelogram de 
unde obţinem că [BC] = [B'C'](3) şi dr. BCII dr. B'C' (4). 
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J)in (2) şi (4) unghiurile ABC şi A' B'C' avlnd laturile respectiv paralele ( [BC şi [B'C„ 
stnt ln acelaşi semiplan determinat de dr. BB', asemănător [BA şi [B'A') rezultă că ,t:: ABC• 
,t: A' B'C' (5). Folosim (1), (5) şi (3) şi obţinem că ÂABC = ÂA' B'C'. 

2.42P<l-M . Se dau trei drepte concurente în spaţiu, care intersecteaz!L. 
trei plane paralele. Demonstraţi că punctele de intersecţie ale dreptelor 
cu planele. formează în fiecare plan, un triunghi şi că, cele trei triunghiuri. 
sînt asemenea. 

R. Demonstrăm că ln planul a:1 dreptele concul'cntc tn M formează un triunghi A1B1C:i., 
Aceasta se va lntlmpla numai clnd dreptele date slnt concurente necoplanare. ln cazul ctnct 
sint coplanare planul ln care slnt incluse intersectează planul a:1 după o dreaptă căreia tl apar
ţin punctele A1, B1 şi C1 de intersecţie dintre dreptele date cu Oti· Cum acestea slnt coliniare: 
rezultă că nu formează un triunghi. în cazul clnd sint 
necoplanare ele determină trei plane diferite concurente · • 
ln M. Fiecare din aceste plane intersectează planul a:1 
după cite o dreaptă, toate trei concurente două cite două, 
deci trei puncte necoliniarc care formează ln a:1 triunghiul 
A1B1CI" Asemănător, ln I¼ se formează triunghiul A1 B 1C2 
iar in Cita se formează triunghiul A3 B3C3 (notaţiile din 
desenul alăturat). 

Demonstrăm asemănarea : ;.,,.~-
Dreptele concurente MA1 şi MB1 determină un 

plan care intersectează planele a:1, ats şi Cita după trei 
drepte paralele: dr.A1B111 dr.A2B1 Jldr.A3 B3 (1). lnplanul 
determinat de MA1 şi MB1, conform teoremei fundamen
tale a asemănării, avem că: ÂMA1B1 - ÂMA9 B2 ,.., 
,..,,, Â MA3 B3 
Din asemănarea triunghiurilor MA1B1 şi MA1B2 avem: 
A B MB 
- 1 - 1 = --1 (2) iar din asemănarea triunghiurilor MA1B1 
A 2B2 MB1 

A1B1 MB1 
şi MA3 B3 avem --= -- (3). 

A3 B9 MB3 

Dreptele concurente M B1 şi MC1 determină un 
alt pla·n care intersectează planele a:1, Cita, şi Cita după alte 
trei drepte paralele : dr. B1C1 li dr. B2C2 li dr. B3C3 (4). ln 
planul determinat de dreptele MB1 şi MC1, conform 
teoremei fundamentale a asemănării ,avem că: ÂMB1C1,.., 

,..,,, ÂM B2C2 ,.,,, !lM B3C3 • 

Din asemănarea triunghiurilor MB1C1 şi MB2C2 
avem 

MB1 B1C1 MB1 B1C1 
-- = -- (5) iar din asemănarea triunghiurilor MB1C1 şi MB3C3 avem MB = B C (6)-
MB8 B2c1 a • a 

A1B1 B1C1 .. ) 
Din relaţiile (2) şi (5) obţinem că-- = --· (7) iar din relaţule (3) şi (6 obţinem, 

A2B1 BaCa 

A1B1 B1C1 
că -- = -- (8). 

AaBa BaCa 
Din relaţiile (1) şi (4) găsim că unghiurile A1B1C1, A1 B2C1 şi A8B8C8 stnt unghiuri cu, 

laturile respectiv paralele. Cum laturile lor nu slnt incluse, tn fiecare caz, tn semiplane opuse, 
rezultă că slnt toate trei ori ascuţite, ori obtuze. 

Obţinem că: ,t:: A1B1Ci a ,t:: A1B8C1 a ,t:: AaB8C8 (9). 
Folosim (7) şi o parte din (9) şi gisim ci ÂA1B1C1 ,..., ÂA1B1C1 (10). Folosim (8) ... 

cealalti parte din (9) şi găsim că ÂA1B1C1 ,..,, ÂAaB8C1 (11). 
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Din (10) şi (11), datorită faptului că tn mulţimea de triunghiuri relaţia „este asemenea" 
este o relaţie tranzitivă, rezultă că ÂA1B1C1,.., ÂA3 B3C3, deci cele trei triunghiuri slot asemenea 
Intre efo. 

Observa/iei Demonstraţia se poate realiza folosind cazul de asemănare: cite două un
,ghiuri respectiv congruente. Pentru aceasta trebuia arătat că dr. A1C1 li dr. A2C2 li dr. A3C3 ca 
.apoi să se demonstreze că i: B1C1A1 = i: B2C2A2 = i: B3C3 A3 ~ca unghiuri cu laturile respectiv 
.11aralele. 

H· 

, kl A B1 ~1,ij 
. I I 

2.43PP. Două, drepte a şi b concurente în 
punctul M intersectează, trei plane paralele oc1 , oc2, 

C¼ în punctele .Â.11 .Â.2 şi respectiv .A.3 şi în B 11 B 2 şi 
respectiv B 3 (.A.11 .A.2, .A.3 aparţin lui a iar B1 , B 2, B3 

aparţin lui b). Demonstraţi că, mijloacele segmen· 
telor .A.1B1 , .A.2B 2, .A.3B3 sînt trei puncte coliniare 
cu punctul M. 

R. Planul determinat de cele două drepte concurente inter
sectează cele trei plane paralele după drepte paralele. Deci 
dr, A1 B1 11 dr. A2 B1 11 dr. A3 B3 , Notăm cu D1 , D2 , D3 mijloacele celor 
trei segmente (A1 B1), (A1 BJ şi respectiv (A3 B3). în planul 
determinat de dreptele a şi b avem o problemă tle geometrii 
plană : tn triunghiul MA3 B3, (MD3) este mediană; mijloacelt 
segmentelor (A2B2) şi (A1B1) paralele cu (A3 B3) slot coliniare cu 
M deoarece aparţin medianei (MDa). 

2.4.(PP. Se dau trei drepte a, b, c con-
,eurente în spaţiu în punctul M, care 
intersectează trei plane paralele 0tu0t2,cc~ 

,după, triunghiurile A1B10u A2B20z Şl 
respectiv .A.3B3 03 (.A.11 A 2, A 3 aparţin 
·lui a, B11 B2, B3 aparţin lui b iar 011 02, 
-03 aparţin lui c). a) Demonstraţi că punctele 
JJi, D 2, D 3 care sînt mijloacele segmentelor 
A1B1 , A2B2 şi respectiv A3B3 sînt trei 
puncte coliniare; b) dr. C1D1Udr. OzD2II 
,lldr. 03D3 • 

R. a) Cerinţa respectivă este cerinţa problemei 
.anterioare indiferent că se mai dă dreapta c. 

b) Deoarece punctele M, D1 , D2 , D3 slot coli
•nlare, determină o dreaptă. Această dreaptă împreună 
eu c, fiind concurente determină un plan care intersec
tează planele ot1 , ota şi cea după dreptele C1D1 , C2D2 şi 
·l'espectiv C3D8, paralele Intre ele conform teoremei : 
-dacă un plan intersectează mai multe plane paralele, 
,el le intersectează după drepte paralele. 
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2.45°·11 • Se dau trei drepte concurente în spaţiu, ca.re intersectează. 
trei plane paralele şi formează. în fiecare pl.a.n cîte un triunghi. Demon
straţi ca centrele de greutate ale acestor triunghiuri sînt coliniare. 

R. Folosim notaţiile din desenul de la problema anterioară. Centrele de greutate ale: 
triunghiurilor respective se găsesc la intersecţia cel puţin a două mediane dintr-un triunghi~ 
S-a demonstrat ln problema anterioară la punctul b) că medianele (C1D1), (C1D8), (C8D8) slnt 
incluse ln dreptele paralele respective, deci sint coplanare, ele fiind incluse ln planul ( c ; dr. MD1), 

Dacă notăm cu E1, E8 şi E3 mijloacele segmentelor B1C1, B1C1 şi respectiv B1C8 şi acestea 
slnt coplanare, incluse ln planul (a; dr. ME1). 

Planele (c: dr. MD1) şi (a; dr. ME1) slnt concurente după dreapta MG1 unde G1 este 
intersecţia ml'dianclor (C1D1) şi (A1E1) adică centrul de greutate 11.l triunghiului A1B1C1 • Dreptei 
MG1 li mai aparţine şi intersecţia dintre medianele (C2D2) şi (A1E1) care este G1, adică centrul 
de greutate al triunghiului .4.2B2C2• Asemănător, centrul de greutate al triunghiului A8B3Ca
notat cu G3, aparţine dr. MG1 • 

Deci cum G1, G2, G3 aparţin aceleiaşi drepte ele stnt coliniare. 

2.{GP0 • Se dau trei drepte concurente în spaţiu, ca.re intersectează. 
trei plane paralele şi formează în fiecare din aceste plane cite un triunghi. 
Demonstraţi cJ. centrele cercurilor circumscrise acestor triunghiuri sînt
colinia.re. 

R. Folorim notaţiile din figura alăturată' 
Se poate demonstra că pl!!nul determinat de 
dr. MD, şi mediatoarea lui (.4.1 B1) inclusă ln cx1 
intersectează pc cx2 după mediatoarea lui 
( A2B2) Inclusă in cx2 iar pe ota după mediatoa
rea lui (A3 B3) inclusă tn cx3• Considerăm planul 
determinat de dr. ME1 (E1 este mijlocul lui 
(B1C1)) şi mediatoarea lui (B1C1) inclusă ia cx1, 

Acest plan va intersecta pc ota după mediatoarea 
lui (B2C2) inclusă in cx2 iar pe ota după medi
atoarea lui ( IJ3G3) inclusă in ota· 

Aceste două plane se intersectează (căci 
A1, B1, C1 sint necoliniare) după dr. l\J01 care 
conţine pe 0 2 şi 0 3 care slnt centrele cercurilor 
circumscrise triunghiurilor respective. 0 1 este 
centrul cercului circumscris triunghiului A1B1C1 
căci el este intersecţia mediatoarelor laturilor 
(A1B1) şl(B1C1 ). o, este centrul cercului circum
scris triunghiului .4.8 B2C2 căci el este intersecţia 
mediatoarelor laturilor (.4.1 B1) şi (B8C2), Ase
mănător, 0 3 este centrul cercului circumscri11 
triunghiului A3 B8C3, 

Obser1Jaţie : S-a vorbit, de exemplu, de 
fiecare dată despre mediatoarea lui (A1 B1) 

inc1'Jsă tn cx1, căci ln spaţiu (A1B1) are o infi
nitate de mediatoare care formează planul me
diator al lui (A1B1). 

M 

c.: 
2.47PP. Se dau planele« şi ~paralele.Punctele .A, .A', .A" sînt neco

liniare şi aparţin lui ex iar punctele B, B', B" sînt necoliniare şi aparţin 
lui~ astfel incit dr. ABIi dr. A'B'II dr. A"B". Fie Oe (AB), O' e (A'~') 

AO A'O' A"O" 
ŞI. O" e (A"B") "1n f 1 --- 3 a!'l!'I. e ca--=-== = . 

r- OB O' B' O" B" 
Gisiţi relaţia între planul (O, O', O") şi ex. 
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R. Folosim teorema: două plane paralele determină pc mai multe dr1:ptc paralele ieg
mente congruente. Deci din Ipoteză: «li'.3 şi dr. AB li dr. A' B'II dr. A" B"; rezultă că (A.B) = 
a (A' B') = (A" B") (1) Din ipoteză se mai pot exprima: AC= 3 CB; A'C' = 3C' B'; A"C" = 
- 3C"B". 

AB 3 
dar: .4.B =AC+ CB = 3GB + CB = 4CB de unde CB = -- drci AC= -AB; 

4 4 

3 

A'B' 
A' B' = A'C' + C' B 1 = 3C' B' + C' B' = 4C' B' de unde C' B' = -- deci A 'C' == 

4 

=- A'B'• 4 • 

A" B" 
A" B" = A"C" + C" B" = 3C" B" + C" B" = 4C" B" de unde C" B" = -- deci 

4 

3 
A"C" = - A" B". 

4 
Folosind (1) obţinem că (AC) = (A'C') = (.4."C"> Droarrce avem şi dr. ACIi dr. A'C'II dr. A"C" 
rezultă că patrulaterele ACC' A' şi A'C'C" A" slot paralelograme. Aşadar dr. CC' li dr. AA' J. 
cum dr. AA' c «rezultă că dr. CC'll oe (2). Apoi dr. C'C"II dr. A' A": cum dr. A' A" c a: rezultă 
că dr. C'C"II « (3) Dreptele CC' şi C'C" slnt incluse ln planul (C, C', C''). Ele sint concu
rente, fiecare paralelă cu « (din (2) şi (3)), rezultă că (C, C', C") li «. 

Obecrva/ie. Dacă (C, C', C") li « şi « li~ atunci (C, C', C'') li j3. 

2.48.P:>.M • Se consideră două plane paralele ex şi ~- Se iau .A e «, 

B e ~ şi apoi un punct Oe (.A.B) astfel incit .A.O = 3. Demonstraţi 
GB 

că mu.J.ţimea forwa.ti\ din punctele O ( cînd A şi B sînt oricare în planele 
respective) este inclusă. într-un plan paralel cu «şicu ~-

n. tn problema anterioară au fost considerate trei puncte A, A'·, A" ce aparţin lui CCc 

şi alte trei puncte B, B', B" ce aparţin lui 13. Punctele C, C', C" care îndeplinesc proprietatea 
din ipoteză determinau un plan paralel cu a. şi cu 13. Luaţi la lntlmplare un punct ln « şi 
altul tn 13, de exemplu A1 şi respectiv B1 şi demonstraţi asemănător ca la problema anterioară 

AC1 
că punclul C1 cu proprietatea că--= 3 aparţine aceluiaşi plan (C, C', C'') U ixll ~ 

C1B1 



§ 3. PERPENDICULARITATE ÎN SPAŢIU 

3.PP. Se dau punctele A şi B diferite între ele. Fie A e a iar 
B e b, a .L b şi concurente în O. Arătaţi că exiRtă un punct O astfel încît 

(OA) = (OB) = (00). 

n. Dl'o::trccc a şi b sînt concur<>ntc în C, l'lc deter
mină un plan ex. în ex avem triunghiul .1 BC care (•ste 
dreptunghic ln C pentru că, în ipoteză, a..Lb. A.BC fiind 
triunghi există un punct O astfel incit (0.4.)a(OB)a(OC), 
acesta fiind centrul cercului circumscris triunghiului. 

f, Acesta este mijlocul lui (AB) deoarece triunghiul 
ABC este dreptunghic şi este unic. 

3.2PP. Se dau punctele A şi B diferite între 
ele. Fie A aparţinînd dreptelor a şi a' iar B 
aparţinînd dreptelor b şi b' astfel încît a .L b, 
o,' .L b', an b={ O} şi a' n b' = { O'}. Arătaţi 
că, există un punct O astfel încît (O.A.) = 
(OB) = (00) = (00'). 

b 

R, Aplicăm problema anterioară de două ori. 
Există punctul O,mijlocullui(AB)astfelca (0.4.)a(OB)a a 
:(OC). Există punctul O', mijlccul lui (AB), a~tfrl ca 
(O'A) a (O'B) = (O'C ). 

(AB) are un singur mijloc deci 0=0', aşadar există 
O cu proprietatea (011.) = (OB) = (OC) = (OC'). 

B 
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3.511• Se dau punctele A şi B. Prin 
A trec dreptele a, a', a", iar prin B trec 
dreptele b, b', b", perpendiculare şi con
curente respectiv cu primele în O, O', O". 
Să se arate că există un punct O, astfel încît 
segmentele (OA) = (OB) = (00) = (00') _ 
= (00"). 

R, Conform i:;roblcmei anterioare avem că 

punctul O, mijlocul ipotenuzei (.AB), se 1,.flă la dis
tanţă egală de punctele A.,B,C,C',C", ci fiind centrul 
cercurilor de diametru .4. B, eircurrscrise triunghiurilor 
dreptunghice, în spaţiu, ABC, ABC', ABC". 



C 

d 

3.1. Se dă, dreapta d perpendicularll, ~ 
pla,nul a. în punctul A. Fie B E d şi o E IXr 

OaJcula.ţi distanţa, de la A la O ştiind ci: 
a) AB = 3 }'5 m; BO = 1Ya° m; b) AB == 
= 3 m, B0=5 m; c} .A.B=8 m, B0=10 m ;. 
d) AB = 3 V]', BO = 6. 

n. a) Din ipotezi, d .L «, deci d este perpendicuJad, 
pe orice dreaptl inclusă tn «. Obţinem că d .L dr . .AC şi 
tezultl că triunghiul .ABC este dreptunghic tn .A. Aplicim, 
teorema Iul PITAGORA : 

.ACl+.AB2 =BCS şi avem: .AC=VBC2-AB2= 
.. Y 147- 45 = Vi02 (m); b) 4 m; c) 6 JR; d) :JY°2 m. 

3.5. Se dă, dreapta d perpendiculară pe planul IX în punctul .A • În 
pla.nul IX se co:11sideră. două, puncte O şi D diferite, iar pe d punctul B. 
Calcula.ţi distanţele de la, punctele O şiD la, punctul B ştiind că, : a) AB = 
= 12 QQ'.1. 1 AO = 4 c·. AD = 1 cm; b) AB = 9 cm, .A.O= 12 cm, AD =
=·5 cm; c) AB ~ V3 cm, AO = 2\/'B'" cm, AD= 20 mm. 

R. Din Ipoteză d..L«, deci d_Ldr . .AC (1) şid..L dr . .AD (2). Din (1) obţinem că triunghiul 
~ .AC este dreptunghic ln .A. Aplicăm teorema lui PITAGORA şi găsim cil -ne= V 122 + 42 = 
=}'îiio = 4}/io cm. Din (2), triunghiul B.AD este dreptunghic ln A. Asemănător găsim c.ă BD= 

= Yi21 + 72 = Vî'93 cm. b) BC= 15 cm; BD= YTii6 cm ; c) BC = V 23 cm ; BD= V1 cm. 

3.G. Se dă, dreapta d perpendiculară pe pla.nul IX în punctul A. 
În planul IX se consideră. două puncte O şi D diferite, iar pe d punctul B. 

CaJcula.ţi mitsura unghiului O.AD ştiind că ( BO) = ( OD) în cazul 
cînd: a}.AO = 5cm,AD = 8cm,BD = sY2cm; b) AO = 3 cm,AD = 
= 4 cm, BD = 4 \12 cm; c) AB = 4 m, AO = 3 m, AD = 4 m. 

n. a) Din Ipoteză d.Lcx, decid este perpendiculară pe orice dreaptă inclusă in ex. Obţinem 
că d ..L dr • .AD (1) şi d .L dr . .AC (2). 

Din (1) rezultă că triunghiul ABD este dreptunghic ln A şi din teorema lui P1TAnonA 
avem : .AB = V BD2 - .AD2 = Vt28- 64 = }164 = 8 (cm). Din (2) rezultă că triunghiul ,\ BC 
este dreptunghic ln .A şi din teorema lui PITAGORA avem : BC= V AH"+ At.2 = V 64 + 2;, = 
= V89 (cm). Din ipoteză (BC) = (CD) deci CD =V89 cm. Aplicind reciproca teoremei lui 
PITAGORA se constată că 52 + 82 = (fii9)2 adică ACS + DA2 = CD8• Rezultă că triunghiu] 
A.CD este dreptunghic tn A şi avem că ~ CAD arc 900; b) 900; c) 90°. 

Observa/ie: După ce se efectuează calculele se constată că (AB) = (AD); apoi din ipo
teză (.SC) = (CD) şi rezultă că ÂB.AC = ÂDAC avlnd şi latura (AC) comună. Cum ~ B.AC 
are 900 obţinem că de asemenea ~ D.AC are 900. 

3.7•. Se dau trei puncte necoliniare. Să se demonstreze clt locul 
geometric al punctelor din spaţiu, egal depărta.te de cele trei puncte, este 
o cirea.ptl. 



b t 

R. Fie A;B;~eP'M -~r puncte şi fie ;;1, 

1t2, 7t'3 planele mediatoare ale 511{(1nt'llfdor AB, 
AC, BC. Evident, planele ;;1 , .:2, .:3 ·~tnt J)l!r
pendiculare pe planul (ABC). 

Fie d1 = (ABC) n 1t'1 ; d1 = (.4.BC) n .:2 : 

d8 = (ABC) n 7t'3, Dar d11 di; -d3 sint media
toarele triunghiului ABC, care &e tritilnesc 
lntr-un punct O, centrul cercului circumscris 
triunghiului. 

Fle acum d = 1t'1 n 1t'z, Cum intersecţia 
a douii. plane perpendiculare pe_ alt plan este 
> dreaptă perpendicularii. pe acel plan, avem : 

dj_(ABC). 
Cum 0E7t'1 n7t'1,d „trece" prin punctul O. 

Locul geometric este tocmai dreapta d, per
pendicularii. ln O pe planul celor trei puncte. 

3.8lr. Se dau patru puncte necoplanare. Să, se demonstreze că, există 
un punct egal depărtat de ele şi să. se determine acest punct. 

n. Fie A, B, C, D cele patru puncte. Să considerăm punctele A, B, C. Locul geometric 
11.l punctelor egal depărtate de ele este o dreaptă d, perpendiculară pe planul (ABC) ln centrul 
-01 al e~rcului circumscris triunghiului. 

Fie punctele A, B, D. Locul geometric al punctelor egal depărtate de ele este o dt~aptă 
.d1, perpendiculară pe planul (ABD) ln 0 2, centrul cercului circumscris· lui ABD. . 

Evident că atlt d cit şi d1 se află ln planul mediator 7t' al segmentului (AB). Cum ele 
,nu slnt paralele (altfel planele ABC şi ABD se suprapun), sii. notăm cu M punctul lor de 
intersecţie. Punctul l\f este egal depărtat de A, B, C, D. 

a.oir. Pe planul triunghiului ABO, cu AB = 7 ora, se duc perpen
dicularele A.A'= 7 cm şi BB' = 7 cm. Dacă A'O = B'O, A'C=7V2 cm, 
.arătaţi că triunghiul ABO este echilateral. 

R. în triunghiul .AA'C, dreptunghic ln A, avem: 

AC= V (7 J/2)2 _ 72 = l'49 = 7 cm. 

Dar triunghiurile dreptunghice AA'C şi BB'C slnt 
~ongruentc, avlnd ipotenuzele congruente, (A'C)s(B'C) şi 
cite o catetă congruentă, (AA ') == (BB'). Deci: 

(BC) == (AC) 
<le unde BC = 7 cm. Deci : 

(AB) == (AC) == (BC). C 

3.1011• Un triunghi dreptunghic „variabil" ABO .. cu unghiul A avînd 
măsma de 00°, are vîrfurile A şi B fixe şi cateta AO de lungime constantit. 
Care este lo:ml gaometric al virfnlui CY 

[I. S:i considerăm două poziţii ale punctului C, C', C". Cum AC'j_A B şi AC"j_AB 
<!lunci AB..!...(AC', AC") deci punctele C', C" se află într-un plan ce trece prin A şi este per. 
,l)endicular pe AB. Fie acest plan 7t', Locul geometric al punctelor C, este locul punctelor diD 
planul ,., egal depărtate de punctul A, adic/1 cercul de centru A şi raza de lungime (AC). 
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_ 3.1V1• Fie ABCDEP_ un h.e~~goţ1. :r:~gnlht,_-dc fo,t'?ră· ~-: ţn··pr:tjcte~e 
A,· B, O.; .. I>_ se ui;iV.ică" p'erpetYdicuhi.i·ele ĂA', ·B1Y, CC', DV',· pe lJhH1d. 
său. de .lungimi 1, 4, 2, 7 (în ~ceastă or4,i.11ţ). &ă .. se ~flţ:. distjl,I).ţ,~le, .A' L' 
A.:1.0' A'D' B'O' B'D' C'D' . . . 

':. ~ • '::-., .. , ' .. ."!, ' ' •, 

• R. Cum dr. AA' şi dr. BB' slnt pl·rpendiculare pe plauut 
Q ABCDEF, avem: 

dr. AA'...Ldr. AB: dr. DB\Ldr. AB.-

Să considerăm acum trapezul ,dreptunghi<; A BB' A': Ducem . 
. ,. ,dr. A' A" p:irnlelă la d..r- .4.B prin A' şiconsi<h•răm triunghrul"dri!>- · 
··-Junghic in A". A'A"B'.·. Cum A'.4.=,1."B, A'A''=AB şi A"B' ,.,, 
,::,.;;,BB' - A"D = 4 -·-i = 3, avem: 

A"B'= VA'.A""+ A" 1.1·i = v16·+ tl = 5. 

La fel, d~. CC' şi dr. BB'. fiind perpendiculare pe (ABCD}, a#ern ~ 
flr. -CC'...Ldr. BC, dr. BB'...Ldr. BC. 

· Să considerăm trapezul dreptunghic -BCC' B' si eă ducem r;,,;;,, .,caralelă cu dr. BC. Cum : 

~;. BD'lldr. cc• 

ca perpendiculare pe a·celaşi plan, avem : 

iac= C'C"; c·c = BC", 

Deci, din triunghiul dreptunghic C'C" B', avem· 

Dar C'C:" = 4; B'C""~ .B' B - ne"~ 4 - 2 = 2, _deci: 

.n·c· ~ v ... + :al' = fio = 2 V5. 
Calculul lui C'D' se \a fac(• comiderind trv.przul dreptunghic CC'D'D,. tn care ,ducem 

prin C'. pariµela C'D'' la .C!~, EvidC'nt- din triunghiul clrl'r,tu~ghic C'D"D' avem: 

(:'LY ""'VVLI"" + JJ'D"~ =V~-= vtr 
deoarece 

C'.D_" = CD şi D'D" = D'D - CC'. 

Analog, din trapezele dreptunghice ADD'.4.', BB'D'D, AA'C'C, se vor calcula lu,,. 
gimile segmentelor A'D', B'D', A'C'. Avem: 

A!C' = 7; A'D' = 101 .B'D'=Vs7: 

3.12. Într-un punct A al unui cerc de centru O, se duce perpend1.• 
zulara pe planul cercului pe care se ia, un punct A', astfel încît .A.A' = 
= 5 cm. Ştiind că. distanţa A'O = 13 cm, să. se afle : 

a} Lungimea razei cercului; 
b) Locul geometric al lui M, mijlocul lui A'O, cînd A descrie cercu]. 
n. a) Deoarece dreapta A' A este perpendiculară pe planul cercului, ea este perpendicu-

lari pe orice dreapti din plan, adică şi pe AO. Atunci din triunghiul dreptunghic A' AO, avem: 

AO == YA'08 - AA' =Yt38 - 58 =VI«= 12. 



b) Siconstruim dr. MNII dr. AU. 

Sl notim cu II planul ce conţine dreapta M N şi estl' paralel cu planul cercului de cen~ 
~~ . 

deci: 

Evident, tn triunghiul A'AO, avem: 

t;r. MNII dr. AO 

MN A'M -- - ·--·---
AO A'O 

I f1. 

N~ 
I \ I 
I \ Î 

. 1 
Dar A'M= - A'O = 6;5. De aici: 

2 

AO 
MN=--=6. 

2 

A 

Fle 001 perpendiculara (01 E ct) ridicati din O pc planul 11:. Evident dr. 001 li dr. A' A, 
şi cum dr. MNII dr. AO, (01 e MN), avem: 

0 1 N = AO. 
Deci: 

Cum 0 1 este fix şi M un p1111::t al locului, arbitrar ales, să observăm ci segmentul 01M 
este constant, indiferent de poziţi:J lui M. 

Locul geometric al lui M va fi cercul cu centru ln 0 1 şi cu raza de lungime 0 1M = 6, 
aflat ln planul ct. 

3.13. Pe planul triunghiului echilateral A RO, se pune în evidenţă 
perpendiculara în A, pe care se consideră punctul Jf. Oa.lculaţi distanţele 
de la Jf la punctele B şi O şi apoi la D, ,mijlocul lui (BC), ştiind că: 
a.) AM= 12 cm, AB = 5 V2 cm; b) AM= 4 cm, AB=3 cm; c) AM= 
= .AB = 5 V2 cm. 

M 

B. 

R. a) Din ipoteză, dr. AM.l.(.4., B, C). Rezultll că dr. AM .l. 
dr. AB(l), dr. Al\f ..L dr AC (2) şi dr. AM ..L dr. AD (3). 

Din (1), triunghiul MAB este dreptunghic ln A şi din 
teorema lui PITAGORA avem 

Din (2), triunghiul MAC este dreptunghic ln A şi avem 
MC = VAM8+ AC2 = Vt94ctn. 1n triunghiul echilateral ABC, L 

C. fiind.mijlocul lui (BC) avem că (AD) este mediană şi !nălţime. 

l Jl3 ABV:f 5V6 
Obţinem, aplictnd formula h= --, AD=--=- (cm). 

2 2 2 
Din (3), triunghiul MAD este dreptunghic şi avem: MD = 

- f AM2 + AD2 = - = _v_" (cm). V726 tt 1'6 
4 2 

b) MB=MC=5 cm, MD= Jl9Î cm; c) MB=MC=10cm, MD= 5 }'iîcm. 
· 2 2 

Observa/ie: (AB)=(AC), deci triunghiurile dreptunghice AMB şi AMC slnt congruente 
căci (AM) este comună. Deci MB= MC şi nu mai este nevoie să se calculeze declt una din 
distanţele MB şi MC. Se observă că triunghiul MBC este isoscel, Iar MD se poate calcula 
fiind !nălţime ln acest triunghi. 
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3.U. Pe planul triunghidui isoscel ABO (AB = AO = 8 cm) se 
pune în evidenţă perpendicula a tn A pe care se consideră punctul M. 

·-.M·. Calcula ţi distanţele de la M la pu netele B şi O ştiind 
că: a.)AM =5V5 cm; b) 6 cm; c) 4 cm; d) sV2 cm. 

R. a) Din ipoteză dr. AM ..L (A. B, C); rezultă că dr. 
AM ..L dr. AB şi dr. AM ..L dr. AC, deci triunghiurile MAB 
şi MAC sînt dreptunghice ln A. Aplicind teorema lui PITAGORA 

8 

găsim că MB= YAM 2+ AB8 = V125 + 64 = Vt89=3V21 (cm). 
Deoarece (AB) s (AC) triunghiurile dreptunghice MAB şi 
MAC slnt congruente, avlnd (AM) latură comună. De aici avem 
ci MB =MC=3V2t cm. b) MB= MC = 10 cm; c) MB = 
= MC = 4lf5 cm d) MB= MC = 8}':f cm. 

3.15. Pe planul triunghiului ABO se considera perpendiculara A.A.'. 
Calculaţi distanţa de la A.' la centrul cercului circumscris triunghiului 
A.BO în cazul cînd: a) A.A' = \f13 cm, A' B = A'O = 11 cm, B0=6 Va; 
b) A.A'= Vff cm, A.' B = A.'O = 9 cm; BO = 5 Va cm. 

R. a) Din ipokză dr. AA'..L(A, B, C) deci dr. AA'..Ldr. AB şi dr. AA' ..L dr. AC. Din 
aceste două relaţii obţinem că triunghiurile A'AB şi A'AC slnt dreptunghice tn A. Deoarece 
(AA') este catrtă comună şi A'B = A'C, adică (A'B)s(A:'C) rezultă că aceste triunghiuri 
stnt congrurntc. Obţinem că (AB)s(AC) deci din teorema lui PITAGORA AB = AC= 

= V 118 -(V13)2 = fÎ08 = 6 (3 (cm). Aşadar triunghiul ABC este un triunghi echilateral, 
căci AB = AC = CB = 6 f3 cm. Se stie că latura triunghiului echilateral are formula RV3 
unde R este lungimea razei cercului.circumscris triunghiului; in cazul no~tru din 6f3= R (3 
obţinem că R = AO = 6 cm. Din dr. AA' ..L (A, B, C) mai rezultă că dr. A,1' ..L dr. AO 
deci triunghiul A' AO este şi el dreptunghic iar distanţa cerută este A'O = V A' A"+ Au• = 
=V13+:l6=f49=7(cm): b)f31cm. 

3.16. Pe planul pătratului A.BOD se pune în evidenţă perpendiculara, 
_în A pe care se considera punctul M. Calcu~ţi distanţele de la punctul M 
la vîrfurile pătratului şi apoi la centrul cercului circumscris pătratului 
în cazul cînd: a) AM = 5 cm, A.B=6 cm; 
b) AM= 6 cm, A.B = 6 cm; c) A.M=a, 
..AB = b. 

R. a) Avem dr. AM ..L (A; B, C) (1), dec M 
distanţa de la M la A este MA = "5 cm. Din (1) 
obţinem că dr, AM..Ldr. AB (2), dr. AM.J_dr. AD (3) 
şi dr. AM ..L dr. AC (4). . 

Din (2) rezultă că triunghiul MA B este drept. B 
unghie ln A şi găsim MB =VMA8 + AB1 =f2f>+~6= 
=V61 (cm). 

Din (3) rezultă că triunghiul MAD este drept-
unghic ln A. O 

Deoarece ABCD este pătrat avem ci (AB)s 
s (AD); cu această relaţie şi faptul ci (AM) este laturi 
comună obţinem că triunghiurile dreptunghice 111 A B 
şi MAlJ sint congruente şi <foci 1\1 B= MD= V 61 cm. 

Din (4) rezultă că şi triunghiul MAC este dreptunghic ln A, şi g:1sim 
- V MA•+ AC8• Cum (AC) este diagonală a pătratului avem că AC = 6 y:f cm. 
MC = V25 + 72 = f97 (cm). 

MC,,,, 
Aşadar 
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Centrul cercului circumscris pătratului este punctul dl' intt'rn·t~ţic ni dirgom1klo~ c w,· 
se gllseşte la mijlocul diagonalei (.AC); II notllm cu O. Triunghiul .'HAO este c!nptunghic !n .L 

V~.,----..- AC 6 y2 _ 
Avem MO= M.A2 + .A01• Cum .AO = -- = -- = 3 y2 (cm) avem că lUO == 

2 2 
= 'f25 + 18 = f43 (cm). 

ln continuare avem : 
b) MB= MD=6 v2 cm, MC = 6 V3° cm; MO =3 Vs cm; c) MB=MD= va~ -t- o", 

MC = Va2 + 2b3, MO= V4,,2 + 2b3 , 

2 

3.17. 1n vîrfurile triunghiului ABC, dreptunghic în .A, se consideră, 
de aceeaşi parte, perpendiculare pe planul lui, pe care se iau punctele 
A', B', C' (ca în desenul alăturat) astfel încît (AA') = (BB') = (CC'). 
Calculaţi măsurile la.turilor şi unghiurilor triunghiului A' B'O' ştiind că: 

a) BO = 20 cm, AB = 10 cm ; 
b) BO = 18 cm,AB = 9 cm; ---~-a c) AB=l6 cm, BO=l6f2 cm. 

n. Se ştie că toate perpendicularele pe un plan sint para
lele intre ele. Avem deci dr.A.A' lldr .BB' Udr .CC' şi (.AA') = ( B lJ') = 
=(CC'), deci patrulaterele A.BB'A', BB'C'C şi CC'A'A sint 
dreptun,lhiuri. 

Rezultă din aceasta că .A' B' = .AB = 10 cm, B'C' = 
C = BC = 20 cm, .A'C' =.AC=VCB3 - .AB2 = V400 - l.OU = 

A = 10lf3(cm). 
Deasemcnea mal rezultă că .6..ABC = .6.A' B'C' şi deci .,,,,,.......,_ .,,,,,.......,_ .,,,,,.......,_ .,,,,,.......,_ 

m(C.4.B) = m(C' A' B') = 90°, m(.ACB) = m(.A'C' B') = 30° de
oarece ln triunghiul dreptunghic ABC cateta (AB) arc măsura jumătate din măsura ipo-.,,,,,.......,_ .,,,,,.......,_ 
tenuzei. ln sfirşit, m(C'B'A')= m(CBA) = 90° - 30° = 60". 

1n continuare avem : .,,,,,.......,_ .,,,,,.......,_ 
b) B'C' = 18 m; A'B' = 9 cm, .A'C' = oV:f cm, m(C'.A'B') = 90°,m(.A'C'B') =30°; .,,,,,.......,_ .,,,,,.......,_ .,,,,,.......,_ 

m(C'B'.A') = 60°; c) .'1'B' = .A'C'-= 16 c.rn, B'C' = 16 V2 cm, m(C'A'B') =90°, m(A'C'B')= .,,,,,.......,_ 
= m(A'B'C') = 45°. 

Observa/ie. Problema nu se schimbă cu nimic dacă avem dr.AA.'J(dr.BB'lldr,CC', 
firă să fie perpendiculare pc planul (ABC). 

3.18M. Fie în pla.nul 0t punctele A şi B şi dreptele AA' şi BB' 
perpendicula.re pe «, .A' şi B' de aceea.şi parte a lui ex. Calculaţi distanţa. 
AB în cazul cînd : a) A.A' = 5 cm, BB' = I O cm, A' B' = 13 cm; 

8' 8 
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b) .AA" = 6cm, BB'=lO cm,A'B' = 5 cm; c) .A.A'= 3cm, BB' = 11 cm 
.A'B'= 10 cm. 

R. a) Deoarece dr.AA'.Lot şi dr.BB'.Lot rezultă că dr.AA'II dr.BB' şi determină uu 
plnn 13, ln care avem trapezul dreptunghic AA' B' B' cu bazele (AA') şi (BB'). 

ln triunghiul dreptunghic A'CB' (dr.A'C.L dr.BB') avem, conform teoremei lui PnA. 
GO:RA, A'C = YA' H'1 - B'C1= 12 cm. Deoarece patrulaterul ABCA' este dreptunghi avem 
A'C = .1B = 12 cm; b) 3 cm; c) 6 cm. 

3.lS-. Pe pla.nul dreptunghiului .A.BOD se construiesc perpendicu
larele în A, B, D pe care se ia.u : .A.A' = 19 cm, BB' = 14 cm, IJD' = 
= 23 cm. Da.că .A' B' = 13 cm, şi .A'D' = 5 cm, găsiţi măsurile laturilor 
dreptunghiului ABOD. 

R. Deoarece dreptele AA', BB', DD' sfnt perpendiculare pe planul (ABCD), ele vor. 
fi perpendiculare pc orice dreaptă inclusă fn acest plan. 

Fie dr.B' B" U dr.AB. Cum dr.A' A li dr.BB' (ca. perpendiculare pe acela!;). plan), 
avere: 

(AB) = {B' B'.'); (AB") = (BB'). 
Deci: 

A' B" = A' A - BB' =. 19 cm - 14 cm = 5 cm. 

B' 

C 

A. B 
"1 tn•piul dreptunghic A'B"B' avem: 

B'B" = f A'B,e - A'B"1 = V1a1 - 51 = 12 cm. 

Deci AB = 12 cm. Pentru calculul lui AD considerăm trapezul dreptunghic ADD' A-". 
b lelconslnlim dr.A' A" li dr.AD. Un raţionament analog· ne dă : 

A'A" = YA'D'1 - D'A',j = vs• - 41 = 3 cm. 

Ded AD= A'A"= 3 cm. 
Deeuece ABCD este dreptunghi avem că: 

AB = CD = 12 cm, AD = BC = 3 cm. 

OIJ1•n,a/ie: Rezolvarea problemei, de fapt, este rezolvarea problemei precedente cu pfl. 
'rift la calcula! maurilor laturilor [AB] şi [AD], dar cu o figură mai degajatl. · 

3.2i). Pe pia.nul pătratului .A.BOD, în centrul său, nota,t cu O, se 
consideră perpendicula.ra d şi M e d, M ::/: O. 

Demonstraţi că (MA) = (MB) = (MO) = (MD). 

B. Dill ipetezii dr. MO, fiind perpendiculară pe planul fn care este inclus pli.tr:itul, este 
JICSl)CDdlclllari pe alice dreaptiinclusli.ln plan, adicli. avem dr.MO .L dr .• 4.C şi dr.MO .L dr.BD, 
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Din acrst motiv triunghiurile MOA, MOB, MOC şi MOD sînt dreptunghice ln O. Diagonalele 
(AC) şi (BD) slot congruente şi se înjumătăţesc ln O deci (OA) = (OB) = (OC) = (OD). Cum 
(OM) este latură comună, rezultă că cele patru triunghiuri dreptunghice sînt congruente. 

Obţinem, aşadar, că (MA) = (MB) = (MC) = (MD). 
Observa/ie: Prin această problemă s-a demonstrat faptul că punctul M ce aparţine per

pendicularei ln O pc planul pătratului se află la egală distanţă de virfurile pătratului. 

3.21. Se consideră A.BOD un pătrat, punctul O intersecţia diagona
lelor sale şi un punct M # O astfel încît (MA) = (MB) = (2WC) = (MD). 
a) Demonstraţi că dr.MO este perpendicula.ră pe pla.nul în care este inclus 
pătratul; b) dacă P #O este un punct astfel încît (PA)=(PB)=(PO) = 
= PD se poate spune că P e dr MO Y 

n. a) Din ipoteză avem că (MA) = (MC) adică triunghiul MAC este isoscel. 
'oin faptul că ABCD este pătrat obţinem că (AO)= (OC). Rezultă că ln triunghiul 

isoscel MAC, (MO) este mediană, deci (MO) este lnălţime ~i deci dr. MO ...1.. dr. AC (1). 
Asemănător, din (MB)= (MD) triunghiul MBD este triunghi isoscel. Din (BO) = (DO) 

rezultă că (MO) este mediană, deci (MCI) l'Ste înălţime şi deci dr. MO ...1.. dr. BD (2). 
Din (1) şi (2), deoarece dr. MO este perpendiculară pe două drepte neparalele incluse ln 

planul ln care este inclus pătratul, rezultă că 4r. MO este perpendiculară pe acest plan. 
b) ln mod asemănător, demonstraţi că dr.PD l'ste perpendiculară pe planul in care este 

inclus pătratul. Deoarece lntr-un punct cc aparţine unui plan nu există decit o singură perpen
diculară pe acel plan, obţinem că Pe dr.MO. 

3.22. Fie cercul de centru O, iar .A? B, O puncte ce aparţin lui, astfel 
încît.A,O, Osîntcoliniareşiunpunct Mcuproprietateacă. [M.A]= [MB]= 
= [MO]. Demonstraţi că dr. MO este perpendicula.ră pe planul cercului. 

" n. Din [MA] = [MC] şi A, O, C coliniare avem că triunghiul MAC este un triunghi 
isoscel cu mediana [MO] care este şi înălţime, deci triunghiul MOA este dreptunghic ln O. 
8MOA= !lMOB (LLL). Rezultă că şi triunghiul MOB este dreptunghic ln O, deci dr.MO ...1.. dr. 
OB. Cum dr. MO...L dr. AC, obţinem că dr. MO este perpendiculară pe planul cercului, pentru 
că este perpendiculară pe două drepte concurente din plan. 

3.2:JM. O dreaptă d este perpendiculară pe planul or:. Două drepte 
a şi b sînt concurente şi paralele cu or:. Este dreapta d perpendi~~la.ră pe 
planul lor! 

R. Construim prin punctul { M} = d (l a. o paralelă la a, pe care o notăm a'; cum d ...1.. a' 
rezultă d ...1.. a. La fel, d ...L b. Deci d ..L (a, b). 

3.24. Pla.nele or: şi ~ sînt plane para.lele. O dreaptă d este perpendi
culară, pe ex. Demonstraţi că d .l ~-
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n. Dreapta d intersectează pe a. tn A deci 
intersectează şi pe [1 ln B. ln a. există două drepte 
concurente ln A, d1 şi d1 • Planul determinat de d ,}
d1 intersectează pe [1 după o dreaptă da paralelă 

cu dl" Deci d ...1.. da· Planul determinat de d şi da 
Intersectează pe [1 după o dreaptă d, paralelă cu 
cfs. Deci d ...1.. d,. 

Cum d este perpendiculară pe d8 şi d, incluse 
tn [1 (concurente) rezultă că d ...1.. [1. 

\ 
1 
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3.25•. Fie d„ d11, d:, trei drepte oarecare în spa.ţiu. Să. se arate ci 
&istă triunghiuri isoscele ca.re a,u vîrfurile pe cite una. din dreptele date. 

R. Fie D1 e d1, D1 e d1• Fie a. planul mediator al segmentului [ D1D1 ]. Dacă a. li da, nu 
existA puncte A e d1 eu (D1A) = [D1A). Dacă a. n d8 = {A} atunci [D1AI = [.4.D1 ) şi deci 
tri1111ghiul AD1D1 este isos~I. 

~ci se aleg punctele D1 şi D1 astfel lnclt planul mediator al segmentului (D1D.) sl in
tersecteze pe d8• 

3.26». Se dau dreptele paralele a, b, c şi un punct O, nesituat pe 
ele. Ducem din O pcrpendicula.rele O.A, OB, 00 respectiv pe a, b, c (.A ea, 
B e b, Oe c). Sînt dreptele OA, OB, 00 copia.na.re Y 

R. Avem de studiat cazurile clnd dreptele a, b, c stnt coplanare sau nccoplanarc. 
Daci a, b, c slnt coplanare, Ple determină un plan, iar dreptele OA, OB, OC se vor găsi 

ln planul ce conţine pe O şi este perpendicular pe planul (a, b, c}. Vom arăta el, chiar daci 
a, b, c nu slnt eoplanare, dreptele OA, OB, OC stnt coplanare. 

Astfel, deoarece, de exemplu, a perpendiculară pc dr. OA şi a li b, aVl'm a perpendiculară 
pe dr. OR, adică dreapta este perpendiculară pe planul dreptelor OA şi OJJ. Analog, a este per
pendiculară pe (OBC}. Dacă dreptele 0.4., OB, OC n-a1· fi coplanare, atunci planele (OAB} şi 
(OBC) ar fi distincte. Deci, cu alte cuvinte, dintr-un punct O s-ar putea duce două plane per
pendiculare. pe o aeeea5i dreaptă, ceea ce este fals. 

3.27. Fie d .l ex. Orice dreaptă di paralelă. cu ex este perpendiculara 
pe d! 

&., Orice plan ~ ce are pe d1· incluă„ta el,. eare-·,·intersectează pe a., li intersecteazl 
după o dreaptă d1 li dr Dar d ..L a., deci d .l. "9. Cum ds-l~d1 n:zultă că d ..L d1, deci d1 ..L d. 

3.28". în ce caz se poate duce printr-o drea.ptă a, dată, un plan 
perpendicular pc o altă dreaptă, dată, b ! 

R. Fie r. planul ce trece prin dreapta a şi este P"' pendicular pe dreapta b. 
Fie {M} = b n r. şi, apoi. ducem prin M o pi.alelă d Ia a. Din construcţia făcută, 

b..Ld, de unde b.l.a, deci a şi b trebuie să fie perpendiculare . . 
3.29..,.. Dac:\ dreapta, ă, care conţine punctul A al pla.nnlui «, 

nu este perpendicularl pc ex, a.tunci exh;tă o dreaptă di, conţinută în 
«, şi numa.i una, perpendicula.ră în A pe il. 

R. F:e un plan cc LrC'ce prin .4. şi este perpendicular pe dreapta d. Acesta este unic. 
Cum planul 11: şi or. au punctul .4. comun, ele au o singură dreaptă comună, d1, care conţine 
A. Cum d1 c 11:, avem d..L dr ln acelaşi timp d1 c. a. şi A e d1, deci d1 este dreapta căutată. 

3.30". Se dă triunghiul dreptunghic .ABO ale cărei catete au lungimile 
.AB = 2 V2 şi AO = V3. Pe planul triunghiului se ridică, în a.ceea.şi parte, 
perpendicularele A' A = 8, BB' = 4, 00' = 2. Fie .A11 B11 01 mijloacele 
segmentelor AA', BB' şi respectiv 00'. 

a} Să se arate că, triunghiul .A' B' O' este dreptunghic. 
b) Să se arate că triunghiul .A1B1 01 este echilateral. 

R a) Calculăm lungimilt: laturilor trillllghiului A'B'C'. Fie dr.B'B"II dr.AB. Atunci 
triunghiul A' B" B' este dreptunghic (m(B") =- 90") şi avem : 

A'B'="VB"B-,1 + A'B"2 =Vc2Y2}1 + (AA'-BB')1 ='V24, 
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. . . . . li ~ 

"Fie, apor dr.C''C'i'paralelă cu dr.AC. "Trlurigblul A'a>''C' ·este' dreptimglde (\ll(C", = 
==·90")·şi~, . . : ·p ,. ' . •.,.,I 

fi.'C~ = ,VC''.C'~ + A'C"B ?" V.(Va>B + (A,A' .... ~C')I = }'39. 

Cum triun'ghiul ÂBC e~te dreptunghic, tii = ·y AC1 + ABI =;, ffl fi, .... .,rlnd 
~-9' A" paralelă c;u, ~rCB, ,din., tr,unghiul dreptwighic A" B'C' (m(Â'') ,;= 90").. ipotenua 
B'C' este dată de : ·· · · 

B'C' = V c· A"2 + B'A"s = V 11 + (BB' - cc·)a = }'15. 
Deci, se observă· că : 

A'B'3 + B'C11 = A'C'1 

adică, conform reciprocei teoremei lui P1TAGOftA, triunghiul A'B'C' este dreptungMe 
(m(.B') = 900). 

· b) Fie df.C1A2 11 dr. CA (A1 e dr.AA'). Din triunghiul C1 A1Aa dreptungllie ln. A„ oit-
ţinem C1 ,\1 = Vi2 . ' 

Fie dr.B1A3 li dr.AB (A3 e dr.AA'). Din triunghiul B1A1 A1 , dreptonglaie la Aa, ob-
ţinem ll1 .11 = fj2. · ' 
· Asemănător obţinem că B1C1 = fu. Deci triunghiul A1B1C1 este echilateral. 

3.:n:11• Într-un cerc cu raza de lungime R se înscrie un triun
ghi ABC, dreptunghic în.A, măsurile arcelor .AOşiÂB fimd invers propor
ţionale cu numerele 1,(3) şi 0,(6). Pe perpendiculara. în .A pe pia.nul 

.triunghiului .ABC se consideră [.A V], unde.A.V,=!!!. .A.fiaţi: a)mă.imrile 
. ........ - . 2 ,., 

a:·celor AC şi .AB. b) aria triunghiului VBO; 

R. u)" Cunoştinţele de la algebră permit să scriem: 
,---, ,.-... 

m(AC) m(AB) 3 1 4 
-- = -- .Avem:1,(3)=1-= 1-·-=-

·\. '· 
6 2 

şi 0,(6) =, = 3 .. Oed 1 1 . 9· 3 3 
··--· - -

1,(3) 0,(6) 
,.-... ,.-... 

ln(AC) 1,:(AB) ,.-... ,.-... ,.-... ,--.. 
- 3- = --3 - , adică 2 m(AC) = m(AB). Dar m(AC) +·m(AB) = 180". Ilio aces~ doa6 

- -
4 2 

V 

,--.. ,--.. 
ecuaţii găsim că m(AC) = 60" şi m(AB) = 120". 

. ~ .-,~ 
b) Deol!,rece m(AC) = 60"a,,em AC= R,rn(AB),=;: 

=120°, de unde AB= RY'3.Fledr.AD.Ldr • .OC(De 
e BC). Din triunghiul dreptunghic ABC obţinem 

AB· AC R}'3· R ts 
că AD ---- --- = R--. Ştim el 

BC 2R 2 · 
dr.A V este perpendiculară pe planul cereului, deci 
este perpendicularăşi pe dr.AD. Avem, din teorema 

( lui PITA.GORA; că DV= Rfa. Calculiin aria trt-
DV • BC R(3 •2H 

unghiului VBC: ---= ---= ~ ţi I 
2 2 

[DV] este lnălţime 1n AVBC pllDtru. el aplicim 
teorema celor trei perpendiculare: dr. A V .L plan, dr. BC inclusă ln plan. dr.AD .L dr.BC. 
li deci dr.DV .L dr. BC. 
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§4. Teorema e~ler trei perpendiculare 

,J.t•. 1n virfulA al triunghiului dreptunghic ABC (A a.re miifiura, 900) 
,re consideră perpendiculara pe pla.nul triunghiului pe care se ('.onsideră, 
segmentul [AM] de lungime 10cm. Ştiind cit ..AB = 40 cm şi AO = 
= _3.0_ cm, să se determine distanţa, de la. M la dr.BO. 

B 

R. Fie dl'.AD ..L dr.BC. Din triunghiul ABC, avem 

=·.· . 

BC = V3o8 + 40a = V2soo = 50 (cm) 

Atunci: 
AB• AC-

AD= CB = 24 (cm) 

(aceasta este formula lungimii -tniilţimii corespunzătoalPe 
ipotenuzei scrisă cu ajutorul lungimii laturilor triunghiului). 

.. Dar, cum dr.,\M este perpendicularii pe (ABC) şi 
AD este perpeu<liculară pe dr.BC şi dr. BC c (ABC), 
atunci, conform teoremei celor trei perpendiculare, dr.MD 
este perpendiculară pe dr.BC şi', în plus, dr.M.11 perpen
diculară pe AD, deoarece dr.MA este perpendiculară pe 
(ABC). Atunci, din triunghiul MAD dreptunghic ln A, 
avem: 

MD= V4D1 +MA8 = Y10• + 248 = 26(cm). 

•. P. Pe cercul{O) de centru O şira.zai r de'lungime 8 cm se iau dcJQă 
. ,--,. . 

puncte A. şi B a.stfel încît m(AB) = 120°. În O se „ridic§." perpendicu~ 
lara pe pla.nul cercului pe ca.re se ia OM =3 cm. Să se detenD:ine distanţa 
de· la. M la dreapta. AB. . . . , 

· Deoarece A şi B aparţin cercului, OA = OB = r = 8cm; 
rezultă ·că triunghiul OAB este un triunghi isoscel ' 

M Fie dr.OD.Ldr.AB(l), De dr.AB. In acest triunghi isoscel 
, ., , . (ODJ este înălţime deci este şi mediană deci D este mi.ilocul Iul ,,,,.....,. 

(ABJ. Cum.m(AOB) =120°, rezultă (ABJ este latura triunghiu• 
)ui ech.l.lteral lnsc.ris ln cercul (C), deci AB = r }'3 = 8 ff, lu 

• r 
[ODJ est,e, apotema lui deci OD= 2 = 4. 

Dl'n ipoteză dr. OM este perpe:Jd:c:.?lară pe planul cercului 
şi din (1), conform teoremei celor trei perpendiculare, obţinem 
că- dt .. MD._Ldr. AB şi deci distanţa de la M Ia dr. AB este 
MD, care se c.:ilculează din triunghiul 11,IOD dreptunghic, Io O : 

' • ' 
1M,P. = vo.u• + OD2 = V~-+ 41 = 5(cm). . 
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4.311• Fie ABO un triunghi dreptunghic isoscel (AB = AO = a). 
tn punctul D, piciorul înălţimii din A, se considera perpendicula.ra pe 
planul triunghiului pe ca.re se ia un punct M astfel încît DM = 6. Să 
se arate c§. triunghiul AMO este isoscel. 

.C 

n. Metoda I. Deoarece triunghiul ABC este isoscel, tnălţimcn [AD] este şi mediană, deci, 

[AD] = [CD] = [BDJ. 

Din dr.MD...1..(ABC) rezultă eă dr. MD...l.. 
...l..dr.AD şi dr. MD...l.. dr.CD. Observăm că .trhu;1ghiurile 
dreptunghice ADM şi CDM stnt congruente.deoarece 

(AD] = (DCJ iar [MD) este latură comllflă. 

Rezultă (l\lA) = [MC), deci triunghiul AMC este 
Isoscel, 

_lletoda a li-a. Fie dr.DE ...1.. dr.AC (E, e dr.AC). 

A B ln triunghiul dreptunghic isos.:el ADC înălţimea DE este 
şi mediană, deci E este mijlocul lui [AC]. Avem dr. 
MD...l.. (ABC), dr.AC c (ABC), dr.DE ...1.. dr.AC. Con

form teoremei celor trei perpendiculare avem dr.ME...Ldr. AC. Aşadar, tn triunghiul AMC, [ME} 
este mediană şi lnlllUme, deci rezultă că el este triunghi isoscel. 

4.4M. Fie O un punct în planul triunghiului ABO şi D un punct 
pe perpendiculara în O pe acest plan. Să se arate că dacă dr. AD J_ dr. BO 
atunci O aparţine înălţimii din A a triunghiului ABO. 

n. Metoda I.Cum dreapta OD este perpendiculară pc planul(ABC), atunci este perpen
diculară pe orice dreaptă din plan, ln particular pe drt,apta BC, c'eci dr.BCJ_dr.OD. 

Cum dr.AD...Ldr.BC, din ipoteză, avem deci dreapta BC perpendiculară şi pe dreapta 
,1..D, deci ,·n fi perpendiculară pe planul determinat de dreptele AD şi OD. Dar dr.AO c 
c(AOD) deci, din dr BC...l..(AOD), rezultă dr.BC...Ldr.AO, deci dr.AO...Ldr.BC, adică O aparţine 
lnălţimii din A a triunghiului ABC. 

Melodii a U-a. Fie dr.AE ll·dr.BC. Deoarece dr.AD ...L dr.DC, din' ipoteză, rezultă 
ci ..&-.AD ...1.. dT.AE. ·.A;vem .eh.DO ...1.. (ABC).; dr.AE c (ABC), dr.AD ...1.. dr.AE. 
Conform reciprocei teoremei celor trei perpendiculare avem ci dr.AOJ..dr.A.E. Dar 
dr. il.Ejjdr.BC. Rezultă că dr.AO...Ldr.BCfi deciQapartinetnălţimii din A a triunghiului ABC. 

4~5·. Fie ABO un triunghi, O un punct în planul să,u, ex, D un 
punct pe per.pendicula.ra-înO pe planul ex. Să. se arate că dr. AD .1 dr. BO 
ilac§. şi numa.i dam O aparţine înălţimii din A a tl'iunghiului ABO. 
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n. 1n ·această problemă avem formularea „dacă 
şi numai dacii", deci vom rezolva două probleme. 

Prima : ABC este un triunghi, O un punct tn 
planul său ex, D un punct pe perpendiculara ln O pt 
planul at. Să se arate că dacă dr. AD...l.. dr; BC atunci 
O aparţine tnălţinrii din A a triunghiului ABC. 
Aceasta este problema anterioară. 

A doua : ABC este un triunghi, O un punct ln 
planul său ex, D un puncl P!l perpendiculara tn O pe· 
planul ex. Să se arate. că dacă O. aparţine lnălţimii 
din A triunghiului ABC atunci dr.AD.Ldr.BC. 

Ja ali.evir, fie A' piciorul tnllţiml.i'din A pe dr.BC. 



Deoarece dr. OD.L0t, rezultă dr. ODJ..dr. BC şi cum dr. BC.Ldr ,AO, rezultă că dr. BC.Ă 
(ADO), deci dr. BC.l.dr. AD, deoarece dr. ADc=(ADO). 

4.6M. Fie [OA], [OB], [00] trei segmente perpendiculare două. cite 
două,. Perpendicula.ra. din O pe pia.nul triunghiului ABC intersectează. pla
nul (ABC) în punctul de intersecţie a.I înălţimilor triunghiului ABC. 

R. Fie H piciorul perpendicularei din O pe (ABC)şidr. AA'=(HOA) n (ABC); dr.CC'= 
-= (HOC) ll (ABC); dr.BB' =(HOB) n (ABC). 

Cum dr.BO .l. dr.oe şi dr.BO .L dr.OA, avem dr.BO .l. (AOC), deci dr.BO .L dr.AC. Cum 
dr.HO .l. (ABC), avem dr.OH .l. dr.AC, deci dr.AC este perpendiculară pe planul (BOH), ln 
particular pe dr.BB', Intersecţia dintre planele (BOH) şi (ABC). Deci dr.BB' .l. dr.AC. 

Analog se arată dr.AA' .l. dr.BC şi cum: 

dr. AA' n dr. BB' = {H}, 

IAA'J, [BB'] fiind lnălţlmi tn triunghiul ABC, rezultă enuntul. 

4.7M. ln triunghiul echila.teral ABC, cu la.tura. de lungime 10 cm, 
se construieşte linia. mijlocie [N M) (M e dr . .AB, Ne dr. AO), ca.re se pre.; 
lungeşte cu un segment [NO] congruent cu segmentul [MN]. ln punctul O 
se ridică perpendicula,ra, [.DO] pe pia.nul triunghiului. Ştiind că, DO = 5V3 
cm, să. se a.fle distanţele de la, D la, laturile triunghiului. 

R. Fie dr.DE, dr.DF, dr.DG perpendicularele din D pe dreptele BC, AC şi AB. 
Din reciproca teoremei_ celor trei perpendiculare, cum dr. DO.l.(ABC), din construcţia 

efectuată avem : 
dr.OE .l. dr.BC, dr.OF ..t, dr.AC, dr.OG .L dr.AB. 

Se găseşte că BC = MO şi cum AN-= NC, MN = NO, avem dr.AMIi dr.CO. 
. 5~ ~-

tn triunghiul echilateral NOC (NC ,;,. 5. cm), avem OF= -- şi cum m(OCN) = 600 
2 

avem şi m( OCB) = 600, deci [OC] este bisectoarea unghiului i: NCE şi cum dr.OF .l. dr.NC 
fi dr .OE .L dr.CE avem.: 

5 J'3 
OE=OF=--cm. . . .. '2 

Patr_ulaterul AOCM este dreptunghi, avind diagonalele conguenw. 
Deci dr.AO.l.dr.AB, adică perpendiculara din O pe dr.AB, intesectează dr.AB ln A, 

adică:" · · · 
G=A. 

' . ·' •' ., 
~tvm, din triunghiul AOM, drepţunghic ln A, avem : 

AO = V .'UO~ =- ·Â.M3 "" 5, V:I< cm) 

Deci, dfn triunghi:urile dreptunghice DOI! şi l)OA (m 0J >= 90°) avem: 

'. DE= DF = V (5;.a7)a+ { 5'~ / ~ 5 ~15 (cm);· 

DA = ir,s V 3 )~ + (5 V3)2 ":'. 5 yo(cm). 

Lungimile segmentelor [DEJ, .[DFJ,. [lMJ sint distanţele la laturJ. 
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4.D:\I. O dreaptă a intersectează un pla.n a în punctul A.. Pe a se 
consider:1 un punct fix B şi fie o dreaptă, variabilă g c ci astfel ea A e g. 
Să se dl:'termine locul geometric al picioarelor perpendicularelor din B 
pe dreapta g. 

/ 

R. Fie M picioml perpendicularei din B 
pe o dreaptă g şi B' proiecţia lui B pe planul ar.. 

Cum dr. BB' .l. ar. şi dr. BM .l. g •-1vem: 

dr.B'M.l.g adică dr. B' M .1. dr •• 4.M. 

Cum punctele A şi B' slnt fixe, atunci seg
mentul fix [AB'] este „văzut" lntotdeauna din M .,,,........ 
sub unghiul constant AMB' cu măsura de 90°. 

Cum M este variabil ln planul ar., locu1 
geometric al punctelor M este cercul de dia
metru [AB1. 

4.SM. Se da,u: o dreaptă, fixă d şi un punct fix A (A ,t d). Un pla.n 
mobil ex conţine dreapta. ă. Prin A ducem dr .AP perpendiculară pe 
ph:mul a (Pe ex). Se cere: 

a) Si se arate că P descrie o curbă, coplanară; 
b) Să se găsească locul geometric al punctului P în spaţiu. 

n. Fie dr, AA.' .l.d unde A' ed. Cum dr. AP este perpendiculară pe planul .ar; atunci ea 

A este perpendiculară pe orice dreaptă din plan, 
ln particular pe dreapta d. 

Deci, cum d .l. dr.A.A.' şi d .l. dr. AP, atunci 
d .l. (A.PA'), adică P este conţinut ln planul ce 
conţine pe A fi este perpendicular pe dreapta 
d, adicl P descrie o curbi ceplanari. 

b) Din dr. ,A.P .l. dr. PA' fi cum punctele 
A fi A' stnt fixe, atunci lieglDentuff.i.: (A.A 1 este 
„vizut" aubungbiul constaat ,t::APA:' CQ.-misura 
deGO".Decilocul •geometric al .:pa.ctului P ·este 
cercul d.e diamelnl [AA.1. 

4.ton'. Fie « un plan dat şi A un punct (A ţ cz), ia.r 4, 4i 41 o 
:perpendicularii. ,şi, respectiv I o para.leii dusi prin A )a at. Fie D' un -punet 
oa.recarea.lplanului cz.şi dr. D'B (B e d1) perpendiculară. pe 4 iar dr.D'O 
perpendieulad. pe di ( O e d1). Din B ducem panlela. la la da, iar din O 
para.lela. tf,. Ja. d1• 

a,) Arătaţi că, da şi d, sint conourente într-un punct D. 

b) Aritat,i ci ABDO este dreptunghi. 

c) .lrit&ţ.i ci dr. DD' eate perpendicuJa.m pe pla.:nul (flu • 1). 
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n. a)Cum d1..La:, d1 l'Ste JJl•rpendiculară pc orice dreaptă din 
plan, rezultă d1..Ldr.CD. Cum d1 li d3 avl'm că intersecţia dintre ot şi 
planul determinat de dreptl'le d1 şi d3 l'Stl' tocmai dr.CD. 

Cum d2 li a: şi d2 c (di, c/3), rl'zultă că d2 t'Ste paralelă cu 
dr.CD, deci, dr.CD= d, şi : 

d8 n d, = f D}. 

b) Deoarece d1 ..L a:, d1 va fi pl'rpt'ndiculară şi pe dreapta 
d, inclusă in a:. Cum avl'm : 

rezultă că patrulaterul ABDC este dreptunghi. 
c) Cum d1 ...Lot, rezultă d1 ...1.. dr.DD', şi cum d1 ..L dr.BD şi d2 ..L dr.BD', rezultll: 

d8 ..L (DBD'), 

deci d9 perpendiculară pe orice dreaptă din acl'st plan, ln particular c/2 ...1.. !Jr.DD'. 
Din d1..Ldr.DD' şi d1...Ldr.DD', rezultă că dH•apta DD' este prrprndiculară pe planul 

dreptelor d1 şi d1• 

d 
4.11. Să se demonstreze că dac§. 

o drC'aptă il face unghiuri congruente cu 
toate dreptele unui plan ix atunci ea, este 
perpendiculară pe plan. 

R. Fle .4. punctul in care dreapta d intersecteazA 
planul ot, Fie d1 o dreaptă din planul a: care conţine 

pe A şi care t'Ste perpendiculară pe d (o astfel de 
dreaptă t'xistă întotdeauna), · 

Fie acum o dreaptă d1 care conţine pc A şi este 
inclusă ln planul ot. Evident, condiţia enunţului impune 
ca unghiul dintre d şi d1 să fie tot drept (congruent 
cu cel dintre d şi d1). Astfel, cum d este perpendicula,A 

,pe doul drepte cencurente incluse ln planul ot, anume d1 şi d8, va fi perpendiculari pe planul a.-

4.12u. Dreptunghiul ABOD cu laturile de lungime AB = 3 cm, 
BO = 12 em „ee indoaie'' de-a. lungul dreptei MN (M mijl6cul lui [AD], 
Nmi)loeul lui [.BO]), pină. cîndplanele(A.MB) şi(DO.N) devinperpendicu
:ta.re •. SI, · se afle lungimea segmentului [BD] dupi\ ,,îndoire". 

B-----................. ---c 

I 
.A 

B. Deoarece (.4.MR) ...1.. (DCN) ,i dr.BN ...1.. dr . 
• '\l N rezultă ci dr. B .V nte perpendicularii pe planul 
( NCD). deci dr. BN este perpendiculari~ dr. ND, deci 
triuaghiul B.VD l'&tc dreptunghic. 

Vom cnlcul~ pe ND din triunghiul dreptun
ghic CND. Avem: 

DN9= CN'+ DC2= 62+ 311=45cm1 

Deci, din tl'!unghiul BND, avem: 

BD= VBN3 + DN8 = f36+ 45 = 9 (cm). 
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4.13M. :qouă triunghiuri dreptunghice isoscele, ABC (m(Â) = 90°) 
şi ADO (m(C) = 90°), a.u cateta [AO] (AO = a) comună şi planele care 
le includ, perpendiculare. Să 11e calculeze lungimea segmentului [BD]. 

R. Cum dr. CD .l.. dr. AC şi planul (ACD) l'ste perpendicular pe plamîl (ABC) ce con
ţine şi dreapta AC, dr. CD va fi perpendiculară pe planul (ABC), deci pe orice dreaptă din 
acest plan, ln particular pe dr. BC. Din triunghiul dreptunghic isoscel ABC avem BC = af2, 
iar din triunghiul dreptunghic BCD avem : 

BD=YCB1 + CD8 =}'3ai"=a Vi' 

4.J4M. Un trapez isoscel ABOD are baza mare [AB] de lungime 
22 cm, ba.za mică [OD] de 10 cm şi latura neparalelă cu lungimea, de 
10 cm. Se „îndoaie" trapezulînlungul liniei mijlocii [ MN ], pînă cînd planele 
(ABM) şi (DON) devin perpendicula.re. Să se afle distanţa, după îndoire, 
de la punctul D la baza [AJJJ. 

R. tn trapezul ABCD să considerăm lnllţimea [CE] care intersectează pe [MN] ln C". 
Prin „lndoire" obţinem planul (MNCD) perpendicular pe (AMNB). Deoarece dr. CC"J...dr. MN 
rezultă dr. CC" perpendiculară pe planul (AMNB). Cum dr.C"EJ...dr.AB, avem: dr. CEJ. 
dr, AB, conform teoremei celor trei perpendiculare. 

Vom calcula lungimea înălţimii [CE] de unde va re-
CE 

zulta că CC" = -- (C"edr.MN). 
2 

Avem,· ealcullnd pe EB: 

AB- CD 12 
EB = ---=- =6 (cm) 

2 2 

de unde, din triunghiul dreptunghic CEB: 

CE= YcW-EJJI= ft08- 61 = 8 cm 

Deci, CC" = 4 cm. 

!) C 

Apoi, din triunghiul dreptunghic C'C"E calculăm pe CE, care este egală cu distanţa 
de la D la dr.AB după „lndoire". Astfel: 

CE = f CC',a + C" El = Y 41 + 41 = 4 Y:f cm. 

4.15K. Un. triunghi dreptunghic ABC (m(J) = 90°) se „în~loaie" 
în lungul înălţi.In.ii [.AD} pină cînd planele(ABD) şi (ADO) devin perpen-
dicula;re. Ştiind.că. AB = 2Vs cm şi .A.O= 2Yîo cm, să se calculeze. _«ţţ~
tanţa între punctele B şi O, dupi:i. ,,îndoire" • 

.. ,R. tniilţiţ11ea.[ADJ est~ perpendiculiµ.:ă pe dr.BC, deci dr. BC ..1.. dr. AD. Deoarece (ABD) 
..L (ADC) şi dr,. BD. este perpendicularii pe. dreapta de intersecţie a celor două plane, rezultă 
cil dr • .'Bl),J..(°AiiC) adi.că dr.ŞI> ..1.. dr~DC,_ 

·Distanţa BC, după „îndoire", va rezulta din triunghiul dreptunghic BDC, unde [BD] 
şi [DC]·slnt segmentele' determinat~ delnălţimţa [ADJ pc ipotenuza [BC). Ipotenuza [BC] a triun
gbirilui ABC are mărimea : 

Calculiim RO eu t.eorcu.!-2 ;:etetei şi avem : 

AB8 = BE· BQ 
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De aici,: 

24 
BD= - = 3 (cm), 

8 

DC = BC - BD = 5 (cm). 

AsUel, din triung)liul dreptunghic BDC, avem : 

BC = f Bl)I + DCZ = }'34 ~cm), 

4.ts•. Să se determine locul geometr,ic a.I punctelor egal depktate 
de două drepte para.lele. 

R. Fie d1 şi d8 cele două drepte date şi fie M un punct al locului. Atunci, nottnd cu A 
:şi respectiv B proiecţiile lui M pe d1 şi d1, avem : 

[MA)= [MB] 

Cum, lnplus, d1 11d1 şid1..L[MAJ, avemşid1..L[MB)decl d1..L(AMB) şi, la fel,d1.L(AMB). 

Fie ln plus, N mijlocul segmentului [AB). Cum triunghiul AMB este isoscel, dr.MN.L 
.1.dr.A.B. De aici, ţintnd cont că d1..Ldr. MN, d2.Lclr. M N, avem: 

adică M se află pe dreapta perpendiculară pe planul (d1, d3) ce trece prin mijlocul distanţei dintre 
d1 şi d2• Se demonstrează mai departe eă locul geometric este deci un plan 1t, egal depărtat de 
,dreptele d1 şi d1 şi perpendicular pe planul lor. 

4,17M. Să se determine locul geometaic al punctelor egal depărtate 
de două drepte concurente. 

R. Fie d1 şi d1 dreptele date, ce se intersectei,Jzil. t11 punctul O. Vom arăta cil. locul geome-
1ric al punctelor M, cu proprietatea din enunt, este format din două plane 1t1 şi 1t2, perpendi
.culare pe planul dreptelor date, ce con!in bisectoarele celor două drepte. 

Astfel, fie M un punct al locului şi fie dr.MA şi dr.Jl ll 
·perpendicularele pe d1 , respectiv d2• Fiedr.MN ..L dr.A)J.Cum M 
triunghhd AMB este isoscel prin construcţie (AM= M R), 
avem NA = N B. Fle acum dr. M J> ..L (d1, d2). Din h•orema.. 

-celor trei perpendiculare se obţine că dr. PN ..L dr . .A.U, <lcci . 

P.'\ = PB. 

ln plus, din dr.MA ..L d1 şi dr.M P ..L (d1, d1) avtm: 

dr. P.-\ ..L d1 • 

. Analog, dr. PB ..L d1 , deci punctul P se află pe bisectoarea unui d2 
unghi format de d1 şi d1 . 

Acum, cum M P ..L(d1 , d2), bisectoarea ce conţ:ne pc O şi dreapta M P determină un plan 
,(MOP), perpendicular ~pe (d1, d1), numit plan bisector. 

4.Jax. Să, se determine locul geometric al punctelor egal depărtate 
de două semiplane mărginite de aceeaşi dreaptă. 
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B. Fie 0t şi 13 cele două semi plane r·eopus.s,, măr:
ginite de dreapta d şi M un pund a I locului 
geometric, Facem următoarele eonslrucţ·.1: notăm cu 

:. A1 -şi B1 proiecţiile lui M pe ci.' şi (3, ar-ol : 

a. n (AMB) = c!r._4.N; l3 n (AMB) = dr.BN. 

Cum dr.MA. şi dr.MB sint perpcna.culare respec
'tiv pc planele 0t şi (3, atunci dr.MA..Ldr.AN şi dr. MB..L 
J..dr.BN, deci !vl se aOă pe bisectparea ur,ghi:u}ui AMB. 

fn plus, M se află chiar lntr-un plan, numit 
plan bisector, care este şi locul geometric căutat, ce 
conţine pe MN (deoarece din faptul că (AMB)...h 
J.. a. şi(AMB) ..L 13, rezultă (AMB) ..L d, ln particular 
dr.MN ..L d), plan determinat de d !ii 'dr.M.N. 

4.19M. Dacă o drea1>tă tl este intersecţia. a. două pia.ne ex., ~' per
pendioula.re pe un pla.n y, :1tunoi d .L y. 

R. Fie A punctul unde d intl'rsectenză 
planul şi c!r.AB,dr .• 4.C dreptele de intersecţie 
dintre at, rcspctiv 13, cu planul 'Y· Construim 
ln, ~ ,o drl'aptă d1, d1 ..L "'(, cu d1 c et. O 
nstfel de cdnstrueţie există deoarece 0t ..L 'Y· 
La fel,ln A construim d1, d2 ..L "'(, cu d2 c 13. 

Astfel, am obţinut : 

deci: 

4.tOM. Fie cc şi ~ două. plane perpendiculare şi A şi B două puncte 
(A e cc, B e ~). Ştiind că punctele A, B sînt situa.te la o distanţă de 3 m 
f;:l,ţă de dreapta de intersecţie a celor două plane şi că. AB = V' 34 m, să. 
se ca.lculeze distanţa dintre M şiN (picioarele perpendicula.relor duse din .A 
şi B pe dreapta de intcnecţie a celor două, plane). 

7-
A 

R. Să notăm cu d dreapta de intersecţie.p 
celor două plane. Cum dr.AM..Ld, dr .. A.M c at şi at..L[:J. 
avem: · 

dr. AM ..L 13 
deci dr.AM este perpenicularăpe orice dreaptă din pla
nul~, tn particular dr.AMperpendiculară pedr.BM. 
Deci triunghiul ABM este dreptunghic tn M şi :: 

MB= V AB3 - AM2 = 5(cm). 

Deci, din triunghiul dreptunghi( BNM (dr.BN j_ţţ), 
avem: -~-~ · .. 

MN = V BW - NB8 = Yt6(cm) =4(cm)· 

4.11M. în triunghiul ABC se consideră. linia mijlocie [MN] (Jfedr . .A.B
şi Nedr • .A.0) şi seca.nta AP (Pedr'.BO), dr.AP n dr. M.N ={P'}. Se îndoai,e 
triunghiul de-a. lungul dreptei MN a.stfelîncît planele (AMN) şi ( BMN) să fi& 
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pel'pendiculare. Să se demonstreze că, triunghiul nou format P P' A 
este isoi1cel. 

.8 p 

R. Deoarece (MN) este linie mijlocie, avem: 

1 
MN = --- BC:dr.MNIJdr. BC. 

2 
(1) 

Deci, triunghiurile AMP' şi A BP sint asemenea şi avem: 

AM AP' 

MB PP' 

Dar, din ('1), AM'= MB, deci AP' = PP', şi ori
cum am „tndoi" · triunghiul de-a lungul dr. MN, congru-

c enta fAP'J = (PP'J se păstrează, deci triunghi~ AP'P 
va fi isoscel. · 

4.22.11. Doua. plane perpendiculare « şi ~ se intersectează după o 
dreaptă d. Se ia. un punct A în pla.nul at şi un punct B în planul ~. 
s~ notează. cu .]! mijloc11l segmentului [.AB] şicu A', B' picioarele per
pcndicu l&relor din A ~i B pe d. 

·.11) Slt se ara.tf.~ că,. MA.'-: MB'. 
b) Da.că AA' = 3 cm, BB' = •1 cm, şi .A' B' = 12 cm, să se ca.lcu

leze lungimea, segmentului [AB.] 

R. a) Cum dr.AA' este perpendiculară pe dreapta de intersecţie a planelor şi este con
ţinutii i_n planul 01:, perpendicular pe~. avem dr. AA'..Lf, şi deci, perpendiculară pc orice dreaptă 

A 

din plan, adică pe dr. A' B, deci, triunghiul AA' B 
dreptunghic şi cum M este mijlocul lui [AB], 
(A'M) este mediană tn triunghi, deci este egală 
cu jumătate din lungimea ipotenuzei, adică : 

2A'M = AB. (1) 

Analog se arată că triunghiul A B' B este 
dreptunghic în B', deci [BM'J mediană în acest 
triunghi, de unde : 

2B'M = AB. (2) 

Din (1) şi (2), avem : 
.• - _; .... , .A'M = ÎJ·M~· 

b) Din triunghiul dreptun81ţic, A' B:B(B' are măsura 900) putem calc~la ţp.otenuza[A' B] : 

A'B = VA'B'2 + BB'2 = ft44+ 16 = Vî6Ci (cm). 

Acum, !n triunghiul _dreptunghic AA' B, ipotenuza [ABJ este de lungime 1 

AB = VAA''+ .A'B2 = V9·+ 160 = 13 (cm). 
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§ 5. Proieelii 

5-.t•. Trei puncte coliniare A, B, O &e proiecteaz;A, pe un plan în 
.A', B', O'. Să. se demonstreze că : 

AB A'B' 
--=--
BO B'O' 

R. Cum dreptele AA', BB', CC' slnt perpendiculare pe planul at, ele sini parall>le şi 
1n plus, coplanare. Să ducem prin A o paralelă la dr.A'B', şi să notăm cu M, respectiv N, 1,unc-
.tele de intersecţie ale acesteia cu dr.CC', dr.B'R'. 

Triunghiurile AMC şi ANB slnt asemenea, deoa-
.rece dr.CMUdr.BN. Avem: 

AB AN 
--=--
BC MN 

(1) 

DarMN=C'B', (deoarece dr.MNII C'B' şidr . .t\lC'II 
dr.NB') şi,la fel, AN= A'B'. Deci, tnlocuind; relaţia (1) 
devine : 

AB A'B' 

BC lJ'C' 

A 
M 

{' 

N 
' • 

5.2M. Fie ABC un triunghi şi A' B' O' proiecţia, lui pe un plan rt, 

Dacă .A.11 B 11 01 sînt mijloacele segmentelor [ BO], [OA], [ AB], atunci aceste 
trei puncte se proiectează. pe rt în mijloacele segmentelor [ B' O'], [ O' A'], 
[A'B']. 

R, Fie A~, B~, c; proiecţiile punctelor A1, B1 , C1 pc planul at. 

Cum, de exemplu, A,C1, B slnl coliniare, con
form problemei anterioare aYem relaţia: 

AB BC1 
0 A'B' = C' B'. 

1 

Dar relaţia se mai poate scrie : 

1 

AB A'B' 

BC = C'B' 1 1 

şi, cum BC1 = 2 ABi,, avem : 

2C~ B' = A.' B'. 
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atlică C'1 csfR mijlocul lui A' B'. Analo6 se arată că A;, B~ sint mijloacele segmentelor B'C
şi A'C'. 

5.JM. Se proiectează un triunghi oarecare .ABO pe un plan ot. Să 
se demonstreze că proiecţia centrului de greutate G al triunghiului .ABO 
este centrul de gre1~ ta.te al triunghiului .A' B' O'. 

R. Fie[ AA1]şi[A 'A;) medianele corespunzătoare laturilor [ BC] şi [ B'C'] şifie G, respectiv G',. 
centrele de greutate ale triunghiurilor ABC şi A'B'C'. Avem relaţia: 

AG 
--=2, 
GA1 

La fel, ln triunghiul A'B'C', avem: 

A'G' 
--=2 
G'Ai 

deci dr.AA'lldr.GG'IIA1Ai. Cum tnsll dr.AA' i 
..L 01:, rezultll ell dr.GG' ..L 01:, adică G' este proiecţia 
lui G pe 01:. 

5.4111• Triunghiul isoscel .ABO se proiectează pe pia.nul «, ce con
ţine pe [BO], după triunghiul dreptunghic .A' BO. Ştiind că A' B=4: cm, 
A' O = 3 cm, să se calculeze : 

a) cosinusul unghiului i: .ABO; 
b) lungimea, laturii necongruente cu celelalte ale triunghiului .ABC. 

R. Pentru triunghiul ABC, avem posibilităţile: 

AB = BC sau AC = BC 

deoareee proiecţiile laturilor [AB)şi[AC] nu stnt congruente. lnplus, triunghiul]BA'C este drept
unghic ln A' lntr-adevăr, duclnddr.AD ..L BC, şi cum AA' ..L 01:, avem A'D ..L BC. Evident, tn 
triunghiurile A' BD şi A'CD, unghi~le i:: B şi i:: C nu pot fi drepte. Din triunghiul BA'C avem r 

BC = VA'B2 +,A'C1 = J>,.

Cµ teorema catetei ·awm : 

A'B2= BC· BD 

de unde: 

A'B2 16 
BD=--=-

BC 5 

şi, analog 1 

·A'C1 9 
DC=~=--. 

· BC ,5._. 

Să presupunem că AB = BC. Atunci: 

'..,,......_ BD. 16 
·cos ABC=-· - =.-. 

AB 2i . I 
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şi: 

Din triunghiul ADC, (.D are măsura 90"), avem : 

A(.: = J/ AD2 + DCÎ .. 

V369 
Dar AD·= J/ AB1 - BD1 = -cm. 

25 

De aici: 

AC= 3 l'3cm. 
Dacă AC = BC, un raţionament analog ne dă : 

.,-... 21/2 
cosABC=--

5 

AB = 0 12.cm. 

5.5M. Pe pla,nul triunghiului dreptunghic .ABC (.AB = .AC = a) se 
consideră dreapta perpendiculară MO unde MO= a. 

a) Să. se arate că [M.A] = [OB]. 
b) Fie prin M o dreaptă paralelă cu dr.OB. Fie D un punct pe 

această ~eaptă astfel incit proiecţia lui D pe planul triunghiului .ABC 
slt coincidlt cu mijlocul segmentului[ C B]. Să se a.rate că triunghiul .A.BD 
este isoscel. 

R. a) Metoda I. In triunghiul dreptunghic MCA (m(C) = 90") avem: 

M.4. = }'Mcs + CA2 = a }'2. 

In triunghiul ABC, ipotenuza (BC] are BC = 
= l/2a1 = a l/2. Deci M.4. = BC. 

Metoda a 11-a: Triunghiurile dreptunghice MCA 
şi ABC slnt congruente, cazul CC. Rezultă AM= CB. 

b) Metoda I. Fie E proiecţia lui D pe planul tri
unghiului ABC, care este piciorul perpendicularei din D 
pe dr.RC, E este mijlocul lui [BC). Evident, dr.MCII 
lldr. DE şi MC=DE = a. ln triunghiul dreptunghic AED 
(m(E) = 90") avem: 

AD = r DB' + Ab'2 = ,,.C + -- -=· ----· • 
,,--=---= y 2aw a Viî 

4 2 

( 

lu triunpinl dreptunghic DEB (m(b)=OO"), :ive111.: A 
V=,___,.__ a Yif 

BD=· Df,"J + EIJB = --
2 

deci tliuaghiul ADB este isoscel, cu [AD) e [DBJ. 

D 

Metoda a I l-a . .Pl\JletUJ f; este mijlocul lui [CBI, deci [AE.J a [EB] (mediana corespunză
toare ipotenuzei). I11d. ADEB e ÂDEA. eld a~ tl'i:wtghirî stat dreptunghice·. Ji mai a& 
şi [Dbl comuni. Renlti ci [DA) = [DBJ, deci triunghiul DAB este un triunghi. isoscel. 

5.4P. Fie [O.X, [OY, [OZ trei semidrepte înspa.ţiuastfel.încitmă.sura. 
unghiului format de oricare pereche dintre ele este d.e 60°. 

a.) Demonstraţi că una. dintre a.ceste semidrepte se proiectează pe 
planul determinat de celelalte două. după bisecta.rea. lor. 
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1>) Fie A e [OZ, astfel incit OA = a şi fie .A.' proiecţia. lui 4 pe planul 
<XOY). Calculaţi distanţa, AA'. 

R. a) Fie A e [OZ, iar A' proiecţia lui A pe (XO Y). Notăm cu B şi respectiv C proicc
.ţla punctului A' pe [OX şi [OY. 

o 

Aplicăm teorema celor trei perpendiculare ; din 
dr.AA' .l..(OX Y), dr.A' B.l..dr.OXrezultă că dr.AB.l..dr.OX, 
deci triunghiul AOB este dreptunghic tn B. Asemănător, 
din dr.AA' ..L(XO Y), dr.A'C .l.. dr.O Y rezultă că dr.AC .l.. 
.l._dr.O Y, deci triunghiul AOC este dreptunghic ln C. Aceste 
triunghiuri slnt congruente căci au [OA) comună şi .,,,,....._ .,,,,....._ 
m(AOB) = m(AOC) = 60". Obţinem că [OB) = [OC] (1). 

Deasemenea, triunghiurile dreptunghice OBA' şi 
OCA' slnt congruente datorită relaţiei (1) şi faptului că 
(OA') este comună. Rezultă căi: A'OB = i: A'OC, deci 
[OA' este bisectoarea unghiului i: XO Y şi deci proiecţia 
lui A, care este A', aparţine acestei bisectoare. 

b) Din triunghiul OBA, dreptunghic ln B, cu 

" unghiul i: AOB de măsură 60" şi OA=a avem OB = -. 
2 

.,,,,....._ 
S-a demonstrat că [OA' este bisectoarea lui XO Y, deci m(BOA') = 30". tn triunghiul 

OB a 2 a 
dreptunghic BOA' avem cos 300 = -- de unde OA'= - • - = - . Aplicăm teorema 

OA' 2 Y3 Y3 
Iul PITAGORA tn,triunghiul dreptunghic AOA' şi obţinem: 

A'A = YoA• - A'OI = Va• - :• = a V : =ar;. 
5.7. Să. se determine locul geometric al punctelor din- spaţiu 

-care se proiectea.z§. într-un punct dat A pe o dreaptă dată d. 

R. Fie M1 şi M1 doui puncte ale loculul geometric. Cum : 
dr.M1A ..L d, dr.M1A .l.. d 

4l'ftlll: 
d .l.. (AM1 , AM1). 

Deci M se afli ln planul perpendicular in A pc dttapta d. 

5.8•. Se d§. unghiul xOy şi un punct M ce nu aparţine planului 
unghiului. Să, se ara.te că da.ci p_roil,cţia.lui M. pe planul unghiului apar
.ţine bisecto~rei a.cestuia, atunci punctuLM este egal depirta.t de laturile 
.u.nghiului a:Oy. 

o 

y 

-. 11.,Ae. N proiectta. lui M pe bisectoarea Ob a 
uagbiulul ·fl(Jz. 

Prin· N fie dr .. NA şi.dr.NBperpendiculare pe Oz, 
reapeetiv O,,. Atunci : 

NA =-Nll. 

[)(,oarece <'lr.MN..L(.iQll) şldr.NA.l..Oz,din teorema 
cellll" trei perpendiculare. avem : 

dr. M.4. J.. Qz. 
I.a fel. dl'oarec~ dr. MN .J.. (a:Ou) fi dr. BN ..L 011,, 

avem: 
dr. MB.l.. Or,. 

Deci A.fi D shlt prolecttue lui M pe laturile unghiu
lui. Avem şi MA= MB, deoarece triwighiurile- MNA şi 
MN B slnt congruente. 
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5.9M. Dreptele di şi ă2, perpendiculare şi concurente în .A., intersec
tează planul at în două puncte diferite. Unghiurile dintre aceste două,. 
drepte şi planul at au măsurile de 30° şi respectiv 45°. Să se calculeze
măsura unghiului dintre planul at şi planul determinat de d1 şi ă2• (Dis
tanţa, de la .A. la planul at este egală cu a). 

R, Fie M, N punctele de intersecţie dintre dreptele d1, d8 şi planul ot. Fie O piciorul. 
perpendicularei din A pe planul ot. Conform enunţului, AO = a. Fie apoi dr. A01 ..L dr. MN,. 
şi, de aici, conform reciprocei teoremei celor trei perpendiculare, rezultă dr. 001 ..L dr, MN. 
Determinăm măsura unghiului A010, care este 
unghiul dintre ot şi (d1 , d2), deoarece in 0 1 ln 
fiecare din cele două plane avem cite o perpendicu
lară pe dreapta de intersecţie a lor, dr. MN. Să 
considerăm triunghiurile AOM şi AON. Avem: 

şi: 

1 1 
AM= AO ·----=a• -- = 2a .,,,....., 

sin AMO sin 30" 

1 1 
AN= AO· ----=a· --- = a Vi .,,,....., 

sin ANO sin 45° 

.,,,....., 
Deoarece triunghiul AMN este dreptunghic (m(MAN)-= 90"), avem: 

MN = VAM1 + AN2 = V4a1 + 2a1 = a Vi. 
lnilţimea A01 a triunghiului AMN este dată de : 

AM·AN 

MN 

2aVs' 

3 

Putem determna acum măsura unghiului A010 din triunghiul A010. Aven11 

.,,,,....,, AO a Vif 
sin A020 ..: -- = tro = -- • 

A01 2ar3 2 

3 

~ unde ~zulti ni(AOjO) ,,;. 600. 

' 5.lOM. Un segment .A.B _:..:. 10· cm. ,face cu planul at un unghi de&. 
a) 45° b) 30'! · c) 60°. ' . ' . 

Aflaţi măsura proiecţiei segmentului .A.B pe planul at, în cele trei 
cazuri. 

R. Fie [A' B'] segmentul proiecţie şi fie d o paralelă prin A la dr. A' B'. Pe d se ia un punct 
P astfel tnclf AP = A'B'. . ·· 

Atunci, din triunghiul drepiunghic APB, unghiul i:; PAB este congruent cu un&biul. 
dintre AB şi plan. Avem: · · 

. . AP v-
a) cos 45° = -- , de unde AP = AB cos 4S° = 5 2 (cm). AB . 

b),AP = A.li cos 30° = sV:f (cm). .. . . ,•. ··• .... •• ,·· .' . 

c) AP,,;:: AB cos 60" ca;= 5 (cm). 
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5.11K. 'l.'riunghiul dreptunghic ABO (m(Â) = 90°) a.re ca.teta. AB 
'IÎilclusă în pia.nul ex. Proiecţia punctului O pe ex este O'. Să se demonstre
_ze că, triunghiul ABO' este dreptunghic. 

B. Deoarece dr. CC' .l..0t şi dr.CA .J... dr. AB din, reciproca teoremei celor trei perpendiculare 
~re&ultA cA dr.C'A .J... dr.AB, deci unghiul C'.4.B este drept. 

5.12". Triunghiul dreptunghic isoscel ABO (m(Â) = 90°)are la.tura. 
BO în planul ex ~i se proiectează pe acest plan după triunghiul A' RO . 

./°""'-,... 

:Ştiind că m(BA'C) = 120° şi că BC = a, să se afle: 
a) lungimea înălţimii A' D (D E dr. BO)a triunghiului BA'() în 

· funcţie de a ; · 
h) una din funcţiile trigonometrice ale unghiurilor formate de dr.AR 

aşi dr.AC cu planul ex. . 

R. Triunghiurile ABA' şi ACA' fiind congrul'nte (IC), A' B = A'C. 

A l>eci, cum triunghiul A' BC este isoscel: 

./°""'-.... ./°""'-.... 180" - 1200 
m(A'/JC) = m(A'GB) = - 2 = 30° 

A 

şi din triunghiul dreptunghic A' BD(D are mărura de90°), 

A'D 
tg30° = --

BD 

,·sau: 
a 1 ay:f 

A' D = RD · tg 300 = - · -- = - - . 
2 y:f 6 

b) Din triunghml ABA' avl·m : 

./°""'-.... BA' 
cos A BA' = ---.. · 

AB 

_Astfel, din triunghiu~ A' BD, avem : 

af3 
BA' = V BD2 + A'/)2 = --- ---. 3 

a 
, iar, din triunghiul ABC, AB = -·-, deci : 

j/2 . 

./°""'-.... a J/3 V2 J/6 
cosABA'= -- ·-=-, 

:1 a 3 

5.13K. Un trapez dreptlihghic ABCD(ABl!OD), m(Â) = 90", are 
·ba.za, ma.re .AB·mclusă. în ple,nul ex. Ştiind că AB = 5 cm, DO _ 2 cm, 
BO = 6 cm, şi că planul trapezului formează cu ex un unghi egal cu un

: ghiul să,u ascuţit, se cere : 
a) să se arate oă patrulaterul ABC'D' (O',D' - proiecţiile lui O şi 

.. D pe ex) este trapez dr~ptunghic ; 
b) să, se calculeze dimensiunile trapezului ABC' D'. 
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~ •. a) J;>eoarece dr, DCesţe pl!}'alelll. cu dreapţa AŞ~nplan,, avem dr, DCII dr. DiC', deci: 
. . . . . . . . . 

ABIID'C' 

adică A BC'D' este trapez. tn plus, deoarece dr. DD' .La., dr.AD .L dr. AB, din reciproca teore
mei ·celor trei perpendiculare, ··a veni' dr. D' A.Ldr. A B, deci trapezul este dreptunghic.' 

Deoarece dr.AD.Ldr.AB şi dr.l>' A.Ldr.AB, unghiul 
P'ADeste unghiul dintre planul bazei şi ABCD. lnsă: 

.,,,-...., .,,,-...., 
D'ADs ABC. 

Fje dr. CC'' .Ldr. AB. Atunci, cum tn ·triunghiul 
CC" B avem 2C" B == CB, . rezultă : 

.,,,-...., 
ID( C" BC) = 60" .,,,-...., 

deci m(D'AD} = 80". 

Din acest triunghi avem : 

CC" = AD = V 61 - 31 = 3 }'3 cm, 

Din triunghiul ADD', avem : 

3}'3 
AD' = AD cos 60" = -- cm. 

2 

Dar AD' = C'C" şi. triunghiul C'C" B, ae dă : 

C'B = V9+ :!!.._ = 3 ff cm. 
· 4 2 

iar D'C' a DC = 2 cm. 

5.14x. Un segment .AB .se proiectează pe un plan ex qupă .A' B' ~ 

Ştiind că .A' B' = ~ .AB, să se calculeze tangenta, unghiului forma.t de 
5 

segmentul .AB cu ex. 

R.rieprinAoparalellHadr. A'B' şi pe ea punctul P astfellncltAP=A'B'. Din triun
ghiul ABP, avem (Pedr.BB'}: 

,. 

„ BP 
tgBAP=-• 

AP 

Dar, tn triunghiul ABP (Pare măsura de 90"}: 

BP = Y AIJI - Api = AB8 - - AIJI = ·-.-. AB. V.. 9 ' 

25 ·5 

Deci: 

.,,..._ 4AB 5 4 
t.,IJBAP=-- •--=-. 

5. ~ All. .~ 
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5~~~---lJ :Q,.trL\lnghi ec:hilatera,l ~4.B .O cu la.tui:a.. cţe lu,ngime,6ţn1. se p_roiec
t<'a~ă pe µn,plan oe, ce conţin~ punctul ..4.., după, AR' O'. Se ştie că, i: B' A.O' 
-are Iiiă.sura. de 90°~'dr :·A.B şi dr. A.O fac cu ct·unghiuri congrue:Iite·şi cit'sîfit'd,r 
~~-~~-liii parte a 1,q.,t,oe,.,Să. se ca.ţcule.ze -IQ.ăS1;1~ u:Q.ghiuJu,i fpr~_a.ţ., d~. 
dr. A.B şi dr. A.O cu oe. ··· 

R. Se observă că triunghiurile A.BB' şi ACQ' slnt congruente deoarece : 

B ............................ " " AB = AC; BAB' = CAC'; B' = C'. 

Deci: 
I . 

AB' = AC'; BB' = CC'. 

C1;1m BB' = CC', ave~. Bq =:= .BF,1 deci: 

B'C' = 6 cm. 

Triunghiul AB'C', fiind dreptunghic 
isoscel, avem : 

·s 2B'A1 = B'C,t 
'· 

de u»de B'A = .Sf2em. 

Deci, din triunghiul ABB', avem : 

.............. AB' 3°V2 °V2 
cos BAB'=--= --=-, 

AB 6 2 

.............. .............. 
deci BAB' şi CAC' slnt unghiuri congruente cu măsura de 45°." 

5.16M. Două oblice, care au un pmict comun ce nu aparţine unui plan, 
au lungimile de 20 cm şi 16 cin. Proiecţia pe plan a primei oblice are lungimea. 
de 15 cm. Să se afle lungimea proiecţiei celei de-a dou.a .. oblice .. 

R. Folsind notaţiile din figură, avem drAA' J.. ci, AB = 20 cm, AC= 16 cm. 

Din triunghiul AA' B (m(Â')= 90" )avem : 

AA' =J AB2 - A'B2 = 5 ff. 
Din triunghiul AA'C, avem : 

B A'C = V AC2 - AA8 = 9 cm. 

5.1711.. Triunghiul ABO se proiectează pe planul oe, care conţine 
dr. BO, după, triunghiul .A..' BO. Ştiind că : i: BA'O are măsura de 70°; 
i: A.BO are măsura de 45°, i: BA.O are măsura de 75° şi că înălţimea .A.D 

a triunghiului ABC, (De BO) a.re lungimea a, să se calculeze: 
a) lungimile segmentelor BD şi DO în funcţie de a ; 
b) înălţimea corespunzătoare laturii BO a triunghiului BA'O; 
c) cosinusurile unghiuriJor forma.te de dr.A.B şi dr.A.O cu planul oe. 
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,. /",... 
R. a) Cum ln triunghiul ABD,avem m(D)=OO" şi m(ABD) =45", atunci triunghiul l'ste· 

dreptunghic isoscel şi deci BD = AD = a, A.B = a V:f. şi ~ are măsura de 45". DeCJ, ~ 
/"... AD 

are mAsura de 30" şi ln triunghiul AJJC, cos DAC = -- , de unde: 
AC 

AD 2aV:f 
:AC - ----···· = --

cos 30" a 
şi~-= 

AC a V:f 
DC=------. 

2 3 

b) Din teorema înălţimii ln triunghiul B.4.'C, avem : 

aV;i a•V:f 
A'D2 = BD· DC= a·----=--. 

3 3 

c) Va trebui să calcuh'im lungimile laturilor A' B şi A'C. 
Astfel, tn triunghiul A' BC, teorema catetei referitor la [A' B], ne dă: 

a2(3 + V3> 
A.' B8 = BD· BC = ---'--'- • 

3 

J,n fel: 

A 'C2 = DC · BC; A 'C = ~ V 3 + 3 V3. 
3 

Deci, ln triunghiul ABA' : 

/"... A' B v3 + Vs 
cos ABA' = -AB = --6- • 

tn triunghiul ACA', avem : 

/"... A'C 1 y--
eos ACA' = -- = - 1 + }'3. 

AC 2 

5.18.ro. Trei plane Q, 9' şi 9' se intersectează. după. aeeeaşi dreaptă, 
d, astfel incit diedrul format de planele 9' şi Q este de 60°, ia.r diedrul 
format de planele 9' şi 9' este de 45°. în pia.nul 9' se ie. punctul M situat 
la distanţa MN = 10 cm de muchia diedrelor. Din punctul M se due 
perpendicularele MA şi MB pe planele Q, respectiv 9'. Prelungirea. per
pendicularei MA intersectează pla.nul 9' în C ia.r prelungirea. perpendi
cula.rei MB intersectează. pia.nul Q în punctul D. Arăta.ţi că.: 

a) punctele B, N si C respectiv A, N şi D sînt coliniare; 
b) patrulaterele cu vîrfurile în M, B, N, A, respectiv B, D, O, A, sînt 

inscriptibile. 
Afla.ţi raportul ariilor triunghiurilor ADM şi BOM. 

R. a) Perpendicularele· MA şi MB formează un plan care intersectează planul Ol dup• 
dreapta AND iar planul g după dreapta BNC. 
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b)tn patrulaterul cu vîrfurile tn M,B,N,A. suma 
măsurilor unghiurilor cu vlrfurilc in .A şi B este 180°. 
deci patrulaterul este inscriptibil. 

Triunghiurile DAC şi DBC stnt triunghiuri drep
tunghice, avind aceeaşi ipote1,uză [DC), deci şipatrulate
rul BDCA este inscriptibil. 

NB 
ln triunghiul DBN avem sin 15° = --, iar tn tri• 

DN 
AM 

unghiul DMA avem sin 15° = --, de unde obţinem 5}'2. m•,1 
(DB + 5 V2°) = 5 }'3 DN, deci BD = 5 · (2 'V2 -1- Vii) si 

DN= 10 (V3 + 1) şi atunti AD = 5 · (2 f;i" + 3). 

. 75(2 + J'3) 
Aria triunghiului ADM este atunci ---- . La fel, in triunghiul CNA avem 

2 

AN 
-sin15° = -- şi ln triunghiul CBM, 

NC 

BM 
sin15° = --, 

CM 

-de unde 
5 5v'2 

--= 
NC CA+ 5l{3 

-Obţinem: 

CA = 5(}'3 + 2) cm, NC = 5 }'2(}'3 + 1) cm şi RC = 5 }'2(J'3 + 2) cm 

Âria triunghiului BMC este atunci 25(V3 + 2) cm2, iar raport;,! ariilor este: 

MDAM 3 
#BM-;; = 2-. 

5.19.M,PO. Un triunghi dreptunghic ABC ( ,of:: A are măsura 90°) cu'AB= 
= 6 cm, AC= 8 cm, se proiectează pe un plan a: după A'B'C'. Ştiind 

cl, aria triunghiului A'B'C' este de 12 cm 2, să se afle unghiul plan al 
diedrului format de a: cu planul triunghiului. 

R, Între aria unui triunghi ABC şi aria triunghiului de proiecţie A' B'C' există relaţ·1a: 

·g A 1 B 1C1 

cosx= ---
gABC 

,md! x este măsura unghiului diedru dintre planul triunghiului şi planul de proiecţie. 

l)ar, 

AB.AC 
g ABC = --2- = 24 (cmZ). 

Deci: 

12 1 
eos:r:=-=-

24 2 

.sau:,;= 600. 

5.toM,PO. Un trapez dreptunghic, cu bazele de 2 cm şi (2 + 3V'3) 
,cm, are latura oblică de 6 cm. Se proiectează acest .trapez pe un plan. 
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Acest plan face cu planul trapezului un unghi cit unghiul ascuţit al tra.pe
Z'Jlui. Să, se afle aria proiecţiei trapezului. 

B. Aria proiecţiei se va afla cu formula: 

cos 0t = 
Aria trapez proiecţie 

Aria trapez 

cu 0t unghiul diedru dintre planul trapezului şi planul de proiecţie. Fie ABCD trapezul dal 
Fie E proiecţia lui B pe dr.DC. Atunci, înălţimea [BEJ are lungimea dată de: 

BE = Vnc2 - EC2 = V36 - 27 = 3 (cm). 
Deci: 

(AB+ DC)· BE 3(4+ 3 }'3) 
9' ABCD = --- =-----cm•. 

2 2 

Cum unghiul oe: este congruent cu unghiul C al trapezului, avem : 

.,,,......._ BE 1 
sin BCE= --=-

BC, 2 

deci: 
.,,,......._ 

m(ot) = m(BCE) = 30°. 
Deci: 

s<4Va+D> 
9',,apu proiecti• = 9' ABCD. cos ot = 4 (cm)8. 

5.ttM,PO. Triunghiul ABC se „îndoaie" de-a lungulliniei mijlocii [MN] 
(M edr.AB, Ne dr.A.O), astfel încît planul triunghiului AMN şi cel al trape
zului M NO B să formeze un diedru drept. 

a) Să se determine unghiul plan al diedrului format de planul tra
pezului MNOB şi cel determinat de punctele A, B, O. 

b) Notînd cu .9"aria triunghiului iniţial ABO, să, se determine, în 
funcţie de .9", aria noului triunghi obţinut după „îndoire". 

R. a)Fie dr.AE ..1... dr,MN. Cum (AMN)..L(MNCB), atund dr.AE ..1... (MNCB). Fieapot. 
dr.EF ..1... dr.BC. Din teorema celor trei perpendiculare, dr .• -lF ..1... dr.BC, deci: 

~ 
i: (ABC, MNBC) = AFE. 

Fie ln continuare dr. MG ..1... dr. BC. Atunci triunghiurile AEM şi MGB slnt congruente„ 
(AM) a (MB) ; i: AME = i: M BG), deci : 

Cum, tnsă (MG) a (EF), avem : 

(AE} a (EF) 

(AE) = (MG) 

Deci triunghiul AEF este dreptunghic iso~cel 'fJ. c 

~ 
m (AFE) = 45°. 

b) Avem relaţia: 
.,,,......._ 9'1 

cos AFE = ---
9' 



unde 9'1 este aria proiecţiei triunghiului după lndoire iar 9'8 este aria triunghiului după 
,,lndoire". Avem: 

fl'1 g. V2 
---=--· 

,-.. 2 
cos AEF 

5.22M,Po. Un trapez isoi;cel are baza mică şi laturile oblice egale fie
care cu 2a, iar unghiurile a.seu ţite cu măsura de 60° Să se calculeze aria proiec
ţiei acestui trapez pe un plan care face cu planul trapezului un unghi
congruent cu unghiul ascuţit al diagonalelor. 

R. Notăm cu ABCD trapezul dat, iar cu O intersecţia diagonalc·lor. Cum unghiurile 
,-.. ,-.. 
DAB şi ABC stnt congruente,avcm : 

,-.. ,-.. 
m(ABC) = m(DAB) = 1.iu•. 

ln plus, cum triunghiul ABC este isoscel, avem : 

,-.. ,-.. 
m(BAC) = m(BCA) = 30-

,-... o 
deci, m(OCD) = 30 . 

Din triunghiul ADB, isoscel, avem : 

,-.. ,-.. 
m(ABD) = m(ABD) = 30" 

,-.. 
deci m(ODC) = 300. 

Astfel, unghiul COD are măsura de 120", de unde: 

,-.. 
m(BOC) = 180° - 120° = 60". 

Vom calcula acum aria trapezului ABCD. Înălţimea BE a trapezului o Tom găsi din 

BC " triunghiul dreptunghic BEC (dr. BE .l.. dr. DC). Cum EC = -- (Care măsura de 60°), avem r 
2 

BE = 11 BC8 - EC8 = a V3. 
DC= AB + 2EC = 4a. 

Deci: 

BE(AB+ DC) 
g .ilBCD == --- = 3 a8 }'J. 

2 

Aria proiecţiei este dată de : 
fi'' = g .ilBCD COS a: 

,-.. 
unde a: este BOC (a: fiind unghiul dintre cele 2 plane). Avem : 

3a1 }'3 
g, = 3a2 l'scos 600 = --- . 

2 

5.23 11,M. Fie A, J;J, O, D, patru puncte necopla.nare. Printr-un punct 
M de pe segmentul AB se duce un plan ţ,t paralel cu ( A O) şi (BD). Acest. 
plan intersectează pe {BO) în Q, pe (OD) în P şi pe (AD) în N. 
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a) Să se arate că patrulaterul 1ll N PQ este paralelogram. 
b) În cazul AM = a: cm, .A.B = 5 cm, AO =--= 12 cm şi BIJ = 

7 cm, să se calculeze în funcţie de x, perimetrul patrulaterului MNPQ. 

R, a) Deoarece planul ot este paralel cu dr.AC, orice plan care conţine dr. AC inter• 
sectează pe ot după o dreaptă paralelă cu dr·AC. Astfel, cum (ABC) n ot = dr.MQ şi (ADC)n 
[l ot = dr.NP, rezultă dr.MQII dr.AC şi dr.NPII dr.AC, deci dr.MQII dr.I\° P. 

La fel, cum dr.BD este paralelă cu ot, orice plan ce conţine dr.BD şi intersectează 
planul ac, tl intersectează după o dreaptă paralelă cu dr.BD. Astfel.cum (ABD) n ot = dr.MN 
(BCD) n ot = dr.QP, rezultă dr.MNII dr.BD şi dr.QPII dr.BD, deci dr.MNII dr.QP. De aici 
rezultă că MNQP este paralelogram. 

b) Deoarece MQII AC, triunghiurile ABC şi BMQ alnt •1emenP1t., 4"1: 

de unde, lnlocuind, avem 1 

12(5 - :,;) 
de unde MQ = ----. 

5 

MQ BM 

AC AB 

.MQ 5 - :,; 

12 ă 

Analog, cum dr.MNUdrBD, triunghiurile A.BD 91 .A.MN '1nt asemenea, de.ci, scriem 
proporţionalitatea laturilor: 

MN AM 
--,:a--

BD AB 

de unde, lnlocuind: 

7 5 

7:re 
ţi obţinem MN = - . 

5 

Perimetrul paralelogramului MN PQ este atunci : 



tŞ6. PRISlHA 

6.1• O prif1mă hexagonală. regula.tă dn~ptă a.re toote muchiile 
de lungime 2 cm (şi muchiile de la. ba.ză şi muchii.J.e.laterale). Săi se cal
culeze aria laterală.. 

R. Feţele laterale ale prismei slnt pătrate congruente deoarece toate muchiile prismei 
slnt congruente. Atunci aria laterală a prismei este: 

.sie = 6/2 = 6 · 4cm2 = 24 (cm8) 

unde cu / am notat latura prismei. 

6.~M. Pie ABODA.' B'O'D' un pal"a.lelipipecl. Să se ara.te că mijloa
cele muchiilor [A..A'], [A' B'], [B'C'], [O'C], [CD] şi [DA.] sînt coplanare 
şi formează un hexagon cu laturile opuse paralele şi congruente. 

II • .Fie M, N, P, Q, R, S mijloacele muchiilor 
considerate ln enunţ. Să considerăm, ln continuare, 
planul 1t determinat de punctele M, N, P. 

Intersecţiile dintre 1: şi feţele ABCD şi A' B'C' D' 
slnt două drepte paralele. Fie dr. NP=rr n(A' B'C'D'). 
Notăm cuOintersecţiadintre dr.NPşi dr.A'D'. Evident, 
Oe rr. Dar OE dr.A'D', deci Oe (ADA'D'), şi rr n 
n(ADA'D')=dr.OM. Să punem {T}=dr.OM n dr.AD 
şi vom arăta că T = S, mijlocul lui [.4D). 

lntr-adevăr, din congruenţa triunghiurilor B' N l' 
şi .A.'NO se obţine: 

A'O = PB' = B'C': 2. 

Apoi, din congruenţa triunghiurilor OA'M şi 
ATM, se obţine: 

AT= OA'= B'C':2. 

deci T = S. 

Paralela prin S la dr.NP intersectează dr. DC ln R, mijlocul lui [DC). 

Planul rr intersectează feţele DCC'D' şi ABB'.-1' după dreptele paralele RQ şi MN. 

lnseamnă că punctele S, Q, R slnt conţinute ln rr, deci M, N, P, S, Q, R slnt co-
planare. 

Să arătăm că laturile opuse slnt congruente. De exemplu, ln triunghiul A'AB', [MNJ 
eate linie mijlocie, adică MN = AB' :2, iar in triunghiul CDC', [RQ] este linie mijlocie, RQ = 
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C'D = - 2-. Cull\ însă [C'D)şi [AB)'slntparaMl:'Şi congruente rezultă (RQ)e(MN) şi dr. RQII 

ilr.!II.V Analog se arată pentru cell-lalte perechi tle laturi. 

6.:J )I. Fie ABODA'B'O'D' u11 paraldipiped dreptunghic. Fie N 
mij!o:!ul lui [AB], Pal lui [.BC], Mal lui [A'D'], R a.l lui [D'O']. Să se 
a.rate că: __ .,. 
. a) [Jill] ~i [.N P] sînt congruente şi dr. JJfRIJ dr. Ni>; 

b) dr. M N şi dr. RP sînt para.lele ; -~ ·~ 
c) dr.M.Y şi dr.NP sînt perpendicula.re <,;,, ABOD este pătrat; 

.. d) Patrulaterul MRPN este u~ drept~nghi a cărui arie se cere, ştiind 
că __ ,AB = 10 cm, AD = 8 cm, AA = 12 cm. · 

R. a) ln triunghiul ABC, (NP) este" linie mij~ 
locie, dr.NPJI dr.,\G şi NP = AC/2. 

fo triunghiul A'D'C', (MR) este linie mijlocie, 

A'C' 
dr.MRIJdr.A'C', MR= ---.Dar dr.AGII dr.A'C' şi 

2 

(AC)= (A'C'). deci d~. NP li dr.MR şi (NPf = (MR), 
adică patrulakrul MNPR este paralelogram. 

b) awm dr.M:VII dr.RP deoarece MNPR este 
paralelogram. 

c) Avem dr.!IJN.Ldr. NP, - dr. QN.L dr. NP 
(Q mijlocul lui [1\D]) echivalent cu faptul că diagona
Me dreptunghiului ABCD slnt perpendiculare. 

6.4M. Fie ABODA'B'C'D' un paralelipiped şi O punctul de inter
"Secţie al dreptelor AO' şi A'O. Fie rt un plan oarecare, care nu intersec
tează paralelipipedul şi dr;AA1 11dr.BB1 Udr.001 11dr.DD1 lldr.A'A~ Udr.B' B; li 
<kC'c; 11d,r.001 drţpte, paralele care interseetrază oi:îi:I.A17 B17 01,D17 A~, B~, 
C~, D~, O~. Să se calculeze AA1 +BB1 +oe, +DD1 +A' A~ +B; B~ +· O'O~ + 
+ D'D; în funcţ.ie de segmentul 001 cu 001 = m. 

n: Princtul O este punctul de intersecţie a tuturor diagonalelor paralellpiped~lui. în 
plus, ii.ceste diagonale se intersectează in părţi· congruente in o; Atunci, ln trapezele .4.AjC; C', 
BB1D'D;, DD1B' B;, A'.A;c·1~. [010) este linie mijlocie, deci-: 

-AA1 + C~C' BB1 + D1D; DD1 + B' B; 
m=001=---2--= 2 = 2 = 

,de unde: 

A'A' + C'C 1 . 

2 

6.5M. Fie ABODA' B'O'D' un paralelipiped. Prin punctul O de 
intersecţie al dreptelor AO' şi A'O ducem un pla.n oarecare oi:. Să se 
demonstreze că suma. distanţelor vîrfurilor unei baze la, pla.nul rt este 
-egală cu suma, distanţelor vîrfurilor celeilalte baze la, ex. 

448 



R, Vom ţine cont ln rezolvarea problemei de faptul cli, daci un plan conţine 
mijlocul unui segment, atunci capetele segmentului slnt egal depllrtate de plan. 

Punctul O este punctul de intersecţie al • 
diagonalelor pe care le lmparteln pllrţi congruente. ~--------C 
Astfel, cum planul ot conţine pe O, se obţine : 

(AO) a (OC'), deci d(A, ot) = d(C', ex); 

(BO) a (OD'), deci d(D, ot) = d(D', ex); 

(CO) a (OA'), deci d(C, ex) = d(A', ot); 

(DO) a (OB'), deci d(D, ex) = d(B', ot). 

Adunlnd egalitllţile Intre distanţe ob-
ţinem: 

d(A, ex)+ d(B, ex)+ d(C, ex) + d(D, ex)= 
=d(A', ot) + d(B', ot) + d(C', ex)+ d(D', ex). 

Prin d(A,ex) s-a notat dista\1ta de la punctul A la planul ot. 

6.Gu. Un paralelipiped dreptunghic ABOD A' B'O'D' are dimensiu„ 
nile AB = 3 cm, BO = 4 cm şi AA' = 12 cm. Să se calculeze : 

a.) lungimea. diagonalei sa.le; 
b) distanţa. de la, punctul O Ia. dreapta. AC'. 

R, a) Diagonala [AC'] are lungimea calculatll din formula: 

AC'2 = AB9 + BCB + CC„ 

. t' 0-------,... ,, 
sau: 

AC,. = (32 + 42 + 122) = 169 cm•, 

I I de unde AC' = 13 cm. 
I I 

M l I 
,- I _;_:,~c 

e b) Fie M piciorul perpendicularei din C pe dr • .AC', ln tri
unghiul dreptunghic ACC' (Care mllsura de 90"), lnlllţimea Ma 
are lungimea : 

.,. 
I .,. ' 

I ,,,,,,,,, ' .,. ' 
8 

AC· CC' 
CM=---

.AC' 

Din triunghiul dreptunghic A ne : 
AC= VA.82+ BC.:2 cm= 5 cm 

de unde: 

5 · 12 60 
CM= --cm=-cm. 

13 13 

C.7K, Un paralelipiped drept ABODA' B' O' D' are baza, .ABOD un 
romb cu la.tura. de 8 cm şi unghiul i: A de măsură 120°. Ştiind că muchia 
la,terală, a. paralelipipedului este de lungime 6 cm, să, se calculeze : 

a.) aria. laterală a paralelipipedului; 
b) lungimea segmentelor [A'O] şi [BD']. 

IL a) Aria laterală este dată de : 

.st,= 4JJIA.BB'A' = 4• AB• AA' = 4• 8• 6cm1 = 192 cm1• 
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ti I ' ,. .... 1, ,, I I ..... , 
I I ,, 

Î I , -.. ' 

C¼.---- :::: , ... . -- a , ~ ... --, -- _. ' 

b) Yom calcula mai intîilungimcadiagonalclor(AC)şi (HL> 
/'-... 

ale rombului. Să observăm că în rombul A, BCD, A HC a·· :hura 
/'-... ..,,,,......... 

de 60° deci, cum BAC = BCA., triunghiul ABC !'ste echilateral 
de unde AC= AB = 8 cm. Diagonala BD are lungimea BD= 
= 20 cm, căci (DO) = (O B); cum [OB] este înălţime in triunghiu) 

8 l,'3 
rehilatrral .4. RC, OB = -- . Deci BD = 8l,'3 cm. 

2 

fn triunghiul drl'ptunghic A' AC (Â are măsura de 90°), 

.l.'C cec Yc.1 2 + AA'2 = V62 + 82 = 10 (cm) 

"" iar tn triunghiul drt;>ptunghic D'/J/J (/J arl' n :hura de 900), 

BD'= V lil,~ -ţ- J/lJ" =- f 1;12 + :,6 = V228 = 2l'57 (cm). 

6.8M. Un cub are muchia de lungime a. Să se afle distantele de la,. 
vîrfurile sale la o diagonală. · 

R. Fie ABCDA'B'C'D' cubul considerat şi fie diagonala AC' faţă de care vom calcula 
distantele de la vîrfuri. Să calculăm mai intli distanţa de la B la dr AC', d(B,dr.-\.C'). Observăm 
că d(B, dr.AC')=d(D, dr.-1.C'). Cum dr.CC' .l.(ABCD) şidr.BC..LAB. atunci dr.C' B_Ldr.AB, adică· 
triunghiul ABC' este dreptunghic. Dacă AB = a,atunci BC' = aV2 şi AC'= aV:I Se obline; 

AB · BC' a2 V:f a]{rf 
d(B,dr.-lC') = ---- = - -· = --

AC' al,'3 3 

Să calrulăm, ln continunre, d(C, dr AC'). 1n triunghiul drl'plunghic ACC', în care AC= 

= aV2. calculăm d(C, dr AC') tot cu teorema înălţimii. Avem: 

AC· CC' a Vif 
d(C, A.C') = ---- = --• 

AC' 3 · 

Analog se obţine distanţa ele la fiecare clin punctele A', D' la dr.4.C', care va fi tot a]/if • 
:1 

1n plus, perpendicularele din vîrfurile cubului (evident, distanţele de la A şi C' la cir.Aer 
11înt zero) pc dr. AC' sînt concurente in acelaşi punct.· 

6.9?1• Un paralelipiped drept are laturile bazei în lungime de 6 cm 
şi 10 cm şi unghiul dintre ele de mfLsură 6U0

• Ştiind că înălţimea. 
paralelipipedului este in lungime de 12 cm, să se afle aria. sa totală. 

R. Aria bazei se calculează cu relaţia : 

Sbază = 11 • 12 sin oc 

unde /1 , 12 sint lungimile laturilor bazei. I 1 = 6 cm, /2 = 10 cm, şi oc măsur.1 unghiului dintre
ele, oc = 60°. Deci : 

S1.,,,zi : 0 G · 10 · ~in 60° = :wy:f (cm2). 

Aria laterală este (!alit de : 
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•mdt' S11 l'ste nria kţci mărginită de latura 11 şi muchiile 1.aterale, SJ1 aria feţei mărginit! 
,ele la tura 11• Deci : 

A1 = 211 • t, + 2/2 • h 

onde II este măsura lnălUmci paralelipipedului, h = 12 cm. tnlocuind şi efectulnd, se 
ebţine A1 = 284 cm2• Atunci aria totală este: 

A1 = A1 + 2Sba:ă = (384 + 30(:ij cm3• 

6.toM. Să, se drmonstreze că într-un cub A BOD A' B'O'D' perpen
diculara din D pe diagonala A.O' o intersectează pc aceasta într-un punct.Q, 

f • • A() 1 
.aste mc1t -- = -· 

AC' 3 

R. Deoarece dr.AD...Ldr.DCşi dr.AD...Ldr.DD', rezultă dr.AD...L(DCC'D'), dcci,ln particular 
dr.AD..Ldr.DC' şi tn triunghiul dreptunghic ADC' (Dare măsura de90°) aplicăm teorema catetei: 

AD2 = AQ· AC' 
de unde 1 

Dar AC'= AD J,'s. 

AD3 

AQ=--• 
AC' 

Ho.portul cerut ln enunţ se S('ric s1:ccrsiv : 

AD2 

AQ 
---= 

AC' ~~: = (-1r~ r = ( A:~3 r= ~. 
Obsemn(ie. Probll·mn r~tc iml'dintă, ţinhid cont că lntr-un triunghi dreptunghic, raportij 

,pătralclot t·atell'lor t·stc egal c:u raportul proiecţiilor lor, de unde, ln triuughiul ADC': 

AQ AD2 t 
QC' - DC'2 = 2 ' 

df' uncie: 

AQ 
--=-----

AQ 1 1 
=---=-· 

AC' QC'+ AQ 2+ 1 3 

6.1P'. Fie ABODA'B'O'D' un pa.
mh~lipipP.d dreptunghic cu AB . 9 cm, 
AD= 15 em şi AA' = 20 cm. Se cere 
cli~ta.nţadela B' la diagonala AD'. 

o' I 
z--------.. C 

ll. Construcţia perpendicularei din B' pe AD' 
"a ri·zulta apliclnd teorema celor trei perpendiculare. 
:\6tfel, dr.B'A'...L(ADD'A') şi fiec!r.A'M.l.dr.AD'. 
,\luucl dr.B'M..Ldr.AD'. 

Diagonala AD' este ipotenuză tn triunghiul 
.. 1JJD' şi arc lunginll'a : 

,1 
I I 

I I I 
A f-.:.~-.L..~L---_-___ -_-.. ...,,,,,I' 

,'M: 
I •· 

' : 
I 1---------

1 , D I/ . , 
.I.D' = v.-11.1• + 1)'1)" = }'225 + 400=25 (cm). A 
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h triunghiul dreptunghic A'D'A, lnălţimea A'Af are lungimea: 

A'D'• AA' il.5• 20 
A'M = ----- = -- = 12 (cm). 

AD' 25 

Deci, din triunghiul dreptunghic B'MA' (A' are măsura de 90°): 

B'M = Y A'B'1 + A'M1 = Ys1 + 144 = 15 cm. 

G.12. Un pa.ralelipiped ABODA'B'O'D' a.re baza .A.BOD un pătrat. 
Muchiile la.tera.le formează cu planul ba.zei unghiuri de măslll'ă 30°, iar pla
nele .AA 'B' şi DD' O' sînt perpendicula.re pe planul ba.zei. Ounoscînd că,. 
AB = 4 cm şi AA' = 6 cm, să, se calculeze a.ria. totală a paralelipiped«lui. 

. R. Deoarece ADD' A' este paralelogram şi DA..LAA' atunci ADD' A' este dreptunght 
li deci BCC' B' este tot dreptunghi, de unde : 

IADD'.4' = AA' • AD = 24 (cm2). 

Fle dr.A'M .l dr .AB, şi considcrind triunghiul dreptunghic A' AM (Mare măsura de ilfr)., 

AA' 
A'M=--= 3 (cm) şi deci, IABB'.4' = AB· A'M = 12 (cm2). Atunci: 

2 

At = 21.4BCD + 21ABB'A' + 2SADD'A' = 104 (cm1). 

G.13". Într-un paralelipiped dreptunghic ABOD.A' B'O'D', cu ba.za. 
.ABODunpătra.t, înălţimea.a.re lungimea de3 cm, iar dreptunghiul .ABB'.Ar 
are aria. de 21. cm2• Sit se a.fle dimensiunile pa.ra.lelipipedului. 

R. Aria dreptunghiului ABB'A' are expresia: 

S.4BB'A' = AB· AA'. 

Cum, SABB'.A' = 21 cm2, AA' = 3 cm, atunci AB = 7 cm. 
Cum ABCD este pătrat,_ AB = BC = 7 cm. 

G.t,P:. Se dă un paralelipiped drept cu ba.za un romb, în ca.re se
cunosc : înălţimea. h a paralelipipedului, la.tura a a. rombului, precum şi 
un unghi ascuţit 8, al rombului. Să se calculeze, în funcţie de a. h ai 
diagonalele pa.ra.lelipipedului. ' ' 

R. Vom calcula mai lntli lungimea diagonalei AC' a paralepfpedului care este congruen
t! cu A'C. Astfel, ln triunghiul dreptunghic A'AC (Âare 90"), avem: 

A·c = YAc• + A'A1• 

8 O 
Dar, AC=20A unde OA=a•cos-deci: AC=2•acos-. 

2 2 

De aici; 
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Diagonala BD' o vom calcula din triunghiul dreptunghic BDD' (D are misura de 90") l 

BD'= VBn•+ D'D8• 

8 8 
Avem, BD=2-0B. Cum OB = a sin - , rezultă BD = 2a sin - • 

2 2 

Rezultă: 

BIY = V 4a2 sin2 + + /12. 

6.151[. Fie .ABODA'B'O'D' un paralelipiped dreptunghic. Ştiino. 
că .A.BOD este un pătrat cu diagonala de 10 cm, A.A' = 24 om şi M 
este centrul feţei BB'O'O, se oeredistanţadela punctul M la diagonala 
.AO a bazei. 

o' 

-,.·~___,.,__ ____ -4. 

I 
I 
I 
I 

A 

Ok------, ', o _. ... 
, "..>-""" , ---- ', , __ .,,,,,.-- "':' ..... 

B 

B. Fie N piciorul perpendicularei din M pe dr. BC 
Triunghiul BMC este isoscel (MB)= (MC) şi <--um 
dr, MN .L dr. BC, rezultă (BN) = (NC). De asemenea, 
(BM)a(MC'), deci (MN) este linie mijlocie ln triunghiul 
BCC', de unde I 

CC' 
MN=-- = 12 cm. 

2 

Cum ABCD este pătrat, dr. AC_!_dr. BD. Fie tn con
tinuare, dr. MP ..L dr. AC. Cum dr. MN ..L (ABCD) 
(dr.MN _!_dr.BCşidr. MNc BCC'B'),rezultă, conform 
reciprocei teoremei celor trei perpendiculare, dr. N P ..L 
..L dr. AC. 
Deci, dr. N P li dr. BD şi ln triunghiul BOC, (N P) este lin.ie 
mijlocie: · 

OB 
NP= --= 5 (cm). 

2 

Conslderlnd triunghiul dreptunghic MN P, ipotenuza M P are lungimea 1 

MP = VMN8 + N~ = 13 cm . . 
6.tG•. Un pa.ra.lelipiped dreptunghic are dimensiunile proporţio

nale cu numerele 2, 3, 5. Ştiind că diagonala pa.ralelipipedului are lungimea. 
~v3s cm, să. se a.fle dimensiunile paralelipipedului. 

R. Notlnd cu L, I, h dimensiunile paralelipipedului, avem relaţia 1 

I L h 

ethivalentA cu: 

P L1 h1 L1 + /I+ ~ 
7=9=25= 4+9+25 



tlar: 

L2 + /Z + 111 = dl 

unde d este diagonala paralelipipedului, d ·= 2V3b, Deci: 

h3 4 · 38 
·-- '·-' ··-··· .. ~-~ 4 

4 9 '.?5 38 

de undt 1 

l = 4 cm, I, = 6 cm ; li = 10 cm. 

. . 6.17M. Pe planul triunghiului dreptunghic isoscel ABC (( AB) = ( AO) 
şi AB :c= a) considerăm perpendiculara, AA' = a. Din .A' fie un segment 
A'D = aY-2, perpendicular pe dr .AA'. Dacă dr. BD este perpendiculara 
pe A.B şi dacă D este de aceeaşi parte a planului AA' B ca şi C, a ·unei 
triunghiul DBO este echilatnal. 

O U. Fie dr. DD'.l...(AIJC), atunci dr. DD' este prrpCRdi, 
culară pe orice dreaptă din plan. în J>lus, dr. DD' li dr. AA' 
ca perpendiculare pc acelaşi piau. 

Din dr. DD' 11 dr. AA' şi dr. AD' li dr, .4.' D avem : 

Di>1 triunghiul ABC avem: 

BC = Va•+ u• = aJ/2. 
Cum dr. DD'.l...(ABC) şi dr. BD..l...dr. AB, avem dr. D' B..l...dr. AB şi deci, ln triunghiul dreptun
ghic ABD', avem: 

BD'= V,tD'2 - AB2 = a. 

Deci (AC)= (BD') şi cum dr. BD'II dr .• .\C, patrulaterul ABD'C este un paralelogram cu 
un unghi Â cu măsura de 90°, deci este pătrat ((AC)= (A B) conform ipotezei). Astfel (AD')= ( BC). 
Vom calcula, din triunghiurile dreptunghice BD'D şi CD'D, lungimile ipotenuzelor BD şi CD. 
Găsim: , 

BD= CD= aV2° 
Cum BC = a~ rezultă că triunghiul BCD este echilateral. 

G.18ru:. O prismă dreaptă are ca bază un triunghi echilateral cu latura 
de lungime 6 cm. Ştiind că aria laterală a prismei es.ţe de 288 cm21 să, 
se afle volumul prismei. 

R. Fie ABCţ'B'C' prisma dată in care 

J/11 = JilABB'A' + JilACC'A' + dBB'C'C = AB · AA' + AC· CC'+ BC · BB'. 

Cum: 

AB = AC = BC = 6 cm 

rezulll 1 

288 cm2 = 811 = 6 • ::r i 
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unde: / 

AA' = BB' = CC' = li. 

De aici, se obţine h = 16 cm. 
Volumul prismei este dat de: 

36'V3·16 
'f"ABCA'B'C' = JJIABC • h = ----

4 
144 '(:f (cm8). 

6.IS-. O prhună are baza un paralelogram cu dimensiunile de 6 cm 
şi 8 cm şi unghiul ascuţit cu măsura de 60°. Ştiind că înălţimea prismei 
are lungimea. de 10 cm, să se afle volumul prismei. 

R. Notlnd cu L, respectiv, l, lungimile laturilor paraleiog7amului, aria bazei este dată de : 

}13 
J/11,,,.11 = L · l sin 600 = 8 • 6 • - = 24f3. 

2 

Oe aici, volumul prismei este : 

1" = .si1,a,d • h = 24'V3· 10 = 240}'3 (cm3). 

6.1011:. O prismă hexagonală dreaptă are aria totală de 224V3 m1 

şi cea la.terală de 200V:; m 2• Să se calculeze volumul prismei. 

R. Baza prismei fiind un hexagon regulat de latură l, putem scrie: 

Dar: 

de unde, înlocuind J/11 şi J/11 cu valorile date in enunţ. se obţine: 

224 V:1 - 200V:f 
JilbariJ = ·----- = 12}'3 (m2). 

2 

(1) 

Înlocuind valoarea găsită mai sus în (1) se obţine l = 2}'2 m. Cum aria unei feţe lat„ 
rale este JJI = l · /1. unde h este ţungimea înălţimii prb;mei, din relaţia: 

25V'a 
lnlocuind, rezultă h = --· 

3 

.1'1 = 6lh, 

Volumul prismei se calculează cu formula : 

sau, tnlocuind : 

V- 2iiJ{ii-. 1" = 12 3 · __ 3_:_ = 302 (m1). 
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6.tt•. O prismă. triunghiulară, are ca, bază un triunghi dreptunghic 
·cu catetele de lungime 5 m şi 12 m. Muchiile la.tera.le sînt congruente, 
.au lungimea. 6 m şi fac cu planul bazei unghiuri cu măsura de 45°. St. 
:se a.fle volumul prismei. 

M A 

..:leci, 'f' = 90 f2 m1• 

R. Fie ABCA' B'C' prisma dată. Să considerăm ,,,,,,,........ 
dr. A'M.L(ABC). Conform ipotezei, A' AM are măsura 45°, deci 
triunghiul dreptunghic A' AM este isoscel, MA = MA' şi: 

2MA'1 = 36 

de unde MA' = 3Ya" m. 

Volumul prismei este : 

'f = .s,1,_. · MA' 
unde: 

BC• AC 5· 12 
.si1xu• = --- = -- = 30 (m1). • 2 2 

6.22](. O prismă dreaptă a.re ca, bază un pltra,t de la.tura a. Ştiind 
,că, diagonala. prismei formează. cu o faţă, laterală ce „porneşte" din acela.şi 
wf un unghi cu mă.sura de 30°, să. se a.fle volumul prismei. 

t, _______ _ 

fi. 'I) 'l.. ',• ........... ... ... ..... I', ..._' 
I ' 
)-:---- ----

' D ', 
I ' 

I ', 

A f3 

R. Fie ABCDA'B'C'D' prisma dată, ln care 
ABCD este pătrat şi i:: B.A'C are măsura 30" (unghiul 
dintre diagonala A'C şi faţa laterală (.4.BB' A') este 
unghiul dintre dr. A'C şi dr. A' B, proiecţia dr. A'G 
pe, !Planul (.ABB' A'). 

ln triunghiul dreptunghic A' BC avem : 

BC 
sin30"= -

.A'C 

de unde .A'C = 2BC = 2a. 

Lungimea catetei .A' B este A' B = V 4a8 - a• = 
= al'a, de unde, tn triunghiul A.A' B, lnălţimea AA~ 
a prismei are lungimea : 

.A.4.' = Y 3a1 - a• = ay2. 
De aici, rezult/l volumul prismei : 

'f = AB · BC • A.A' = a•'/i. 
6.23•. Ba.za unei prisme oblice este patrulaterul ABOD în oare 

diagonalele sînt perpendiculare între ele. Seoţiu:p.ea, diagonală. A.A'O'O 
este perpendiculară. pe planul ba.zei şi a.re aria egalii. cu t.12, iar diago:oala 
BD= b. Să, se a.Oe volumul prismei. 
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R. Conform ipotezei avem dr.AC..Ldr.BD. Atunci aria bazei ABCD este 1 

AC• BD AC·b 
41.ABCD = --- = --

2 2 

Pe de altă parte, planul (AA'C'C) este perpendicular pe planul (ABCD), de unde i.. 
zulti că h, lungimea lnAlţimii patrulaterului AA'C'C, este chiar lnălţimea prismei, deci: 

a1 = #AA'C'C = AC· h. 
Volumul prismei este: 

BD·AC·h a1b 
,Y = #ABCD • h = ----- = - • 

2 2 

8.14:11. O prismă. pa.trula.teră. regulată A.BODA.'B'O'D' a.re dia.go
na.Ia. cu lungimea. de 13 cm şi raza. cercului circumscris bazei de lungime
~ cm. Să. se a.fie volumul prismei. 

R. Ţinlnd cont că baza prismei este un pătrat de latură l, a cArui diagonală este con
gruentă cu diametrul 2R al cercului circumscris bazei, se obţine : 

·' 
l= R'V2 = 6J/2. 

Considerlnd triunghiul dreptunghic ACA' (Â are măsura de 90"), ln care A'C = 13 cna. 
şi AC= l°V2= 12 (cm), putem ana lungimea lnălţimil prismei, AA': 

AA' = '/ A'CI - ACI = 5 (cm). 
Volumul prismei este : 

,Y = .slABCD • AA' = AB1 • AA' = 18 · AA' o,:,- 360 (cm8). 

6.25M. 1n figuri, este desena.tă. o prismă. hexagonală. regulată, d:rea.ptl. 

Ştiind că. E'B = 26 cm şi apotema. ba.zei OP= 5.Va cm, să. se dete:r-
2 

mine volumul şi aria. laterală, a, prismei. 

R. Hexagonul ABCDEF este regulat, deci triunghiul OBC 
este echilateral, de unde, latura BC = l a bazei este : 

20P}'3 
I= --- = 5 (em), 

3 

astfel că aria bazei e~te: 

319 '/3 75V'3 
.rlABCDEF = ---= --(cm9). 

2 ;t 

Din triunghiul dreptunghic BBB' (:8 are. măsura de 90") determinăm hmpnea lnllţimta, 
EE' a prismei,· ţinlnd cont că BB = 21 = 10 (cm) : 

BE' = V B' B 1 - BB8 = V 576 = 24 (cm). 

Volumul prisme.I est~ 1 

'f = .sl.cscDEII • BE' == 900 Y3(cm8). 

er 



G • .?GM. O prismă oblică are bazele hexagoane regulate ABODEP 
şi A'B'O'D'E'.F' şi ca înălţime A'O, O fiind cenJţ11l baz~} ~BODEF. Da.că 
la.tura hexagonului este de 4 cm şi m ( ~ AA 0) = 60 sa se calculeze : 

a) volumul prismei; 
b) unghiul feţei ABB'A' cu planul bazei._ 

R. a) dr .• 4.'0 fiind perpendiculară pe bază, este perprndiculară pe orice dr!!aptă din planul 
AD 21 

bazei, deci dr. A'O..Ldr. AO şi, în triunghiul A'OA, în care AO = 2 = 2 == l, unde cu l am 

notat lungimea laturci hexagonului : 

Aria bazei ABCDEF este : 

şi deci, volumul este : 

4 J'3 
A'O = AO ctg 600 = - 3 - (cm). 

3t8 "Va 
d.t1BCDEF = -- = 24 V:f (cm8). 

2 

'f' = dABCDEF • A'O = 96 cm3 • 

b) Fie dr. OP _!_dr. AB. Conform teoremei celor trei perpendiculare rezultă dr. A'P..Ldr. AB, 
şi deci unghiul diedru dintre planele (,4.BCDEF) şi (ABB'A') se măsoarl cu ajutorul măsurii 
unghiului A'PO .ln triunghiul dreptunghic A'OP (O are măsura de 900) avem: 

,/",... A'O 
tgA'PO=--· 

PO 

Dar (PO) este înălţime in triunghiul echilateral AOB, cu latura l = 4 cm. Deci: 

,/",... 4 }f:f 1 2 
tgA'PO=-- • --=-• 

3 4}'3" 3 

2 

. G.27M·PO. Pe o masă se găseşte o vază plină cu apă, avînd forma 
unui .paralelipiped dreptunghic, cu baza un pătrat de latură 8 cm şi 
înălţimea egală cu 12 cm. Se înclină vasul, astfel incît una, din muchiile 
bazei să. rămînă pe masă., iar muchiile laterale să rămînă în plane perpen
diculare pe planul mesei, pînă cînd porţiunile neudate ale muchiilor au 
lungimea de 4 cm. După aceasta. vasul revine în poziţia iniţială.. Ce 
înălţime are apa rămasă! 

R. Fie A BCDA' B'C' D' paralelipipedul dat ln care ABCD este un pătrat şi fie (A' MND') 
planul apri in momentul ln care porţiunile neudate ale muchillor, au lungimea de 4 cm (B'M = 
= C'N ~0 •1 cm). 

\'om calcula volumul apei scurse din vas. Să observăm că aem lucru este echiva
lent cu n calcula volumul prismei A' B' MD'C' N. 

Avem: 

A'B'· B'M 8• 4 
""'B'MD'C'N = M.d'MB' · B'C' = ---2--- • B'C' =~•I== dl (cm1). 
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Astfel, rea<luclnd vasul ln poziţia iniţială, apa se va ridica 
Ja.o lnălţimc h',ooupind un volum echivalent cu volumul unui 
paralelipiped cu baza ABCD şi tnălţimea h. Pe de altă parte, 
ace11t volum se poate exprii:na altfel, şi smirne : 

.,Y = ,YABCDA 1B'C'D'- ,YA'B'MD'C'N" 

Dar: 

,YABCDA'B'C' D' = J4 ABCD •h = 768 (cJiia), 

sau: 

,Y = 768 - 128 = 640 (cm) 

deci: 

de unde 1 

h'. #ABCD = 640 (cm3). 

640 
h' = -- = 10(cm3) • 

64 

o' C 

A 

6.28 PO. O undiţă, cu lungimea de 3V'2 m se poate demonta în trei 
părţi de aceeaşi lungime. Ea, trebuie pusă într-un colet paralelipipedic cu 
baza pătrată la. care.nici o d~ensiune să nu depăşească 1 m.··care este 
latura de lungime minimă a pătratului astfel încît să încapă undiţa 7 

·n. Fie A.BCDA' B'C'D' coletul paralelipipedic cu baza pătrat. Undiţa se poate demonta 

tn trei părţi, fiecare avlnd lungimea l = 3 ~ = V:f (m). Fie AB lungimea laturii pătratului 
pe care va trebui s-o determinăm cu condiţia din enunţ. Să aşezăm o parte l din undiţă 
după direcţia diagonalei (AC') Avem: 

AC'8 = AB8 + BC8 + CC'1 • 

Dar AB = BC şi iutnd CC' = 1 obţinem : 

Dar .AC' = 1{2 m. Deci : 

de unde: 

2AB8+ 1 = 2 

V,i 
AB= -cm. 

2 

6.29M. 1n cubul ABODA'B'O'D' de muchie a, O este centrul său, 
Ou cel al feţei A.BOD, 0 1, ceţ al feţei BB'O'O, 0 3 al feţei ODD'O', M 
ril.jjlocul foi (DO), N :mijlocul lui ( 00'), P al lui ( OB). După înlăturarea 
cubului 0 1POMOOaN08 cum s-a modificat aria CQ:ryului rămas fa,ţă d.e 
aria tota.lă a cubului? D$' volumul t · 
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-O' C' 
R, Aria totală a corpului rămas după lnlăturarea ca

bului dat ln enunţ este : 

.rl1 = dtABCDA'B'C'D' - J/IPCN01 - do,PCM - JJIMCN01 ¼ 

+ Jto,Poţ, + Jto,Mo,o + Jiloo.No. • 

Dar: 

#PCNO, = Jto,PCM = JilMCNO. = Jto.PO.o = .JI01MO.O -

= JilOO.N01 , 

Deci: 

adică aria totală nu se modifică. 
Volumul cubului 0 1PCM001N03 este: 

a• 
1"1=-

8 

şi cum volumul cubului iniţial este "V= a1, volumul corpului rămas este 1 

a 8 7a3 
,y, = ,y - 1"1 = as - - = -• 

8 8 

8.3011• ln cubul ABODA'B'O'D', M este mijlocul .muchiei AD, 
ia.r N este mijlocul muchiei OD. Ştiind că, MN = 5'{2 m, 8' se afle volu• 
mul şi aria totală a. cubului. 

R, tu. trlUJl8hiul ADC, (MN} este linie mijlocie, deci 1 

AC 
MN=-

2 

de unde, AC = 10}'2 m, şi considerlnd triunghiul dreptunghic ABC ln care [AB] e [Bat, 
se obţine: 

AC1 = 2ABI, 

de unde, l = AB = 10 m, şi deci : 

1"ABCDA'B'C'D' = AB• BC• AA' = 1000 {cm1). 

fi I 

Al = 618 = 600 ( cm1). 

8.3111• ln cubul ABODA'B'O'D', N este mijlocul muchiei [O'B']. 
Segmentul [.AN] a.re lungimea de 3 dm. Să se afle aria. totaJă şi volumul 
,cubului. 

R. Cum. dr. B'C'..L dr.BB' şi dr. B'C' ..L dr. A'_B' rezultl dr, B'C'~(ABB'A'), ded 
dr .B'C' J. dr. AB' şi, tn triunghiul dreptunghic A B' N, (notlnd cu ll,mmmea laturii ~ulal) avem l 

AN'= AB .. + B'~ = (lV2>·+ C! r . .. 



de unde se obţine : 

911 = 38, 

deci l = 2 şi volumul cubului este : 

'Y=l'=8 dm1 

.iar aria totală : 

J/11 = 612 = 24 dm1• 

8.32M. Suma tuturor lungimilor muchiilor unui paralelipiped drept
unghic este de 48 m, iar diagonala de 5l'2 m. Să. se afle aria. tota.UL a. 
_paralelipipedului. 

R. Fie a, b, c lungimile laturilor bazei şi a lnălţimii paralelipipedului. Nottnd cn d lun
,gimea diagonalei, avem relaţiile: 

4(a + b + c) = 48 

a1 + b2 + c2=d2=50. 

j)in prima relaţie avem: 

a+ b+ C = 12. 

_.,Ridiclnd la pătrat, obţinem : 

144 = (a + b + c)1 = a1 + b2 + c2 +. 2(ab + ac+ bc) 

-Pe aici: 

A1 = 2(ab + ac+ bc) = 144 - (a1 + b1 + c2) = 144 - 50 = 94 (m1). 

6.33ro. Pentru construirea debarcaderelor se folosesc „cuburi" de 
lbeton goa.le pe dinăuntru, care plutesc şi sînt trase pe apă. pină la locul 
.de destinaţie. Acolo sînt umplute cu pietriş (ba.la.st) şi astfel sînt scufun• 
.da.te, constituind fundaţia debarcaderului. 

Se dă un astfel de „cub" de beton în formă. de cutie fără. capac (ca 
-în figura ală.tura.tă). 

Ştim că muchia. exterioară. a „cubului" este de 
~3 m, grosimea. pereţilor este de 12,5 cm şi den
.iSitatea betonului este 2,5 g/cm3 • Aflaţi: 

a.) volumul pereţilor „cubului" de beton; 
b) greutatea „cubului" gol; 
c) ciţi m 3 de pietriş intră în „cu b" Y 

R. a) Aflăm cantitatea de beton necesară turnării unul 
.aaasemenea „cu.b". Avem: 

Y = - · 2,75 · 0,125 · 2,875 4 4 • 0,1251 • 2,875 + 
+ 3•. 0,125 = 5,25'18125 cm•> ; 

b) m = -18-144,531 kg: 
,c) Jo CJIP Jti,tri un volum -de 21, 742187 m1 de pietriş. 

/ 21 
' 1 I 
I I' 
• 1' •, I , , , 

461 



6.34 11 • Se dă un cub ABCDA'B'O'D' de muchie a. 
a) Să se calculeze dista.nţele de la punctele A, B', O la diagona,la BD1-
b) Să se arate că. segmentele ale căror măsuri le-am calculat la pct. a.} 

1înt concurente într-un pmz.,Jt T ; · 

) S w -.x BT 1 c ~·a, se arate ll.<1 -- = - · 
TD' 2 ' 

d) Să ~ afte măslll"a. unghiului dintre dr. AB' şi dr. AC. 
~ 

R. a), b) Considerăm triunghiul ABD'. El este dreptunghic, (m(D'AB)=900), deoarece-
din dr. IJV'J .. dr. AB, dr. AD.Ldr. AB rezultă dr. AD.Ldr . • 4.B. Distanţa AT de la A la dr. B"[)I' 
c.'Slc dată de : 

AB·AD' 
AT= 

BD' 

a· aV:i a yr· 
Dar, AB = a, AD'= aV2°;' BD'= Va~+ 2a2 = a V:f." de unde AT= - -·· = -·-- • 

al'3 :ţ 
~ 

Triunghiul BCD' este dreptunghic (m(BCD') = 90°) şi, analog ca mai sus ,n·zultă că 
a Vir 

cll'ilanţa dela Cladr.BD' esteCT1 =--· 
3 

~ al'i 
Analog, ln triunghiul BB'D' (m(BB'D') = 90°) se obţine B'T = - • 

3 

V6 
Deoarece BT=BT1 =BT2 = 3 rezultă că T=T1 =T2 adică segmentele AT, AT1 AT2 slnti 

cooncurente. 

c) ln triunghiul ABD' aplicăm de două ori teorema catetei şi obţinem: 

AB2 = BT· BD' 
AD'2 = D'T· BD' 

de undt·: 
RT Al12 , a2 1 --.;;:;-. --------=-· 
T lY AD'2 (a1/2)2 2 

d) Deoarece ln triunghiul A B'C, avem : 

AB' = AC = B'C = af2 
rezultă că triunghiul este echilateral şi deci unghiul B' AC are măsura de 66". 

G.:u;M. Un „cub" gol, din tablă groasă de 5 mm, are muchia în inte
rior de ,1-0 cm. Să. se afle masa corpului ştiind că densitatea tablei este de, 
7,8 · 103 kg/m 3• 

,R. J\lasa corpului este dată de relaţia: 
M= p· V 

unde p este densitatea tablei, iar V este volumul ocupat de tablă. Acrst volum este diferenţa. 
dintre volumul cubului cu mucbia de 40 cm + 2 · 0,5 cm = 41 cm şi volumul cubului cu. 
muchia de 40 cm. Avem : 

V= 418 cm3 - 403 cm•""" 0,004921 rr. 



Oecl, masa corpului este: 

M = p. V= 7,8. 103 kg/m3 • 0,004921 m~ = 38,38 kg. 

6.36". O prismă oblică a.re ca, bază un triunghi ec_hilater~l !1 BO, 
.cu AB = 4 m. Faţa. OBB'O' este un romb cu un unghi de 60·~1 este 
_perpendiculară pe planul ba.zei. Se cere : 

a) Volumul prismei. c' 
b) Aria laterală a, prismei. 
R. a) Fie dr. B'O ..L dr. BC. Deoarece triun

.ghiul BB'C este şi el echilateral, rezultă BO= OC şi 
deci dr. AO J.._ dr. BC. Dar unghiul dintre dr. ,.\O şi 
.dr. B'O este tocmai unghiul dintre feţele ABC 
şi BCC'B'. Avem dr.AOJ.._dr. B'O, deci cum 

-<Ir. B'O..Ldr. BC, rezultă dr. B'O...L(ABC). Volumul 
_prismei este atunci : 

a' 

A 
b) Fie dr.OD..Ldr. AB. Conform teoremei celor trei pcrpcncficulnr<', dr. B"D...Ldr. AB, deci 

.dAA'B'B = AB· B'D. 
Fie dr.C'O'II dr.OE'; deci dr.C'O' 1.(.4.Br.). Fie apoi dr.O'C"...Ldr .AC. 
Triunghhnlle BOD şi GO'C" hint c:m.~rivntl', la fel şi triungl1iurile B'OD şi C'O',."• 

Rezultă .slAA'B'B = dAcc'A'· 1n triunghiul drl'plunghic B'OD(O art• măsura de 90") avem: 

B'D = Vn·o2 + UIJ" = V1:i + ;.1 = V°Ll( m ). 

Deci: 

de= .slA.A'B'B + dAA'C'C + dnB'C'C = 4V'15 + 4V 15+ sfi'"= sv:rc1 + V5> (m9). 

6.37ro. În paralelipipedul dreptunghic de dimensiuni a, b şi e, 
diagonala, formea.ză cu feţele paralelipipedului unghiurile cc, -~ şi y. 

Demonstraţi că sin2 ot + o' ------------
.sin2 ~ + sin2 y = 1. 

R. Fie A B = a, BC = b, AA' = c, .,,,,-.... .,,,,-.... 
,m (D' BA')= c,.,m(D' BC') = ~.m (D' BD)= î· 
"lnlocuind ln membrul stlng din relaţia dată, 
,avem: 

c' a2 b1 dl 
-+-+-=-=1. 
dl d2 dl dl 

B 

\ 

6.38ro. Dimensiunile unui paralelipiped dreptunghic sînt a, I, şi c. 
J>ia.gena.la paralelipipedului formează ou muchiile acestuia. 1w1,?hiurile 
.oe, fi şi y. 

Demonstraţi că : 
cos2 cz + oos2 ~ + oos2·y = 1. 



(' 

C 

A 

ll. Notăm AB=a, BC=b şi AA'=c-. 
Avem: 

a 
cos ot = - (din triunghiul dreptun

d 
gbic D'AB); 

b 
cos~= - (din triunghiul dreptun

d 
ghic D'CB): 

C 
c0s y = d (din triunghiul dreptun-

ghic D' B' B). 

lnlocuind ln membrul stln.:: din relaţia din enunţ avem : 

as bs c3 d2 
-+-+ -·-=-= 1. 
dl d2 d2 d2 

8.39'°. Un paralelipiped dreptunghic a.re a.ria. ba.zei 768 cm2, aria. 
la.te:rală. 4480V3 cm2 şi dia.gona.la, ba.zei 40 cm. Afla.ţi: 

a.) diagonala paralelipipedului; 
b) măsura unghiului format de diagonala paralelipipedului cu 

planul bazei acestuia,. 

/. 

A· 

I n. a) Dacă notăm lungimea, lăţi-
t-----------~( mea şi inălţimea cu L, l respectiv 1, pe 

I' 
I ' 
1· ' 

I ' 
I ' I \ 

I ' 
I \ 
I .. ' 
~ ' Ok------ ... --...... ' 

,I' ...... ' ,,, ........ ' ~' '~ .... ~ 
B 

· baza relaţiilor date in problemă, avem, 
sistemul: 

{

L· l = 768 

L1 + l8 = 1600 

2 · (L + l) • i = 4480V3. 

Rezolvind sistemul, obţinem : lungimea. 
L = 32 cm, lăţimea l = 24 cm şi lnălţi
mea i = 40Y:f cm. Diagonala paralelipipe
dului este: 

d = V 321 + 242 + (4oVs>• = so ccm>. 

b) Măsura unghiului format de diagonală cu planul bazei o aflăm din triunghiu• 
,,,,,,,,....... DD' 

dreptunghic D'DB, unde tgD'BD = -- sau, 
BD 

,,,,,,,,....... ,,,,,,,,....... 
tgD'BD = V'3, deci m (D'BD) = 609. 

8.401'°. Diagonala. unei prisme pătrate drepte este de a cm şi frir
mea.ză. cu pia.nul bazei un unghi de mumă 60'". Mlaţi în funcţie de a : 

1) dimensiunile prismei ; 
2) aria totală şi volumul prismei. 



a 
ll, 1) In triunghiul dreptunghic D'DB avem: DB = - , 

2 

aV2 
ghiul dreptunghic isoscel DAB obţinem: AB =AD= -- • 

4 

A 

I\ 
I \ 
I \ 
I \ 

\ 
\ . \ 

I \ 
I \ o"-____ ;_).. __ 

\. / ' \ 
/ ' 

/ ...... -
/ ---....... 

/ ---
/ ---

a J/3 
DD' = -- . Din tri~m-

2 

C 

1 + 2V5 
2) Aria totală este ---

4 

V':f 
a2, iar volumul prismei este -- a3• 

16 

G.4t1'·ro. Într-un paralelipiped A.BCDA.' B'O'D' se considem trei 
feţe care au un punct comun. Dacă aceste feţe sînt dreptunghiuri con
gruente, să, se arate că paralelipipedul este un cub. 

R, Fie ABCD, ABB' A', ADD' A' trei feţe congruente. Atunci, din dreptunghiurile ABCD 
li ADD'A' renlt4 că AB = AD, La fel se arată că AB = AA', deci paralelipipedul este cub 
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§ 7. PffiAMIDA ŞI TETRAEDRUL 

7.tM. Un tetraedru are baza un triunghi dreptunghic, cu ipote
nuza de lungime· 10 cm şi o catetă de lungime 8 cm. 

Înălţimea tetraedrului este de 10 cm. Care este volumul său Y 
R. Volumul tetraedrului se calculează cu formula : 

[Pba:ă·h .,.= --
3 

·unde !ha:il este aria bazei, h este lungimea înălţimii. In cazul nostru, fie ABC triunghiul 
ode bază cu m(Â) = 90" şi AC ==; 8 cm. Atunci : 

AB = VBCI - AC8 = V102 - 82 = 6 (cm). 

Aria bazei este : 

AB· AC 6· 8 
lh,uil = 2 = 2 = 24 (cm8). 

Deci volumul te~aedrului este : 

fha:il,· h 24• 10 
.,. -= --- = --= 80 (cm3). 

3 3 

7.2M. Tetraedrul VABO a.re baza ABO un triunghi echilatera.l cu 
'latura sY 3 cm ; ştiind că distanţa, de la V Ia planul (ABO) este 10 cm 
.să se afie volumul tetraedrului. 

R. Volumul tetraedrului tl vom calcula cu formula 1 

gABO"h 
4'=---

3 

•undeh este distanţa de la V la planul (ABC). Aria unui triunghi echilateral de-laturi. I este 
-dată de I 

4eda 
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,.,turc!, 

4sy:r. 10 -
'f' = ---= 160V3 (cm'). 

3 

7.311. Un triunghi dreptunghic ABO are catetele de lungimi .A.B=3m 
~i AO = 4m. În A aYem o perpendiculară pe planul triunghiului, pe 
care se consideră. un l-legment AV de lungime 2,4 m. Să se afle: 

a) volumul tetraedrului V ABO; 
b) aria. totală a tetraedrului V ABO ; 
c) măsurcl: unghiului plan al diedrului format de faţa VBO şi planul 

triunghiului ARO. 

deci: 

U. a) Volumul tetraedrului \' A ne este dat de: 

Dar: 

/7.AI.JC • L•\ 
"Yv.ABC = ---:1--. 

AB· .4.C 3· 4-
g ABC=----= -1112 = 6 (m1). 

2 2 

b) Aria totală este dată de: 

Să considerăm dr .. 4.D..L dr. BC. Din korcma celor lrl'i perpendiculare rezultă dr. VD..L 
..Ldr. BC. în triunghiul ABC (Â are măsura de 90°), cum ipotenuza BC are lungimea 5 m, 
lungimea !nălţimii AD este dată de formub : 

.4.R· .4.C 3· 4 V 
.1.D = --····------· =, -·- = 2,4(m). ne 5 

,,,,,,,,....... 
Apoi, ln triunghiul LUJ ( \ . .UJ de măsură de 90°) 

avem: 

Dct"i, 

• Apoi: 

VD = V.4.1J2 + VA 2 = 2,4 yr(m). 

VD· ne 
2 

2,4 y:r. s y-( = ---= 6 2 m2). 
2 

g.ABC= 6 m1 ; 9V.AB = VA· AB 

2 
= 3,6 (m3); 

Deci: 

( o 
VA·AC 

gY.AC = --- = 4,8 (m8 ). 
2 

ori,= (6 + 3,6 + 4,8 + 6V2> m1 := 6(2,4 .+ V2> m•. 

a 

467 



~ Cum dr. VD.L dr. BC şi dr. AD.L dr. BC, avem: 

i: VDA = i: ( V BC, ABC). 

/"",... VA 2,4 
tg YDA = - = -- = 1. 

AD 2,4 

Deci i: ( V BC, ABC) are măsura de 45°. 

7.4)1• Tetraedrul V .ABO a.re faţa, .ABO un triunghi isoscel (AB .... 
= .AO), iar piciorul perpendicularei din V pe planul ( .A.BO) este punctul A • 
.Ştiind că .AB = .AO = 5m, BO = 6 m şi A V =- a m, să se a.fle aria, 
totală şi volumul tetraedrului. 

R. Volumul tetraedrului este dat de : 

Fle dr. AD.1. dr. ŞC, $1 cum ctr. VA.L (ABC), avem dr. VD.L dr. BC. Cum .tBC 
~ste triunghi Isoscel şi dr. AD.L dr • .B«, avem (BD) = (DC). AaUel, ln triunghiul AB.A. 
{Dare măsura de 90"): 

AD= YAB1 :... Jll)I = y52 - aa = 4(m). 
Deci: 

BC:•AD 
--- •VA 

2 
'f" = ----- = 12(m,._ 

3 

Aria totali este dati de : 

AB•AV 
Dar !lvAB = ---

2 

g AC• AV 
YAc= 2 !lvsc = 

BC·VD 

2 

Pe VD li vom determina din triunghiul dreptunghic V AD (Â are misura de 90") : 

VD = YAD8 + VA1 = 5(m). 

Deci, uia totali este : 

15 15 30 24 
d1 = -+-+ -+ -=42(m1). 

2 2 2 2 

7.S"PO. Muchiile laterale ale unei piramide [V .ABO] au lungimea. de 52. 
Ba.za, este u:a triunghi cu laturile de lungimi 20Y2, 20Va şi 10V"2 cYa + 1). 
Si se a.fle : a,) lungimea. înilţimii piramidei ; b) măsura unghiulni dintre 
muchiile laterale şi planul bazei ; c) măsura. unghiurilor diedre determina.te 
de bază şi feţele laterale. · 

R. a) Vom folosi faptul ci tnilţimea piramidei are piciorul tn centrul O al 
eercului drCW!l1crls taunghhrlul ABC. Fle R lungimea razel cercului clrcumacrlt 
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abc 
triunghiului de bază ale cărui laturi au lungimile date ln enunţ. Din relaţia R = --

4 g 

glsim R = 20 (unde a, b, c reprezintă lungimile laturilor triurghiului, iar aria). Inălţi-
omea va avea atunci lungimea : 

h =-., VvA• - R2 = 48. 

•)>) Muchiile laterale fac unghiuri congruente cu planul bazei şi fie cp măsura lor comuni. 

R 5 
Atunci cosqi = --= -· 

VA 13 

c) Fie h1, h1, h3 lungimile lnilţimilor feţelor laterale şi cp1, cp1, 'Pa măsurile unghiurito:r 
ficute ,de feţele laterale cu planul bazei. Atunci avem: 

h 24 h 24 h 24 
-sin 'PI = - = -- ; sin cp1 = - = -= ; sin cp1 = - = ,-;=====;::;_ • 

h1 Vbii ha }'601 ha V626 -25}'3 

7.611• Tetraedrul V .ABO are faţa. .ABO un triunghi echilateral, iar 
,distanţa, de la V la planul .ABO este de 8 cm. Ştiind că. raza cercului cir
eumscris triunghiului .ABO este B = 4}'3 cm să se afle volumul tetraedrului. 

B. Volumul tetraedrului este : 

g.ABC" h 
'f'v.ABC = 

3 

'Ullde h este distanţa de la V la planul (ABC). ln funcţie de raza cercului circumscris, aria 
4riunghiulul are expresia: 

3R1 }'â 3· 16. 3• }'3 -
9 .ABC= --- = ----- = 36 }':i (cm1). 

4 4 

Atunci, volumul tetraedrului este : 

36 l'3· 8 
f'v.ABO = 3 = 96}'3(cm1). 

7.711• Ounoscînd latura „a" a unui tetraedru regulat, d, se ealcu• 
'1eze aria tDtală. şi volumul tetraedrului. 

R. Volumul tetraedrului V ABC se calculează cu ţeiaţia 1 

9ABC" VO 

3 

'IIJlde O este piciorul perpendicularei din V pe planul (ABC). Cuni triunghiul ABC este ecllDa,, 
1'eral: 

-



Folo~iml propriC'talea că oblicele congrUl•ntc duse clin V au proiecţii congruente, obţinem:. 
că O, piciorul p,•rp<.•ndicularei din V pe (,l BG), St) află la cg::ihi distanţă de A., B şi C, deci O este
centrul ccr.;u!ui eîr:u:nscris triunghiului An<:. Cum . .\. ne ,·slc echilateral, centrul cercului 
cfrcumscris, cc11lr11I de greutate ~i ortocentrul coin~id. Deci, de exemplu: 

2 
OA=-- . .\. . .\.' 

:i 

unde A' este piciorul perpendicularei din .A' p,· dr. HC, 
sau: 

2 a}':! aV:T 
0.4. = - ---- = ·-··-. 

3 2 :i 

Ca o obsrrvaţir, OA. este lungimea R a razei cercului circumscris triunghiului echi-
latcral cu latura de lungime a. Avem relaţia: 

sau: 

a V:i" 
R=--, 

3 

a= RV:f. 

Lungimea înălţimii tetraedrului, VO, este, din triunghiul dreptunghic VOA : 

Deci: 

vo = Vv A2 - OA2 = a2 - •. - = -- • V a" a Vif 
3 3 

a2}':f a}'6 
-·-- ·----

4 3 
'f'v.ABC = 

3 12 

a2V:f 
Jilt = 4E/ .ABC = 4 -- = a2}'3. 

4 

7.8M. Găsiţi o dest-ă.şurare a unui tetraedru regulat astfel încît 
fiecare faţă să aibă cel mult două laturi comune cu o altă faţă. Arătaţi, 
că, în acest caz, două din laturile poligonu]ui obţinut sînt paralele şi 
congruente. 

R. O desfăşurare a unui tetraedru V.4.BC, 
cerută, este cea din figură. 

Intr-adevăr, cum unghiurile BAC şi ACV 
slnt congruente, avem dr.ABIi dr. VC, iar clin 
congruenţa unghiurilor A1BV1 şi BV1C rezullă şi 
dr. CV1 li dr. A1B. Cum : ,,,,,........, ,,,,,........, ,,,,,........, 

m (ABC)+ m (CBV1) + m (V1 BA1) = 180-, 

fiecare din unghiurile de mai sus fiind cu mllsura de 60°, urmează că dr.AA1 11 dr. VVr î, ,plus,_ 
toate triunghiurile din figură stnt echilaterale şi congruente ; se obţine : 
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7.911• }'ie .A.BOD un tetraedru şi .A.',B',o·,D' centrele de greu ta.te ale 
1eţelor opuse lui .A, B, O, D. Să se ara.te· că dr . .A.A', dr. BB', dr. 00' l)i 
.dr. DD' sînt concurente într-un punct G. 

R, Fie (AM), (AN), (AP) medianele corespunzătoare fetelor ABC, ACD, ABD, 
Cum punctele A', B', C', D' împart medianele Dl\,f, AN, AP, AM ln raportul; 

AD' AB' AC' DA' 2 
--------=----
AM AN AP DM 3 

NB' N.4.' 1 
AN = NB = 3; 

MD' MA' 1 
MA= MD =3; 

PC' PA' 1 
--=--=-t 
PA PC 3 

lll'ezultă următoarele asemănări de triunghiuri: 

,obţinlnd şi relatille : 

(NA'B') ""(NBA); 

(MA'D') ""(MDA); 

(P A'C') "" (PCA), 

dr. A' B'II dr. AB; dr. A'D'II dr. AD; dr. A'C'II dr, AC. 

Dreptele AA' şi BB' slnt concurente lntr-un punct G, AA' şi DD' lntr-un punct ~ 
_AA' şi CC' lntr-un punct G1 • Vom arăta că: 

G e G1 e G8• 

Intr-adevăr, triunghiurile ABG şi A' B'G sint asemenea (au toate unghiurile congruenteh 
•de unde: 

A'G B'G A'B' 1 
AG - . BG - AB - 3 

Triunghiurile ADG1 şi A'D'G1 slnt asemenea, şi avem; 

A'G1 D'G1 A'D'. 1 
AG1 - DG1 - AD :- 3 

··:rrtunghiurile ACG1 şi A'C'G1 slnt asemenea, deci : 

A'G1 C'G1 .A;C' 1 

AG1 - CG1 AC 3 

Din relaţllle (1), (2), (3), obţinem z 

A'G A'G1 · A'G1 t -==----=--AG AG1 AG1 3 

(1) 

(2) 



Dacii punctele G, G1, G9 ar fi distlnete ar rezulta cil pe segmentul AA: fll&tA mal 11111tt 
dectt un punct, care sll împartă acest segment lntr-un raport dat, fals. Ded punctele G, G• 
şi G1 coincid, adică : 

dr. AA' n dr. BB' n dr. CC' n dr. DD' = {G}. 

7.tOH. Să se arate cll. perpendicularele în centrele cercurilor circum• 
scrise feţelor unui tetraedru sînt concurente. 

V 

A 

R. Fie V ABC un tetraedru, 0 1, 0 2, Oa, o, centrele cercu
rilor circumscrise feţelor (ABC), (VBC), (VAC), (VAB) şi d1, 

d2, d3, d, perpendicularele ln 0 1 , 0 2, Oa, o,. 
S-a demonstrat anterior că orice punct de pe dreapta 

d1 (respectiv d2 , d8, di) este egal depărtat de vlrfurile triunghiu
lui ABC (respectiv, V BC, V AC, V AB). Să considerăm de
exemplu, dreptele d1 şi d2• Aceste drepte slnt incluse în planul. 

( mediator al segmentului BC. Atunci d1 şi d2 sint concurente şi, 
1ie M punctul lor de concurenţă. Atunci avem relaţiile: 

(MA) = (MB) = (MC) 

(MB)= (MC) = (MV) 

Relaţiile (1) şi (2) ne dau congruenţele : 

(MEdJ 

(MEd~ 

(1)· 

(2). 

(MA)= (MB)= (MV) 

(MA) = (MC) = (MV) 

(1')· 

(2')-

Relaţia (1 ') arată cil ME d,, deoarece M este egal depărtat de vlrfurile triunghiului 
V AB, iar relaţia (2') arată cll M este egal depărtat de vlrfurile triunghiului V AC, adică ME d1~ 

Qeci 
\ 

adi~, perpendicularele considerate slnt concurente. 

'1r11ro. Cite plane egal depărta.te de vîrfurile unui tetraedru există.t 
R. Fie VABC un tetraedru. Vom folosi proprietatea: ,.dacă un plan conţine mijlo

cul unui segment, atunci capetele segmentului slnt egal depărtate de plan". 
Atnncl sll considerăm, de exemplu, punctele M, N, P, mijloacele muchiilor VA, VB„ 

VC şi fie planul (MNP). Cum (MNP') conţine M, mijlocul lui [VA), avem: 

d(V, (MNP)) = d(A, (MNP)) 

unde prin d(X, «) am notat distanţa de la punctul X la planul ix. 

La fel: 

d(Y, (MNP)) = d(B, MNP)) 
şi: 

d(V, (MNP)) = d(C, (MNP)). 
Deci I 

d(V, (MNP)) = d(A, (MNP)) = d(B, (MNP)) = d(C, (MNP)) 

adică planul (MNP) este egal depărtat de vlrfnrile te~aedrului: 
Dar enstă patru asUel de plane ce conţin mijloacele muchiilor concurente ID .illfl vlrf~ 

Aceste plaDe llnt paralele cu feţele tetraedrului. · 
SI eonsiderăm apoi planele ce conţin mijloa !ele a doul mucbil concurente ln acela,li 

vlrf şi mijlocul UDei muchii ce nu conţine 'Ylrful comun al ce~orlalte douil muchii considerate~ 
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Fie, de exemplu Q mijlocul lui (VA), R mijlocul lui ( V B), S mijlocul lui (AC). 
Planul (QRS) determinat de cele trei puncte conţine mijlocul lui VA, deci: 

d(V, (QRS)) = d(A, (QRS)), 

'lnljlocul lui V B : 

d(V, (QRS)) = d(B, (QRS)) 

,şi mijlocul lui AC 1 

d(A, (QRS)) = d(C, (QRS)) 

,fi deci, (QRS) se afli la egali distanţi de vlrfurile tetraedrului. Un astfel de plan este paralel 
co muchiile opuse VC şi AB. Deoarece existl lntr-un tetraedru trei pereelu de muchii opuse, 
existl trei astfel de plane. Deci ln total, existl şapte plane egal deplrtate de vlrfurile 
tetraedrului. 

7.12:a1. Da.că, într-un tetraedru cu toate feţele triunghiuri dreptunghice 
avem într-un vîrf două, unghiuri drepte, atunci ma.i există. un vîrf al 
~traedrului în ca.re a.vem două, unghiuri drepte. 

R. Fie tet.raedrul V ABC şi sl presupunem, de exemplu, ci, ln vlrful V, avem : 

,,,-.... ,,,-.... 
m (AVB) = m (BVC) = 90". 

Atunci dr. BV..Ldr. AV şi dr, BV..Ldr. VC deci dr, BV..L(AVC). Presupunem că ln faţa VAG, 
,,,-.... . 

. avem m(VAC)==90°, Atunci, cum dr. VBl.(AVC) ş1 dr, VA..Ldr.AC, conform tcorc-mei 
,celor trei perpendiculare, dr, BA..Ldr. AC, deci ln viţiul A se lnttlnesc două unghiuri drepte. 
'Pentru ~ altă alegere, demonstraţia se face analog. 

7.13H. Un tetraedru a.re feţele triunghiuri isoscele cu unghiul de Ia 
vhi (format de la.turile congruente) de mă.sură. 30° şi muchia la.tera.lă de 
lungime a. Să. se a.fie volumul tetraedrului. 

n. Fie V ABC tetraedrul considerat tn care triunghiurile V AB, V AC, V BC slnt isoscele 
fi congruente, deci : 

(AB) a (AC) = (BC), ( AB= l) 

,adică baza este un triunghi echilateral, şi atunci O, piciorul 
·1nllţimli din V, coincide cu centrul de greutate al triunghiu
tui ABC. 

tn triunghiul Isoscel VAB, ((VA) a (VB)) vom calcula 
,(ungimea laturii [AR]: 

A.B=VVA'I.+ VB2 -2VA· VB<"os:{00= 

V V3 V . = aa+ a'I. -2a2, 2 = a 2-V3, 

V 

A 

Calculăm lungimea !nălţimii din triunghiul dreptunghic VOA (0 are măsura de 00-J. 
Dar, cum O este centru de greutate al triunghiului ABC: 

C 

t'13 



Deci: 

VO = f y,il..:_ A01 = a f 3 + 3}/F • 
3 

Astfel, volumul tetraedrului este : 

1 1 a2(2 - Y3f y:r 
"Y=-•JJl,V<J=-·------

3 3 4 

7.l·P0 • Din paralelipipedul dreptunghic .A.BODA' B'O'D' cu di-· 
mensiunile bazei de 20 cm şi 10 cm, ,,tăiem" colţurile AB'D'A', A.BOB',. 
AODD' şi OO'D'B'. Obţinem a.stfel corpul AOD'B' cu volumul 2000 cm 3~ 

Aflaţi: . 
a) înălţimea, para.lelipipedului dreptunghic; 

C 

b) distanţa, de la vîrful D' la, planul AOB'. 

C' 
R. a) Observăm că cele patru piramide „tăiate" au, 

acelaşi volum. Dacă notăm inăltimea paralelipipedului,, 
cu x, avem: 

20· 10 
2000 = 20• 10• X - 4• --- •X•-,-

2 :-l 

de unde, înălţimea paralelipipedului este :!O cm. 
b) Volumul piramidei ACB'D' este o trl'ime din· 

produsul dintre aria triunghiului .,\GB' şi inălţinwa CO·· 

respunzătoare, deci tocmai distanţa la punctul J)' la, 
planul ACB'. Calculind, obţinem: 

CA= toVif cm, AB' = toVt3 cm, B'C = toVti"i cm. 

Atunci, aria triunghiului ACB' este 350 cm2• 

B Distanţa de la punctul D' la planul triunghiului 
ACB' este: 

2000· :i 
D'M= ---cm. 

350 

7.15P0 • Din cele 12 triunghiuri echilaterale cu latura de lungime r 
din figum alăturată confecţionăm corpuri în felul următor : din patru 



lfiriunghiuri echilaterale construim un tetraedru rţgulat, iar din cele opt 
;triunghiuri echilaterale confecţionăm un octaedru. 

a.) confecţiona.ţi corpurile din hîrtie cartonată. 
b) Aflaţi raportul ariilor şi volumelor lor. 

n. a) Desenăm corpurile obţinute. 
1 

b) Haporlul ariilor este 2 şi se poate ana 

<fără a calc11h1 nriil<· corpurilor. 
. 1Vt1 
lnălţirn<'a tclracclrului c~te --·-, deci volu• 

a 
,a V:T 

·.mul lclracdmlui este .Y = ----- • 
12 

L Jf :f 
înălţimea oclaNlrului este ---·--- deci volumul 

2 

. /I J/2 
•octacdrulm csn· 'V' = ···-····· - • 

:i 
Hapor;ul volumelor lor este 1 :4. 

7.161'0. Se <h1 diedrul de 60C format de semiplanele &' şi !l. 1n 
;phl,nul &' se ia. cercul cu raza. ll =4 cm ~i centml O situa,t la distanţa 
AO ~= 8 cm de muchia diedrului. Pc11>endicula:ra ridica.tă în O pe planul 

.[Ji) intersectează. planul !l în B. Prelungirea lui AO intersectează cercul 
în O şi se ia pe a,ceastă prelungire segmentul OM = 8 cm. Din punctul M 
:se construieşte tangenta 1l!D la cerc, care intersectează tangenta AT 
la acelaşi cerc în punctul F. Atfati : 

a) lun~imill' sPgment<'lor PD ~i TD; 
b) 1wrimetrul triunghiului B7'Jf; 
c) volumul piramidei BAT.1l!D. 

B î 

n. a) Din triur:ghiul OIJJ/ aflăm DJl = 4V;f cm, iar din triunghiul :OFM, ·F;,,r = 
16}':l 4 f:i FD TD 

,= -- cm. Luugimca lui FD este FD = -- cm. Deoarece~-- = ......,-- obţinem T D == 
3 3 FM .AM' 

=4 cm. 



b) Din triunghiul AOB avem: OB = s}'a cm; din triunghiul BOT avem: BT = 4(iica. 
1n triunghiul ATO aplicăm teorema catetei şi obţinem T01 = GO· AO, de unde GO = 2 CIIII. 

GT este egal cu 2Va cm şi atunci T M este 4"/7 cm. Perimetrul triunghiului BT M este 4(4 + 
+ ff + °VE) cm. (Punctul G este proiecţia Iul T pe AO), 

c) Volumul piramidei este: 

(16 + 4) · 2V:f - 1 
V= ------ . sV3. - = 160 (cm8). 

2 3 

7.17ro. Într-o piramidă. triunghiulară regulată. muchia ba.zei şi 
înălitmea sînt invers proporţionale cu numerele V3 :9 şi 1 :2, suma lor fiind 
8{3f3 + 2) cm. Aflaţi : 

a) lungimile muchiei bazei şi a înălţimii ; 
b) lungimile apotemei bazei şi a apotemii piramidei ; 
c) suma lungimilor tuturor muchiilor; 
d) aria totală, şi volumul piramidei; 
e) la. ce distanţă, de bază trebuie secţiona.tă piramida, cu un plaD 

paralel cu planul bazei, pentrn a obţine două. corpuri cu acelaşi volum. 

:A 

V 

R, Desenăm piramida, 
a) Aflăm lungimile muchiei bazei şi a lnălţimll 

din şirul de rapoarte egale : 

de unde 

AB 

9 

vo 
2 

vr i 

8(3 Vî + 2) 

3V:f + 2 

AB = 24V3 cm, VO = 16 cm. 

b) Triunghiul ABC fiind echilateral cu latura. 
24ff. raza cercului circumscris triunghiului este de 24cm •. -::::::>~:::::::r--:7 ( Lungimea apotemei OM este jumătatea lungimii razei,. 

... · deci este 12 cm. 

B 
Lungimea apotemei VM o calculăm din triun

ghiul VOM eu teorema lui PITAGORA : 

V02 + OM1 = VM1 

de unde VM= 20 cm. 
c) Lungimea muchiei laterale se află din triunghiul VM B tot cu teorema Iul PITAGO:aA • 

VBI= V~+ MB1 

deci VB= sYE cm. 
Suma lungimilor muchiilor este : 
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3 · (24l'3 + sffl) = 24 · (3}':f + Yis> (cm). 

li) Aria totali a piramidei este : 

<2.c l':f>• f:f 2•Vr- 20 _ 
li=-· 4 +3· 2 =1ts2YJ<cm>', 



Volumul e1;te: 

e) 

V 

., = 432 }'3· 16 · ~ = 2304V3 (cm'). 
3 

Aflăm distanţa SO. 

Avem: 

VS QN 
--=--=k 

VO AB 

de unde 

VS=k· VO şi QN=k·AB. 

( Volumul piramidei VNPQ este 

AB1 • VO·Vi 
'f=k8 ·---- I 

12 

A.82 · l'o · vr 
Volumul trunchiului de piramidă ABCQNP este (1 - k8) · ---

12 

1 
illeci avem: k1 ,= 1 - k8, de unde k = s· 

Vi 
1 

Deci, VS= 3 · VO, iar SO= VO - VS, sau: 

v:r 
SO - 16 • ( 1 - ~) - 8 • (> - Vi) (<m~ 

"' 

7.18PO. Dreptunghiul A.BOD are laturile în lungime respectiv de 
AB=40 cm şi BO= 30 cm. Pe pia.nul dreptunghiului în A, în D, în O se 
ridică perpendiculare astfel incit AM =20 cm, DN =10 cm, OP = 30 cm. 

a) .Ară.taţi că, MB= NP; 
b) Afla.ţi perimetrul triunghiului NBP; 
c) Afla.ţi aria. triunghiului MBN; 
d) Calculaţi volumul corpului (cu vîrfurile) .ABODN.:lf P, ştiind că 

N JJ e$t8 ».:iu~hia. corpului şi M P nu este muchie a corpului. 
R. a) Triun,l'hiul A,..BM este congruent cu triunghiul NQP (AM= QP = 20 cm, AB = 

=QN=40cm, m(A)=m(Q)=90°). Atunci ipotenuzele triunghiurilorslnt congruente, deci MB= 
-=PN. 

b) Aflăm perimetrul triunghiului NBP. Avem: 

• = NB + BP + NP = 10V2s + 30}'2 + 20}'& = tO(Y26 + 3}'2 + 2)15) (cm). 
c) Aria triunghiului MBN o calculăm cu ajutorul formulei lui HBROI' J 

"' = r /1(.p - a)(p - l,)(p - e), 
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A 

p unde: 
P = 5 <2V5 + J/26 + V10); P - a= li (Vu + 
+ y tfl -- 2}15) : p - b = 5(2V5 - l'26 + V 10>; 

p - • = ş (2}15 + V2a - Vin). 
înlocuind în formulă obţinem : d = 700 cm2• 

d) Corpul a cărui volum se cerc este format 
Q din două piramide cu faţa laterală NDB comună, 

cu virful ln n şi cu bazele ADMN respectiv DCPN. 
\'olumul corpului este suma volumrlor celor 

J..--~~..-------+-t ( două piramide. A vcm : 

(10 + :lO) · 40 1 (20 + 10) · :JO 
'f°= ---------- · 30· -+ -- ----- · 40· 

2 :-l 2 

1 
· - = 14000 (cm3). 

3 

7.19. Se dă. diedrul drept format de Remiplanele &' şi !l,. Se iau în 
pla,nul g, punctele A şi B astfel încît distanţele de la ele la muchia diedrului 
Rit fie A.A' = 4 cm, BB' = 7 cm, iar A' B' = 4 cm. În planul fl, fie 
pum·tul .Zlf, situat la distanţa .llfM' = 5 cm de muchia diedrului, iar 
Jll' U' = l cm astfel încît M' E (A'B'). Se cere: a) lungimea ~(~gmentului 

I 

k~ A 

AB; b) rnăsur,1, unghiului 
11L' AB ; c) aria totală. şi 
volumul piramidei cu baza. 
ABB' A' şi cu vîrful în 11!. 

R. a) A B se află din trape
zu I dreptunghic A' ABB'. Fie cir. AC 
_Lclr. BB' şi ob\inem: .AC= 4 cm, 
JJC ,= :-l cm, deci in triunghiul drep
tunghic ABC ipotenuza AB = 5 cm. 

b) Deoarece ,U' A= 5 cm (din 
triunghiul dreptunghic A' AM) şi 

.U' B = 5f2 cm (clin triunghiul drep
tunghic M' BB'), observăm că lW A, 
M' B şi AB satisfac conditiilc teo
remei lui PITAGORA, deci unghiul 
M' .4 B este unp:hi drept. 

c) Aria tot:ilă a piramidei este suma ariilor triunghinrilor A'Al\,l, ABl\1, BB'l\l, A'B'M 1i 

şi n Lmpczului dreptunghic A'ABB'. Avem 

_ <4 + 7>. 4 4. 5 4. Y:i4 5 · 5VI 7 · V2"a 
d = --2-- + -. -2- + -2- + 2-- t _2 ____ = 

Volumul piramidei este : 

22·5 110 
,Y = -- = -- (cm1). 

3 3 
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7.2JP0 • S:t se a.ra.te că. triplul a.riei totale a unui tetra.edru este mai 
mic decît suma, pătratelor muchiilor. 

n. Fie VABC un tetraedru oarecare. Notăm cu #1 aria laterală şi avem: 

/',.. 
V A · V B sin A V B 

2 

/',.. 

VC· VA sin C.:VA 
+ 2 

~ /',.. ~ 

Dar cum sin AVB~1, sinBVC~l, sinCVA~l 
obţinem: 

VA· VB+ VB· vc+ VC· VA 
.sl1 ~ 2 (1) 

De asemenea, V .-l · V B + V B · VC + VC · V A ~ B 
~ V.1.2 + V B 2 + VC2, deoarece din (VA - V B) 2 + 

/',.. 

VB· VC· sin BVC 
+ - -----+ 

2 

V 

C 
+ (VB - VC)2 + (VC - YA)2 ;;i: O, rezultă după clteva calcul~ inegalitate a de mai sus. 
Dec,: 

VA2 + VB2 + VC2 
.sl1 ~ ------~ 

2 
(2) 

tnsumind (2) cu inegalităţile analoage pentru toate virfurilc, obţinem inegali lalea cerută în 
enunţ cu sem!ml <, cleoarece nu putem av.:a in toate vlrfurile 3 unghiuri drepte. 

7.21, Un so3lu are forma corpului din figura alătura.tă. Dimensiunile 

soclului sînt : .AB = 4 m, BG = 3 m, .AE = BF = CG = DH = l/Î'7 m, 
2 

EF PG 4 
010 2 = 2 · 020a R,i -- = -- = - . Afla,ti volumul so~lului 

.AB BG 5 ~ . 

R, Din: 

EF FG 4 
--=--=-
AB BC 5 

obţinem EF = 3,2 m, FG = 2,4 rn. 
Aflăm înălţimea trum,hiului de pi.!'amidă, 

• (AC-EG'); 
010;i = AE2 - 2 ' 

de unde 0102 =0 2 111 şi atunci o,oa = 1 m. 
AUăm volumul soclului : 

2 ~-=-- . .,. = 3 (4 · 3 + 3,2 · 2,4 + y12 • 1,&s> + 3,2. 2,4. 1 = 21,2 Cm>, 

~-
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:x 7.22. Muchiile bazelor unui trunchi de piramicffi hexagonală. regulată 
sînt soluţiile sistemului: 

{3x - 2y = 18 

2x - 3y = 2 

Planul unei feţe laterale formează cu planul ba.zei mari un unghi 
diedru de 60°. Aflaţi: .. 

a) înălţimea., apotema şi muchia, laterală a trunchiului de piramidă; 
b) volumul piramidei din care face parte trunchiul de piramidă dat ; 

V 

D 

R. Rei:olYăm sistemul: 

{
3x - !)y = 18 

2x - 3y = 2 

şi obţinem x = 10, y = 6. 
Deci muchia bazei mari este 10, iar muchia bazei 
mici este 6. 

a) Aflăm apotemele bazelor: OM = 5 Vs, 
0' M' = 3 Vî Calculăm lnălţ.imea trunchiului de pi
ramidti. cu ajutorul funcţiei taugentă. Obţinem: 

00' 
tg 60° = -- , de '11.nde 00' = 6. 

2yJ 

Atunci apotema trunchiului va fi: MM'= 4}'3, iar muchia laterali va fi: CC'= Vii 
,adică CC' = 2V 13. 

b) Aflăm !nălţimea piramidei din care face parte trunchiul de pirami :1:1 din eqalilatea 
,rapoartelor : 

far de aici, VO' = 9 şi deci VO = 15. 
Aflăm volumul piramidei : 

vo· o·c· 
vo = oe 

101vr 1 _ 
.,. = a. -- . 15. - = 150 V3. 

4 3 

7.23. într-o piramidă patrulateră regulată, aria fiecărei feţe este 
~gală cu aria bazei. Ştiind că înălţimea piramidei este a cm, aflaţi : a) 
suma muchiilor piramidei ; b) aria totală a piramidei. 

R. a) Dacă notăm latura bazei cu l şi apotema piramidei cu a11, avem : 

l • a11 l' ... -- , şi prin urmare apotema VE = 2 l. 
2 

Din triunghiul dreptunghic VOB aflăm l ln funcţie de a C'I ajutorul teoremei lui PITAGOli, 

2a}'îs 
I=-· 

15 
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Din triwiglaiul VEB, deeareee VJJI = VlP+ •li', re
zulti: 

Suma muchiilor este : 

,. --+ -V25s = --c2+ V11). ( 2a}'is a -) 4afi5 -
15 15 15 

b) Aria totală a piramidei este 511 adici : 

5 ( 2a}'i5 )2 = 4as • 
15 3 

V 

A a. 

7.24. Planele ex, ~ şi y sînt paralele între ele. Distanţa, dintre planol, 
0t şi ~ este AB = 10 cm, iar distanţa, dintre planele ~ şi y este BO = 20 cu 1. 

Luăm în planul a. segmentul AM de 20 cm iar în planul ~ segmentul 
BN de 10 cm astfel încît unghiul celor două segmente di fie de 60". 
Dreptele AN, MB şi MN intersectează planul y în punctele S, P respec
tiv Q. Afla.ţi: a) Ce fel de patrulater este patrulaterul PQSO; b) Alia 
patrulaterului PQSO; c) Volumul pira.inidei MPQSO. 

.L 

/ 
I ,· , , 

/ ; 

, 
/ 

Q 

I , 

M 

A~ 
I\ ,' I 
I \ I / 
I \ / I 
I \ , I 

I >' I 
I / \ I 

B'/ ' .' I~-,,. N 
// : "I-\ 

/ I / \ 

• I ., 
I I \ 
I I. ' 
I I ,\ 
I / I 
l, \ 
t \ 
4 I 

/I I n „ 
' •c 

I 

B. a) Pentru rezolvarea problemei trebuie să ştim ci două plane paralele • latetue
teazll. cu un al treilea plan după drepte paralele. Astfel dr. BNII dr, PQ şl dr, BNICU. CS a 
la fel dr. AMIi dr. PC şi dr. AMIi dr. QS. 

De aici rezultă că dr. PQ li dr. CS şi dr. PC li dr. QS, deol patrulaterul este un paralelogram. 
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( S D) Caleullim tnlilţimea paralelogr,._ 
rnului care are laturile : 

PQ = CS = 30 cm 

( MB 1) pentru că--= - ; 
MP 3 

şi: 

QS =PC= 40 cm 

( .4.B 1 ) p pentru că BC = 2 • 

tnlilţimea paralelogramului este PC· sin 60° = wVJ (om). 
Aria paralelogramului este 600V:f cm2• 

c) Piramida MPQSC are ca bază paralelogramul PQSC şi ca lm1lţime distanţa dintre
planele ct şi Y· 

600'Va· 30 
Volumul este egal cu ---- cm3, adică 6000}'S° cma. 

3 

7.25ro. Trapezul isoscel ABOD arc bazele AB = 20 cm, OD = 10 cm 
~i unghiul A de 60°. În vîrfurile A, O şi D se „ridică" pe planul trapezului: 
perpendicularele AM= 5 cm, OP= JJN = 10 cm. Planul determinat 
de punctele M, N şi P intersectează „prelungirea" laturilor DA şi OB în, 

punctele E şi F, iar perpendiculara,. 
,,ridicată" în vîrful B pe planul trape
zului, în punctul Q. Dreptele MN ŞÎI 
QP se intersectează în punctul S. 
Aflaţi: 

s 

' \ \ 
' \ 

a) lungimea segmentelor AD„ 
BQ, EF şi :DIS; 

b) măsura unghiului diedrn 
format de planul punctelor M, N şi 
P cu planul trapezului ABOD ; 

c) aria. totală şi volumul corpu· 
lui SEFOD. -

R. a) [ADJ, latura oblică a trapezului are. 
lungimea de 10 cm. Din DN = CP, rezultlio 
AM = BQ=5 cm Notăm cu H proiecţia lui S pe
planul trapezului. Triunghiul HEF este echila-· 
tcral. Latura EH este de 30 cm deci şi EF = 
= 30 cm. Din triunghiul dreptunghic. EHS se-: 

2 
obţine ES = 15 }'5 cm, iar MS este - din ES. ::------lL....--____ ~F 3 

E Ci deci MS = 10 }'5 cm. 
b) unghiul diedru are ca măsură, măsura unghiului plan SGH. tn triunghiul SGI:1„ 

RVlllll SH = 15 cm, HG = t5fi cm şi : 
.,,-.... 1 

tg SGH = --, 
VJ 

deci unghiul plan corespunzător diedrului este de 30". 
c) Aria totală a corpului este formată din suma ariilor triunghiurilor SDC, SED, SFC„ 

SEF şi a trapezului EFCD. Calculind, se obţine: 
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.s1 = 5olG° + 150 + 150 i- 200113 = 25<10Vs 1- 12> <cm2). 

Volumul corpului e1te dilerenţa volumelor piramidelor SR.FH şi SDCH, deci 1 

1 302 J'3 1 102 f:f _ 
'f' = - · -- · 15 - - · -- • 15 = 10oof 3 (cm3). 

3 4 3 4 

7.26PO. Semiplanele 0t şi ~ formează un diedru de 60°. Proiecţiile 
:segmentului AB, din spaţiu, pe feţele diedrului ( 0t şi ~), respectiv pe 
muchia da diedrului sînt: (CD), (EF) şi respectiv (MN). Ştiind că, AB=a, 
BD=BF=2a, ,,prelungirea" segmentului AB intersectează muchia. die-

'4lrului în punctul P şi formează, cu muchia d un unghi de 60', aflaţi aria 
totală. şi volumul corpului POAEIJI. 

•• 
p 

1 

I 

N----....1 
o .p 

f>atmlalt•rul NDBF este inscriptibil. Calculăm din triunghiul dreptunghic NDB lungimea seg-
1nu-ntul11i .,· B, şi obţinem N B = 4a. 

SaJ/3 8 f:f - 3 8 - J'3 
Vi11 u·1u11,:\u1ul dreptunghic N BP avem : P B = ·--, PA= · a şi MA= --- a. 

3 3 , 2 
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Calculăm A6 ..,. • 
I ~ 113 8 V3 - 3 PA 8}13 - 3 . 
- _4_r_, MC = a• 4 , M P ""'-2- = a• i ŞJ b'(;""" 

8f3-3 
=MC=a· --- • 

4 

Aflăm aria patrulateru!ui SMC,1 : 

J- ac- MA = ~<67VI - 48); 
2. 16 

Aria triunghiului PME nt. I 

PM· MB ,rl 
41 = ------·(8Y'ă-l)8 • 

2 14 ' 

Aria triunghiului PEA ut.: 

PE·EA ~s _ 
,# = -- = - <6,f:r - 48) V13: 

2 48 

Aria totală este deci : 

.!111 = 2 • ApMB + 2 • APE.A + _,lEMC.d = ~ (258 - 76}/3 + 67V'J9 - 4lS}'i3). 
48 

V uiumul corpului este : 

584 - 195}/3 
'Y = dEMC.4 • PM: 3 = ----a3• 

32 

> 7.27ro. În vîrful O al dreptunghiului ABOD, c.u dimensiunile A.B = 
= a V3 şi BO = a, se „ridică" perpendiculara pe planul dreptunghiului,. 

/""'-... 
pe care se ia un punct M astfel încît m(MAO) = 30°. 

a) Să se calculeze volumul prismei care are ca. bază dreptunghiul 
ABOD şi înălţimea. OM. 

b) Prisma de mai sus se intersectează cu un 
plan ce conţine punctele B, M, D. Să se calcu
leze aria acestei secţiuni. 

c) 1n centrul O, al dreptunghiului ABOD, 
se „ridică" perpendiculara pe planul său care „întil
n~~te" dr. AM în E. Este triunghiul BEM 
dreptunghic Y 

R. a) Volumul prismei este : 

,Y = d.A.BCD' CM. 

/ 

Awm #AlJcD = AB· BC = a2Y[ Calculăm pe CM. tn triun- A 
ghiul ABC, AC= VAB8 + ACI= 2a, deci CM= AC tg 30° = 2aVI 

3 • 
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devine 1 

'Y = a2Ya· 2a V3 = 2a3. 
3 

b) Secţiunea este triunghiul BMD. Avem deci de calculat aria triunghiului 
BMD. Fie dr. CC'.!.dr. BD. Cum dr.MC.1.(ABCD), conform teoremei celor trei perpendiculare, 
dr.MC'..Ldr.BD. Deci: 

BD· MC' 

2 

Dar, CC' este lnălţimea corespunzătoare vlrfului C ln triunghiul BCD, deci 1 

BC· CD aV3· a v:r 
CC'=---= --- =-a 

BD 2a 2 ' 

" fi atunci din triunghiul MCC' (Care 90"), rezultă: 

5aJ'3 
MC' = Vcc·2 + cM• = --· 

6 

Astfel, aria triunghiului M BD este : 

5aJ'3 1 5a2V'3 
.JlsMo=2a· -- ·-=--• 

6 2 6 

c) Cum O este mijlocul lui (AC) şi dr.OEI! dr. CM rl'zultă (OE) linie mijlocie ln trl
DDghiul ACM deci, AE c: EM. 

Din teorema celor trei perpendiculare, dr. MB..Ldr. AB. 
Atunci (BE) este mediană ln triunghiul dreptunghic ABM şi eum AB,t,.MB, rezultă 

eii triunghiul BEM nu e dreptunghic 

~ 7.28. Un trunchi de piramidă p:-1,trula.teră. regulată. are înălţime.~ 
de 6 cm, latura. ba.zei mari egdlă cu 4/3 din înălţime i,i la.tura ba.zei micj 
egală. cu 5/8 din latura. ba.zei mari. Să. se a.fle: 

a) volumul trunchiului de piramidă; 
b) volumul piramidei din ca.re provine tmnchiul; 
c) ariile laterale a.le trunchiului de y 

piramidă, şi piramidei. 

R. a) Lungimile laturilor AB fi A' B' slnt : 

4 5 
AB = - • 6 cm= 8 cm; A' B' = - · 8 cm= 5 cm. 

3 8 

Volwmul trunchiului este: 

h .,. = 3 (A.BI+ A' B'9 + AB · A' B') = 258 (cma}. 

b) Fie V vlrful piramidei din care provine trun
chiul. Deoarece, notlnd cu 411, respectiv .111, ariile 

C 
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bazei mari, respe.-:tiv mici a trunchiului 1 

.rl1 = ( VO' ) 2 

.s1. vo 
rezultl 1 

De asemenea, avem relaţia : 

'YVA'B'C'D' -( VO' ) 3 _ 125 1 

,Y y ABCD VO 512 

unde 1'"VA'B'C' D' şi ,y V ABCD stnt volumele piramidelor V A' B'C' D' şi V A BCD, 

Uin relatia (1) avem : 

'YyABCD 512 

'YyABCD - 'YVA'B'C'D' 512 -125 

sau: 

,Y V ABCD 512 
---=--..,,,,.,.,,,., 387 

deci: 

258 • 512 1024 
.,. y ABCD = ---~ = -- (cm•). 

387 3 

c) Apotema trunchiului de piramidă este : 

(1) 

AB A'B' 
unde h = 6 (cm), aM = -- = 4(cm), am = -- = 2,5 (cm). lnlocuind, obţinem «t -

2 · 2 

= ~ }'17 cm. Deci, ariile laterale ale trunchiului de piramidă şi ale piramidei slnt 1 
2 -

4(AB + A'B') 
J/11,,.,.,,hi = 2 

4(8+ 5) 3Vî, 
• a1 = --- · -- = 39}'TI (cml) 

2 2 

şi deoarece dyAB = dysc = dvco = dviJA, rezultă: 

BC· VM 
.sl1pircmid4 = 4dvsc = 4 · 2 

4 · 8 · 4}'17 = ---- = 64}'17(cm1) • 
2 

7.2911(. Se dă-o prismă patrula.tera regulată .A.BOD.A' B'O'D'. Latun. 
bazei este de 2 dm, iar diagonala. A.O' a prismei este de 4 dm. 

a.) Să se arate că triunghiul AOO' este isoscel. 
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b) Să se calculeze aria totală a piramidei cu vîrful în O' şi baza. 
ABOD. 

c) Presupunem cit prisma este metalică şi că prin topire se transformă. 
1n alta a cărei bază este un dreptunghi cu lungimea, de 2 dm şi lăţimea. 

de V-2 dm ; să se arate că înălţimea acestei prisme este egală, în lungime, 
cu diagonala prismei iniţiale. 

R. n) Vom arăta că (AC) = (CC'). Din triunghiul 
dreptunghic CC' A (C are 90") avem : 

CC' = V AC'• - ACI = V AC'1 - A.BI - BCI = 2y2 dm. o·-----,--.-,,-.,..--r 
Dar AC = 2V2 dm, deci AC = CC'. 

b) Aria totală a piramidei are expresia: 

•• = JIABCD + Jiene·+ .slccB• + "'C'AB + "'C'DA = 6 
= 4<V:f + V2 + 1> (dms>. 

c) Volumul prismei transformate după topire este D A 
egal cu volumul prismei Iniţiale. Putem scrie, notlnd cu 1'1, respectiv 1'2 volumul prismei 
lnainte şi după topire : 

sau: 

uu, cum 1'1 = 2 · V'2· h: 

2·2·2V'2 = 2·}'2·h 

de unde h = 4 dm. Dar AC'= 4 dm, deci h = AC'. 

7.3oro. Să se determine volumul tetraedrului determinat de cen
trele de greutate ale feţelor unui tetraedru regulat dat, în funcţie de lungi
mea. muchiei. 

n. Determinăm mai lntli volumul tetraedrului regulat de muchie l. Fie G proiecţia 
lui A pe planul triunghiului echilateral BDC. G este centrul de greutate al triunghiului BDC 

• cum medianele se intersectează pe fiecare la o treime 

2 
de bază şi două treimi de vtrf, rezultă DG = - m, 

3 
unoe m reprezintă.lungimea unei mediane a triunghiului 

,r:r ,v:r . . 
BDC, deci m = -- sau DG = -- . In triunghiul 

2 3 
dreptunghic AGD, aplicăm teorema lui PITAGORA. 

,. 212 lV'6 
AG2 = AD8 - DG2 = 11 - - = - , deci .A.G. = -- • 

3 .3 3 

A 

~= ( 
11. 11. 12Ys 1 Vif ,ay2 

,rABcD=3 .gs.oo· AG = 3. T. 3 =12· 
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Fie .M şi N centrele ie greutate ale feţelor ABD fi ADC, B', C', mijloacele laturilor DO 
AM AN 

fi respectiv BD. Deearece .-- = -- = 2 rezulti (conform reciprocei teoremei lui 
MC' NB' 

MN AM 2 2 
TaALBS că dr,MNlldr,C'B'deci: -- = -- = - , de unde MN = - B'C'. Dar B'C' este 

B'C' AC' 3 3 

l 2 l I 
linie mijlocie tn triunghiul DBC, deci: B'C' = - şi obţinem MN = - • - = -· 

2 3 2 3 
Deoarece tetraedrul determinat de centrele de greutate ale feţelor tetraedrului regulat 

este regulat şi MN este o muchie a sa, conform rezultatului stabilit anterior (pentru calculul 
volumului), obţinem că volumul acestuia este egal cu 

MN3 }'2 sau J'2 · (.!_ )3 = 13 J'2 • 
12 ' 12 3 324 

7.31PO. Se consideră un tetraedru SABOastfelîncît dr. SAl.d.r. SBl. 
l.dr.80 l.d.r.SA. Triunghiul ABC esteascuţitunghic Y Justifica.ţi răspunsul. 

R. Arătăm că unghiul i: ACB este ascuţit. Fie dr, SP .ldr. BC, P E dr. BC. Deoa„ 
rece triunghiul SBC este dreptunghic tn S rezultă că PE (BC). Deoarece dr, AS...Ldr. BS, 
dr. AS...Ldr. CS rezultă dr. AS...L(BSC). Dar dr, SP ...Ldr. BC: deci, conform teoremei celor. trei 
perpendiculare rezultă dr, AP .ldr. BC; tn plus PE(BC) deci tn triunghiul dreptunghic A.PC 
unghiul ACB este ascuţit. Similar se arată că unghiurile CAB şi ABC sint ascuţite. 

7.32. Planul dreptunghiului ABOD se „îndoaie" după diagona.la. AO 
pînă cînd planul .AOD devine perpendicular pe planul ABO, adică. se for
mează un diedru drept. Ştiind că. AB = 40 cm şi BO = 30 cm afla.ţi : 
distanţa din spaţiu dintre punctele B şi D; aria totală a corpului .A.BOD 
format. 

R. tnălţimea DE este de 24 cm. Aflilm EB din triunghiul dreptunghic EBF cu teorema 
lui PITAGORA şi ~bţinem EB = 2v 193 cm. 

Aria totali va fi : 

Aflăm DB din spaţiu cu ajutorul teoremei 
lui PITAGORA din triunghiul dreptunghic DEB fi 
avem DB = 2Vffi cm. 

Aflăm EP din triunghiul AEB : EP = 
= AE • BF : AB = 10,8 ( cm), iar EG din triun
ghiul EBC : EG = EC • BF : BC = 25,6 (cm). 

Cu ajutorul teoremei lui PITAGORA aflăm 

6}'48î 
din triunghiul DEP, DP = - 5--, fi din triun-

8 Yffl 
ghiul DEG, DG = -- • 

5 

&yTsi s}'48i -
.JI = 30· 40+ 40·-5- : 2 + 30• - 5 - : 2 = 48• (25 + f481)(cml), 

7.33PO. Să se a.rate că piramidele triunghiulare, patrulatere şi pe~ta
gonale sînt singurele piramide regulate care pot avea. feţele laterale tnun
ghiuri echilaterale. 
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a. Ple A1,.t1 , • • A. un poligon regulat cu n laturi de laturi" ~ fie() centrul acestul 
,.u,.n. 

ln triunghiul isoscel OA1A1 notăm cu 2or. măsura unghiului A10.41 fi cu M 1niljocul 
Jatmii A1A1• 

A ~~ A 
Deoarece pentru n = 3 se obţine 2 m(or.) = ~ = 120" rezultă cll m(or.) = 60° şi deci, 11entra 

n;il: 3, deducem m(or.) ,s;; 60". 

a 

2 a 
Pe de altă parte sin or. = --sau OA1 = -2-- • Fie S un punct pe perpendiculara tn 

OA1 . sin or. 
O pe planul poligonului dat astfel Incit SA1 = • , , = SA11 = a. Din triunghiul dreptunghic 

a 1 ' · 
S0A1 rezultă că OA1 < SA1 sau -.- < a sau sin Gt > - de w1de rezultă că.m(or.)> SO". 

2smor. 2 

tn concluzie, avem că 30"< or. ,s;; 60". Rezultă că piramidele regulate care pot avea feţele 
laterale triunghiuri echilaterale sint numai acelea pentru care 30° < Gt ,s;; 60". 

360° 
Ţintnd cont că 2m(or.)= -·, rezultA următoarele posibilităţi : 

n 

1800 
n = 3, de unde m(et) = -- = 60" 1 

3 

1800 
n = 4, de unde m(et) = -- = 45" J 

4 

1800 
n = 5, de unde m(or.) = --= 36°. 

5 

Pentru n;il: 6 rezultă m(;_) ,s;; 30", deci astfel de pirami4e nu pot avea fetele laterale triun-
ghiuri echilaterala. · · 



§8. CORPURI ROTUNDE 

8.t•. Un cilindru se desfăşoară pe un plan după un dreptunghi, 
ale cărui diagonale sînt egale cu 2a şi formează între ele un unghi de 120". 
Să se a.fle raza şi generatoarea cilindrului. 

R. Fie dreptunghiul ABCD, cilindrul desfăşurat tn care AC = BD = 2a şi, noUnd cu O 
./",.. 

l()unctul de Intersecţie al diagonalelor, A0Bare120°. Fie dr.OE_Ldr.AB. 
Cum diagonalele se intersectează ln părţi congruente, avem AO = a 

./",.. 
:şi tn triunghi.ul dreptunghic AOE ohţinem, ţintnd cont că AOE are 60°: 

1 a 
OE = OA· cos 60° = a• - = - • 

2 2 

De aici, ţintnd cont că OE este linie mijlocie tn triunghiul 
ACB, avem: 

a 
GB = 20E = 2 · - = a. 

2 

Deei, generatoarea cilindrului congruentă cu GB, are lungimea a. 
la triunghiul AOE, lungimea lui AE este : 

c.lc undei 

aJ/3 
AE = AO sin 60° = --

2 

AB = 2 · AE = aVi 
Dar prin lnfăşurare, AB devine circumferinţă a cercului bazei cilindrului. Deci, notlH 

eu R lungimea razei cilindrului, se obţine : 

21tR = AB 

de unde, 

aVs 
R=-· 

2.c 

a.2•. Într-un cilindru circular drept cu raza r = 14 cm şi înălţimea 
h = 4 cm, este „înscris" un pătrat astfel că două vîrfuri a.le sale sînt pe 
,cercul unei ba.ze, iar celela.lte două. pe cercul celeila.lte baze. Găsiţi latura 
pii.tra.tului. 
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li, Fie AD latura pătra Lului situatl pe bau superioară a cilindrului. Dreptele AD şt ~.v 
.Snt perpendiculare, la fel BC şi IIG, Iar (O'P) a (01(), dr. AD n dr. EF = {P} şi 
llr. BC n dr. HG = {I{}. 

Cum dr. 00' .Ldr. ,1D, dr. O'P .Ldr. AD, rezultă dr, AD.Ldr. PI(. În plus, deoarece 
A.BCD este pătrat, rezultă (,1.D) a (PK). 

B 

Sll. notăm latura pll.tratului eul. Atunci: 

AD= 2AP = 2yr1 - o•pz. 

Pe de altll. parte, duclnd dr. PP'lldr. 00', în triunghiul PP'K 
avem: 

PK = Yh2 + 40' pa. 

Dar, cum (AD) e (PK), rezultă: 

2Yr1 - o•p• = Yh• + 40'P2. 
de unde obţinem: 

1 v4r-h1 1 O'P= - ---= -Ys84=Y'oo=4Y'i'(em), 
2 2 2 

De alei, latura pătratului este : 

l =AD= 2y 196 - 96 = 2}'ioo = 20 (cm), 

8.3M,PO. Un cilindru circular drept are generatoarea g = 6f3 m 
şi raza de 6 m. Cu ce unghi trebuie „înclinat" <'ilindrul astfel încît centrul 
unei baze să se proiecteze într-un punct al cercului celeilalte baze Y 

R. Să înclinăm cilindrul astfel tnclt centrul unei 
baze sll. se proiecteze tntr-un punct al cercului celeilalte 
baze şi sll. notii.m eu et unghiul de lnelinare. 

-"' ln triunghiul A'O' A, unghiul A' AO' este dat de : 

./',... O'A' r 6 1 
tg A'AO' =- = - =--= =--:::• 

AA' g 6(3 Va 
./',... 

Deci m(A'AO') =300. Cum avem relaţia, 

./',... 
m(A' AO') + m(et) = 900 

rezultll. m(or.) = 600. 

A 

8,4H. Un plan ce conţine centrele celor două 
baze ale unui cilindru circula.r drept intersectează. 
-cercurile celor două baze în .A şi B şi respectiv în 
--1' şi B'. (A, A' sînt pe aceeaşi generatoare, B, B' la 
iel). Găsiţi distanţa, dintre punctele .A şi B', în func
ţie de raza R a, ba.zei şi generatoarea G. 

R,Planul ce conţine centrele celor două baze este ABB' A', 
Evident, cum AB conţine centrul bazei, avem AB = 2R, iar 

BB' = G. Decl,tn triunghiul dreptwgbic ABB', lungimea lui AB' 
este: 

AB' = Y4R2 + aa. 
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8.5M,ro. Găşiţi locul geometric al punctelor din spaţiu &ituate la, o 
distanţă dată R de o dreaptă dată d. 

n. Fie un plan a:, perpendicular pc dreapta d şi fie O punctul unde d intersectează planul a:. 
ln planul ac: fie un cerc cu centrul in O şi rază R. Atunci orice punct M de pe cerc, are 
proprietatea că dr. OM.Ld şi OM= R. 

Fie acum o suprafaţă cilindrică circulară generată de cerc tn jurul lui d, cu G genera
toarea acesteia, şi evident distanţa de la G la d este R. Deci, locul geometric este suprafaţa de ro
taţie ln jurul lui d generată de cercul cu raza R, centrul pe d şi situat in plan perpendicular pe d. 

8.fP'. Un con circular drept, cu raza bazei 9 em şi înălţimea 20 cm, 
este intersectat cu un plan paraJ.el cu baza.. La ce distanţă de vîrf trebuie 
dus planul, astfel încît raza. cercului de secţiune să fie 6 cm Y 

R. Fie ac: planul paralel cu baza conului, astrei Incit roza 
cercului de secţiune 0' l\,l' să fie de lungime 6 cm. 

Deoarece dr,O'M'.Udr.OJ'1,triunghiurilc VOMşi VO'M' sint 
uemenea şi, scriind rapoartele lor de asemănare : 

vo· O'l\f' 

ro OM 

rezultl1 

vo· o --=-• 20 9 

2 40 
de .unde vo· = 20 • - = - ( cm). 

3 3 

V 

M 

L'?. Un con circular drept are diametml bazei de 12 cm, ,i tnM
ţimea. ega,Iă, cu 2/3 âin diametru. "La ce dişta.nţă de vîrful conului· trebuie 
făcută o 1ecţiune într-un planj>amlel cu baza, astfel încît lungimea cer-. 
eului de aecţiune Bă, fie 91t ! (vezi figura. de la problema 8.GH). 

R. Fie o secţiune paralelă cu baza 11s!kl Incit lu11stmea 
cercului de secţiune să fie 9n-. 

Deci, cum 2n-O'M' = 9n-, rezulti O'JJf' = 4,5 cm • 
Din ueminarea triunghiurilor VOM şi VO'M' rezultă: 

vo· O'M' 

VO-OM 

2 
Dar Vt) = - · t! cm = 8 cm, deci : 

3 

8· 4,5 
VO' = -- = 6 (cm). 

6 

8.814• Un con cu genera.toa.rea de 16 cm se deafJ.,oari. pe un pla.n, 
după nn sfert de cerc. Găsi~i raza, ba.zei conului. 
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;&au: 

Astfel, sectorul fiind un sfert de cerc, el are lungimea : 

2nG 2n:· 16 
L= - = --=81t, 

4 ' 

Pe de altă parte, lungim~a R a razei bazei conului, o scoatem scriind relatla 1 

21:R=L 

-de unde R = 4 cm. 

8.9x. Într-un trunchi de con circular drept cu R = 16 cm, şi r = 
.S cm, se înscriu două conuri care au ca baze bazele trunchiului şi genera
toarele unu ia în pr0lungirea generatoarelor celuilalt. Ştiind că, înălţimea 
trunchiului este de 12 cm, să se afle înălţimile celor două conuri. 

p M 

R, Să notăm cu V vlrful comun al celor două conuri ~ 
cu 00' înălţimi'& trunchiului. 

Fie VO şi VO' înălţimile celor două conuri. Fle N piciorul 
perpendicularei din M' pe baza mare a trunchiului. Triunghiu
rile M'PN şi VPO slnt asemenea (dr, VOUdr • .'ll'N) şi, scriind 
proporţionalitatea laturilor avem: 

l'O PO 

M'N PN 

<::um M'N = 12cm, PO = R = 16cm, PN= R + r = 24 (cm), obţinem: 

12 · 16 
VO= --= 8(cm), 

24 

Aar lungimea lnlUţimii VO' al celui de-al 2-Iea con este : 

VO' = 00' - VO = 12 - 8 = 4 (cm), 

8.1011• Fie tl o semi-dreaptă de origine O, şi un unghi ascuţit «, am
bele date. Găsiţi locul geometric al punctelor M diA spaţiu pentru ca.re 
unghiul dintre O J,J şi '1 este «. 

n . /'o, 
• Fie M ,p O un punct al locului geeraetric. Fie dr. MN J.d, NE d. Atunci m(.\'OM) = «. 

Să <'onsiderăm cercul de <'rntru N fi rad. N 1,f, Evid1•nt, pe:avu orier punct P de pe 
/'o, 

,eircumfC'rinţa cercului, avem m(PON) = &. 

Să considerim plnza conicii circulară dreaptă generată de O şi scmid.reapta OJI.I. Aceasta 
.este locul ,eometrlc ciiutat. 

1.11 11• O dreaptă ce conţine centrul unei sfere cu raza R = 1.0 cm 
;intersectea.ză un pfan c.c într-un punct .Jf, astfel că. OJI. = 26 cm. Ştiind 

că distanţa, de la. Jl la, proiecţia. lui 
O pe « este 24 em, stabiliţi poziţia 
pla.nului « faţă, de sfera.. 

R, Fie 0'0 ~ de la O la planul «. 
D2oarcce, ln trtaoghiul dreptunghic 

MOO': 
00' = Yd - MO,. = 10 (cm~ 



rezulti ci 0' coincide cu punctul de tangenţi dintre plaR şi sferi, astfel cll Gt este tangent sfereli 
tn o··. 

8.12·11, Un plan ex intersectea.zil. o sferă. cu raza. R = 0,5 m, !a.stfe) 
tncit a.ria. cercului de secţiune este de 4 ori ma.i mică. decit aria unui cerc
ma.re a.I sferei. Găsiţi dista.nţa, de Ia, centrul sferei la planul de secţiune .. 

R. Fle O centrul sferei şi O' centrul cercului de secţiune. 

Aria cercului de secţiune este TCFt, unde R1 este raza cer
cului de secţiune, Deoarece aria unui cerc mare al sferei este 

71: 
KR' = -• condiţia din enunţ devine: 

4 

1tFi=~ 
16 

1 A 

de unde R1 = -m. Considerlnd triunghiul dreptunghic OO'M'(m(O') = 90°), distanţa [001 
4 

este: 

l'â' 
00' = V R.8 - R? = - (m). 

4 

8.1311• Fie două. sfere de centru O şi 01 şi raze R şi R'. 1n fiecare 
din situaţiile următoare precizaţi poziţia, sferelor: 

a.) R = 8 cm, R' = 4 cm, 001 = 3 cm; 

b} R = 13,5 cm, R' = 4,5 cm, 001 = 20 cm; 

c) R = 2Vs cm, R' = 2(2 -Va} cm, 001 = 3 cm; 

d} R = 2(4 - v'2} cm, R' = 2(5 - 2V !) cm, 001 = 1 cm. 
R. Poziţiile relative a doui sfere determină anumite condiii şi relaţii Intre razele sferelo•· 

fi distanţa dintre centrele lor. Astfel două sfere pot fi : 
i) tangente exterior, cind 001 = R + R' (păstrăm notaţiile din enunţ) ; 
ii) tangente interior, cind 001 = R - R' (am presupus R> R') ; 
iii) secante după un cerc, cind R - R' < 001 < R + R'; 
iv) Interioare, clnd 001 < R - R' ; 
v) exterioare, cind 001> R + R'. 
a) Cum R -'R' = 8 - 4 = 4 ·(cm) şi 001 = 3 cm, sferele stnt interioanPt 
b) Deoarece R + R' = 18 < 001, sferele slnt exterioare; 

c) Cum R - R' = 4}'3 - 4 ; R + R' = 4, avem relaţia : 

R - R' < 001 < R+ R' 

adleă sferele slnt secante ; 
d) Sft rele stnt secante. 

a.J.P. Două plane paralele intersectează. sfera de rază. R = 5 cm„ 
după două cercuri cu razele respectiv r = 3 cm, r' = 4 cm. Aflaţi. înăl
ţimea. zonei sferice determina.tă de cele două. plane. 

R. Planele de secţiune se pot ana de aceeaşi parte a centrului sferei sau de o parte p 
de alta a centrului, 
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Sll. prcsup11Dcm ci planele slnt situate de aettaşi parte a centru„ 
~i..:.::i:'l::::..;iil!I..._N lui sferei şi să notăm cu O, 01, 01 centrul sferei, ftspectlv esnuele celOI' 

două cercuri. --.J-.-~~ M Distanţa 0 10 2 este fnălţimc>a zonei sferice dc>termfnatll tn acest 
caz de cele 2 planc>. Considcrlnd triunghiurile dr!'ptunghice ON01 şi 
OJJ01 putem scrie : 

0 10 2 =-~ 002 - 001 = V 0N2 - o~:\ 2 - -V u;u2 - 0 1l\12 = 
=VW-r=-VR8 -r'2=4-3=1 (cm). 

Dacii planele slnt de o parte şi de alta a centrului sferei, considerlnd aceleaşi triunghiuri 
:lfotmate, obţinem : 

8.1:?1• Găsiţ;i lmml geometric al picioarelor perpendicularelor duse din 
a,mnctul fix A pe planul variabil ce conţ.ine JlUnctul fix B. 

R, Segmentul AB este constant. Fie 1\f piciorul perpendicularei din A pe un plan co .,,,-.... . 
..con!ine B. Cum m(AM B) = 90', rezultă că ,U se află pe bfrra de diametru A. ll . . \strel, 

AB 
·locul geeR1elric căutat este sfera cu raza - 2-. Reciproc, din orice punct M de pe sferă, tlia-

.,,,-..._ 
~ctrul AB se vede sub unghiul .-L~fB, drept. 

8. rn~1-"0 • S1 s~ afle volumul unui cilindru circular drept înscris într-o 
q>rismă. t1'in nghiularii. drea.ptă ca.re are latura ba.zei 4V3 dm şi înălţimea 
,de 10 dm. 

11. Bazl"lc cilindrului slnt cercuri lnscrise ln bazele prismei. Cum bazele prismei slnt 
•-triunghiuri echilalrrale de !alură l = 4V3 dm, raza cercurilor de bază ale cilindrului are lun• 

;gimea R = I~:! = ~ = 2(dm). Inălţimea cilindrului fiind egală cu lnălţimea prismei, volu

•mul săa este i 

'f' = r. W • li = 4Cnt ( dm3). 

1.17111• Un con circular drept are raza bazei de 
-6 cm şi generatoarea de 10 cm. · Găsiţi volumul co
•nului. 

n. ln triungbiul dreptungbic VOM, avem: 

VO = VM\'3 - M02 =Vai= 8 (cm). 

"'Volumul conului este dat de expreia: 

r.W · h r. · M01 • VO 
'f' = - 3- = 3 = 96r. (cml). 

V 

8.tOM.ro. Un triunghi dreptunghic ABC (A.are 90°) se „roteşte'' pe :dnd 
,an jnml catetelor şi apoi al ipotenuzei. ' 

a) Dacă AB =· 5 dm. şi .A.O = 12 dm,, găsiţi cele trei volume "f'"u 
11"2, .,,.3 Î 
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b) Da.că..ÂB = ,, AO = b, 1"'1 şi 1"' a sînt volumele obţinute prin „roti
rea" triunihfului în jW'Ul catetelor, iar 1"' prin „rotirea." în jurul ipotenuzei, 
ară.taţi ,~ : 

1 1 1 
"f'"2 = 1""i + 1""~. 

c) Formulaţi şi demonstraţi o reciprocă la punctul b ). 

R. a) Fie ABC triunghiul dat. Prir, ,,rotirea"ln jurul lui 
AC, se obţine un con cu raza bazei de lungime AB şi înălţime 
AC, prin ,,rotirea" triunghiului in jurul lui AB, se obţine un con 
cu raza AC ~i lnălţime AB, iar prin „rotirea" triunghiului ln jurul 
ipotenuzei se obţin ilouă conuri, cu raza de lungime AD, per
pendiculara din A pe BC, şi !nălţimile BD şi respectiv CD. 
AsUel cele trei volume au expresia : 

1tACI · AB 1t ·121 ·5 .,.1 = · = --- = 240 7t (dm') ; 
3 3 

1tABl· AC 

"'• = 3 

7t. 51 • 12 
= --- =100n:(dm3): 

3 

n· AD2 • DC 11:·ADl·DB 
1"a= ----+ 3 3 

A 

AB• AC 5· 12 5· 12 60 
AD= BC = Y121 + 51 = 13 = 13 (dm), 

şi deci I 

·C 

B 

1t · ADI n • ADI · BC 1200 
"Y1 = ---(DC+ Dll) = ---- = - -n; (cima). 

3 3 ~ 

b) fiu notaţiile date avem.: 

1tb1c 1tr6 1tb1cl 
"Y1 = -- ; "'• = -- ; ,V = - ' 3 · 3 3a 

de unde, membrul drept al relaţiei de arătat, devine : 

9 9 

R'b'cl + nlc''fll 

aau, 

9 ( 1 1 ) 
rw·.-,;a+~ 

4e unde, 

I _. 9a1 1 -·--=----· rblcl w ~"' ,va 

c) Jtie un 11PiU11glu ·ca laturile ele 1 ..... •, r, fi c, (~ Iii:' 6 fi~•). _DMllnlN wbr 
mele ,,., ...,1, "Y1, ale eerparilw N taa ...-e plllll „i.tJIN --~ ln JURI lat.,..I' a. 



l'Npectlv b şi e, emtA relaţia 1 

atunci trlungblul este dreptunghic. 
Volumul ,,. obţinut prin „rotirea" triunghiului tn jurul laturii a are expresia: 

nh!·a 
"f=--

3 

unde ha este tnii.lţimea triunghiului corespunzătoare laturii a. Apoi: 

nhf • b n~- c 
'f'1 = -- : ,,. = --

3 3 

unde hb şi h,, slnt lnilţimile corespunzătoare laturilor b şi c. De aici, relaţia dată devine dupi 
lnlocuire 1 

1 1 1 

a1 ! = b1h: + c1h! • 
Dar, noUnd cu 9 aria triunghiului, din : 

2d = aha = bhi, = eh,, 
rezultA, lnloculnd şi simplificlnd : 

fi conform reciprocei teoremei lui PITAGORA triunghiul este dreptun~hic. 

8.10-·0I'. Un con circular drept are raza haz<>i B, = 0,8 m. El are trei 
generatoare două. cîte două · perpendicula.rc. Aflaţi volumul conului. 

V 

A 

R, Fie VA, VB şi VC trei generatoare perpen
diculare două ci te două ale conului şi O piciorul perpen
dicularei din V pe planul bazei conului. 

Tmmpiul ABC este echilateral, deoarece triun· 
ghiurile dnptunghice A VB, BVC, CVA slnt congruente 
(VA= VB = VC) ,i dNi cum ABC este tnscris ln cer
c11l · de 1ad R, anm 

AB= .H = M = R(:f = o,sYam. 
,,,,.,,....._ 

dn)llungbic A VB (AVBare900) 

Caleulim. lu-,laea lall .. »lli conului dia tlhlltlWel dnp&uegbic VOA: 

Vil= y'Vl•- A~= ~-- ....... ' __,-= ._ • ~ ~ R(2 
,I 2 2 

Volwaul eoJIUlui teste : 

~ 111P · JII..,.- ,..Jllfi· '0.256·nf2 
.,. = ;J = --.-----. -,,;o: 8 

•-c.111 .,4Ş7 



8.20p0. Oa,lculaţi volumul unui con circumscris unui tetraedru regulat 
,de muchie a = 6 cm. 

U. Fie VABC tetraedrul regulat ln care triunghiul ABC este echilateral. Raza cercului 
,circumscris triunghiuluiARC are expresia: 

2 ABV'f a'{S 6Y3° 
R=-· --=--=o.-~(cm), 

3 2 3 3 

Fie VO !nălţimea tetraedrului u11de O este centrul de greutate al triunghiului ABC. Ea 
...iste şi lnălţime a conului şi are expresia : 

VO = Vas - 3:a = a~ = 6v: = 2}'6(cm), 

"Volumul conului este: 

rr:R1 • h 1ra8Ya" rr: 216}'6 1r,, 
'f' = --- = -- = --- = 81tr 6 (cm1). 

3 27 27 

8.21110• Un dreptunghi cu laturile a şi b (a < b) se „roteşte" în jurul 
dui a şi apoi în jurul lui b. 

a) în ce caz se obţine aria laterală mai ma.re! 
b) 1n ce ca.z se obţine volumul mai ma.re! 
R, Prin „rotirea" dreptunghiului tn jurul laturii a se obţine un cilindru cu raza bazei de 

4ungime b şi generatoare a. Aria sa laterală şi volumul slnt : 

t1I 1 = 21rba ; 'f' • = 1rb'a. 

Prin rotirea tn jurul laturii b se obţine tot un cilindru ln care z 

'f'. b 
Observăm că cele două arii laterale slnt egale, iar cum-:;;- = - > 1 rezultă 'f'a > 'f'o, ·r• a 

I\ " 8.22PO. Un trapez dreptunghicABOD, (m(B)=m(0}=90°) se „roteşte" 
injuruluneiparalelecudr. BO, distanţa de Ia.dr. BOla axă fiind de 3 cm (se 
-consideră axa în planul trapezului, dar în afara lui). Dacă A.B = 12 cm 
A.D = 10 cm şi CD = 4 cm, să se afle aria totală şi volumul corpului fo:rma,t. 

R, Prin „rotirea" ln jurul axei (d)ia naştere 
-un trunchi de con (cu razele bazelor R = AB + 
+ RO = 15 cm, r = CD+ C01=4 + 3=7(cm) 

..cu inăl ţi mea BC=6cm şi generatoarea AD= 10cm) 
şi un cilindru (cu raza de lungime R1=B0=3em 

··şi generatoarea de 6 cm). Aria totală a corpu
;iui format are expresia : 

= 10 r.( 15 + 7) + r. · 153 + 1; • 71 - 211: · 3a + 
+ 21'· 3• 6 = 512x (cm1), 
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Volumul corpului format are expresia : 

w•h 11•G 
'Y = -r,,.con - -reo, ::a: - 3- (Jlll + r8 + Rr) - 7t ~ • h = 3 - (225 + 49 + 105) -

- 7t • 9 • 6 = 7041t (cma). 

8.2311• Aria, totală a unui cilindru circular drept este de 1321't' cm2, 

iar cea laterală. 961't' cm2• Să. se afle volumul cilindrului. 
B. Va trebui să aflăm lungimile razei şi generatoarei cilindrului. Deoarece : 

41, = 21tRG = !l6rc 

şi: 

rezultă:· 

.,,, = 2n:Jlll + ., = 132;,; 

(132 - 96)7t 
1(1= 

2n: 

de unde R = sV2" cm. Inloculnd misura razei tn expresia c,• riă aria laterală se obţine: 

967t ,,-( ) 
G = 671:1/2 = 8y2 Cill. 

Volumul cilindrului este: 

,r = n:R2G = 144V1° n:(cm"). 

8.HPO. Să. se determine locul geometric al intersecţiei a două plano 
perpendiculare care „trec" prin două. drepte para.lele fixe. 

n. Fie 1r1 şi n:2 două plane perpendieulare şi d1, d2 dreptele paralele fixe ca d1 c 7t1 ş; 
ci, c 1t8, Fie d = 1t1 n r.2• Atunci d li d1 şi d li d2• 

Fie un plan or. pupendicular pe dreptele d1 şi d2• Atunci or.J..d. Să notăm cu 0 1, 0 2, .U. 
punctele de intersecţie aldui or. cu d1, d1, d. Atunci dr.01 M ,ldr.02M. Punctul M este mobil, şi cum 

m(~a) = 90", M se )U)ă pc cercul de diametru [010 2] şi deci d dc•1cric o suprnl'a\ă cilindrică 
circulară, avlnd drept a:d. u dreaptă ce conţine mijlocul lui [0101 ], 

8.2511• Un con se desfăşoară pe un plan după, un semicerc cu dia., 
metrul de 10 cm. Să. se afle volumul couului. 

n.. Diametrul semicercului este egal cu dublul nui.rimii generatoarei conului, G. Deci• 

10 = 2G 
de unde G = 5 cm. 

Haza contilui o vom determina din egalitatea dintre aria late;.·ală a conului cu aria seml• 
cercului. Avem : 

de unde: 

f.&tăl\iml'a h a conului cs~e: 

1tGa 
n:RG= -

2 

G 
.R = --- = 2,5(cm), 

2 

5 J/:f 
h =.VG2 - P.:=--' -·(em). . 2 
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Volumul conului este dat lle relaţia: 

n:R3·h 
1"=---= 

3 

125Y's 
24 1t (cm'), 

8.28M,PO. Un corp în :formă de con circula.r drept cu raza. ba.zei 
R şi înălţimea. h, confecţionat dintr-un ma.teri.al impermeabil şi închis 
etanş, este umplut cu apă pînă la. jumita.tea. înălţimii. 11 întoarcem în 
aşa, fel încît vîrful să fie în jos şi baza tot orizontală.. Să se găsească. înăl
ţimea. la ca.re se ridică apa. în acest caz. 

R, Forma lichidului din con este ln primul caz forma unui trunchi 
de con, iar in al doilea caz forma unui con. 

Să calculăm volumul lichidului în primul caz. 
(MN) fiind linie mijlocie, raza r = O' N a bazei superioare a 

BO R h 
trunchiului de con ABNM este r=- = -. lnălţimea 001 este - • 

2 2 2 
Volumul trunchiului de con este 

1"= 1rh (w+ ~ + ~) = 11rh~. 
6 4 2 24 

V 

Vom calcula acum volumul conului format de apă tn poziţia a 
doua. 

B Triunghiurile V81N1 şi VOB slnt asemenea (dr. M1N1 Hdr, A.•) lji 
scriem proporţionalitatea laturilor : 

V01 01N1 
--= --vo OB 

lnlocuind, oltţinem : 

V 
vo1 = 91N1 

h R 

R•V01 
S>e alei, 0 1N1 = --, şi volumul conului VM1N1 este: 

h 

Dar cele do119 volume 'f şi 'f 1 slnt eple, deci : 

I 

'ff 
De aici, V01 = - h. 

2 

71rhlt9 1r • R3 • vt/i 
--=-----· 

24 3h1 

fJf,seroa/ie. Problema admite următoarea generalizare. Fie ,,. volumul conului Iniţial 
,,.1 volumul apei, h !nălţimea conului iniţial, hi şi~ lnilţimile la care se ridică apa ln prima, 
respectiv a doua poziţie. Ţinlnd cont că raportul volumelor este egal cu cubul raportului Inii• 
ţimilo,· corespunzitoare, putem scrie ln primul caz : 

... -:.. ... 1 _ ( h ; hi r 



"ar Io al doilea cu: 2 

~=t:·r 
,r, 

Din prima relaţie, scoţlnd expresia lui - 1 şi lnlocuind-o ln a doua relaţie, obţinem 
-V 

-dnpii calcule : 

n 
Dacă, iniţial, apa se ridică la o tnălţime egală cu - din înălţimea conului (kE IN"'), 

Ic 
,lnloi:uind ln expresia lui h1 se obţine : 

h ,r-:-..,,-,-
h1=-,:Jk1-:ik+ 1, 

k 

8.2'71'·ro. Un trapez dreptunghic se roteşte, oda.tă. în jurul hazei 
mari, altă da.tă în jurul bazeimici.Cunoscînd volumele "1"1 şi "1"2 a.le corpu
rilorastfel obţinute, precum şi laturd. a perpendiculară, pe baze, să se calcu
,leze în funcţie de -r„ -r 2 şi a, diferenţa, dintre bazele trapezului. 

R. Fie trapezul ABCD, cu m(Â) = tn(.D) = 900 şi AB> CD. Vom calcula diferenţa d = 
= AB - CD, Prin rotirea trapezului ln jurul laturii AB se obţine un cilindru cu raza a şi 

,,generatoarea CD şi un co I cu raza a şi lnălţimea d. (fig. a). 

a 

:Scriind diferenţa "Y1 - "Y1, obţinem : 

Prin rotirea trapezului tn juntl laturii CD ia 
naştere un cilindru cu raza a şi generatoarea AB 
din care se scoate un con cu raza a şi !nălţimea 
d (fig. b). 
Expresiile celor două volume slnt : 

1ta'· d 
"Y1 = 1tu9 ' CD + --

3 

2 1t0.•." 
"V1 - "V1 = 1ta1 (AB - CD) - -rwl·d = --

3 3 

,de uncie: 

8.2811·ro. într-un con oircular drept cu diametrul ba.zei egal cu 
12\/2 cm, şi înălţimea egală. cu 6 cm, se înscrie un cub astfel incit o bază 
·c sa. să. se găsească. în planul bazei conului, iar vtrfurile celeilalte baze să, 
fie situate pe pînza. ce1lică.. 

a) Să. se găsească volum.ul cuhului. 
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b) Rezolvaţi aceea.şi problemă în cazul cînd diametrul bazei conu
lui este 2aV2 şi înălţimea. conului a. 

V 

de aici, rezultă 1 

B; Rezolvăm problema ln cazul general. ctnd raza conului. este. 
R = a'V2 ş} înălţimea conului este /1 = a, după care, făcînd a = 6,. 
obţinem volumul cerut la punctul a). 

Raza bazei conului este R ~ a}'2, înălţimea conului a. Fie l latura. 
cubului. Cum dr. 01NII dr. OM-(dr. VO perpendiculară pe planul bazei 
conului O şi 0 1 centrele bazelor conului), triunghiurile V01N şi VO,'\,J" 
stnt asemenea, de unde: 

V01 0 1N 
--=--· 

VO OM 

Deoarece V01 = a - l şi 0 1N = IJ'2, înlocuind obţinem 1 
2 

,"{I' 
a - l 2 
-a-= aV2 

2a 
l=-· 

3 

Deci, volumul cubului este : 

Pentru a = 6 cm, se obUne : 

8a3 

=-
27 

8 · 216 
"V = -- = 64 (cm3). 

27 

8.29111• Un con circular drept care are raza bazei de 8 m şi înălţi
mea de 16 m se „ taie" cu un plan paralel cu planul bazei, determinînd 
astfel un trunchi de con de înălţime 12 m. 

a) Să. se calculeze volumul trunchiului de con format; 
b) Să se determine la ce distanţă, de planul bazei trebuie să se fa.că 

o secţiune în con, printr~un plan paralel cu baza, astfel ca. ariile laterale
ale celor două corpuri formate să fie egale. 

n. a) Dr.oarN?f! dr.MN~ dr.A B triunghiurile VO.-l şi VO,Nsînt asemenea,de unde, scriind 
proporţtonalitalc:, laturilor, 11e obţine : 

V01 01N --=--vo AO 

sau, jnloc1dr:t 1 

(6 - 1:1 0.11 
---=-

18 8 
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Qcl, ra1.11 hA7.rl superioare a trunchiului de con, este 01N = 2 m. Volu
-.nul trunchiului de con este d11t ,de: 

1th x · 12 
't' = - (Jll + ,.a+ R • r) = -- (81 + 29 + 8 • 2) = 33h(...,_ 

3 3 

b)Presupunem cll am făcut o secţiune paralelă cu baza, la db,tanţa 
-d = 001 de bazll astfel tnl."lt ariile laterale ale celor două corpuri formale 
sini egale. Cercul de secţiune are raza r = 0 1N (folosim figura de la 
punctul a)). Deoarece triunghiurile V01N şi VOA slnt asemenea, putem 

"!lcrie: 

16 -d 

16 

r 

8 

VN 

V.4. 

unde V A = )' A02 + vo• = 8 Vs (m). 

16 - d ,,-;;-
Oe aici, r = -- şi VN = r,5. 

2 

Generatoarea trunchiului de con format este 

(16 - d) d'/5 
AN= VA - VN = 81'5 - --- 1'5 :a -- • 

· ··· '" 2 r" 2 

Ariile laterale ale trunchiului de con şi respectiv conului format slnt 1 

d'f's ( 16 -d) 
o1l11r.ce• = rtG(R + r) = x 2 · 8 + - 2-

~-,- · 16 - d (16 - d)fs 
4'1co11 = xRG = r. · r • VN = r. · -- • -----

2 2 

Puntnd condiţia-ca oSll1tr,con = o1l1con se obţim:: 

(32 - d)d = (16 - d)1 

~e unde se obţine ecuaţia : 

d2 - 32d + 128 = O 

cu soluţiile d1 = 16 + 8V°2 şi d1 = 16 - 8l'2. Convine d = 16 - 8V:f. deoarece d < VO. 

8.30M. Un triunghi dreptunghic ABO (Â are 90°) se „roteşte" în jurul 
perpendicula.rei în B pe dr. BO din planul triunghiului ABO. Dacă AB = 
= 3 cm şi AO = 4 cm, găsiţi· volumul corpului format. 

R. Prin „rotirea" tn jurul perpendicularei tn B la 
naştere un trunchi de con din care se scoate un con. 

Raza bazei mari a trunchiului de con este BC = 
= '/ AC2 + AB9 = 5 (cm), iar !nălţimea trunchiului de con, 
congruentă cu 1nătţlmea:·conului, este congruentă cu înălţi
mea AD a triunghiului ABC (D piciorul perpendicularei din 

AB· AC 12 
d pc dr.BC). Dar .4.D = . · = - (cm). 

BC 5 



Raza bazei mici a 'b'\1nchiului de con, egali cu raza conului eat, MA="I AB1 - -B,\P_ 
9 

Dar BAI = AD, delli .M.A - - cm. Astfel volumul corpului este : 
I 

,r·AD 
"t' eorfl = ,,,.lrcon - -,,·o• == --- - ( BC2 + MA 2 + BC · .M 1) -, :-1 

;r• JHA1 

- ---- •MB= 27,2;r cm3. 
3 

8.31ro. Un trunchi de con circular drept are aria, laterală. 2!.:'(ht cm2-
ş1 generatoarea 10 cm. 

a.) Ştiind că raportul razelor bazelor trunchiului este de ~: 7, să 
se afle a.ria totală. şi volumul Lrunchiului de con. 

b) În corpul de la punctul a) se face un orificiu în formă de trunchi 
de piramidă patrulateră. regulată cu latura bazei mici 4 cm şi cea a bazei 
mari 6 cm. Da.că piesa obţinută. se cromează. cu un strat de grosime O,Z
mm, aflaţi ce volum de (•.rom se foloseşte. (Înălţimea trunchiuhli de pira
midă este congruentă şi paralelă cu înălţimea. trunchiului do con). 

R 7 
R. a) Fie R şi r razele bazelor trunchiului de con. Din ipoteză, - = - • Cum aria, 

r 4 

lateralii a trunchiului este Jl1 = Tru(P + r), rezult.l : 

nG(R + r) = 22Cm 
sau: 

de unde, cun1 G = 10 cm, rezultă R = 14 cm. Raza bazei mici a trunchhtlui este r = 
4 

- R = 8 cm. !nălţimea h a trunchiului de con se află din relaţia : 
7 

h = V G2 - (R - r)1 = V 100 - 36 = 8 (cm). 

Atunci, aria totulă a trunchiului este : 

.1'1 = nff + 1it1 + #1 = 1961i + 6-tw + 220n = 4807t (em') 1 
iar volumul este : 

,rh &,; 
't° = 3 (R2 + r2 + R· r) = 3 (191+ 64 + 14· 8) = 99h (em'). 

b) Vom afla aria laterală a trunchiului de piramidă. Nottnd eu 11 fi 11 latudk llazelOP 
tmnchiuJui de piramidă, apotema piramidei Iii, este dati de : 

Deel Oi, = ~ 1111'1, Şi ile &iei : 

"'•, = 4. (I,+ 1V . •:11 - = 4 ~I + ~)'li m ~.,.. (uni). 
~ 2 . 
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.Atunci, aria cromata este: 

! ' y-41cr = KR' + Teri+ 4'ur.co• - /1 - la+ #I~= 4(120 fC - 13 + 5 65) (cm8). 

"Volumul do crom va fi 1 

"V = .slcr • 0,02 cm = 0,08 (120n: - 13 + 5}'65) cm1• 

8.32lll,PO. lntr-o sferă cu raza. R = 5 m, se înscrie un con cu îniI
ţimea. k = 8 m. Să se a.fle : 

a) a.ria şi volumul sferei; b) aria şi volumul conului; c) ariile ca.Iote
lor forma.te. 

R. a) Aria sferei este : 

.rl61 = 4n:R! = 100n: m1 ; 

Volumul sferei este 1 

4 500 n: 
'f=-11:IfS = --m•. 

3 3 

b) Fie O centrul sferei, V01 tnii.ţimea conului lnscris ln sferă, 
-01 fiind centrul cercului de bazii. al conului. 

Vom ana raza r a bazei conului, considerlnd triunghiul 001N ln care ON = R = 5 Dl 
:şl 0 10 = h - R = 8 m - 5 m = 3 m. 
Avem: 

r = 0 1N = V R8 - oo? = Y 25 - 9 = 4 (m). 

Atunci, generatoarea conului, VN, este : 

VN=Yh8 + r'= 4l'5m • 

.Aria totalii. a conului este : 

.st, = 11:rl + 11:rG = 16n: (Vs"+ 1) m•. 
Volumul conului este 1 

11:rl • h 1281r: 
'f= --= --m•. 

3 3 

c) lnllţimile celor 2 calote slnt : 

h1 = hca• = 8 m, h1 = 2R - h.,.. = 10 - 8 = 2 (m). 

Atunci ariile celor 2 calote slnt : 

III,= 2;;;Rh1 = ~· 5 · 8 = 8011: (m1~ 

"43 = 2r.R Ila= 211: · 5 • 2 = 20n: (ml). 

8.33111,PO. Un con circula.r drept, în ca.re genera.ton.rele fa.o unghiuri 
de 30° cu înălţimea., ,,taie" dintr-o sferă, cu centrul în vîrful c-0nului o calotă. 
Ba.za sferei fiind R, să se a.fle aria ca.Iotei. 

R. Aria calotei este d,,tă de : 

,tl = 2TCRh, 



.,,,..... 
unde h == 7'R. Cum m(SOT) = 30", ln triunghiul OST avem 111 

l'3 
OT = OS·eos 30" = R• -· 

2 
Deci 1 

TR = OR - OT = R- OT = 
R}i3 2 -}'3 

=R- --=---R. 
2 2 

Atunci, aria calotei este : 

. ..,.. ,:....____._.,u.......~N 2 - r:r ,rm n JJt = 21tR· h = 21tR8 • 2 = <2 - ,3)7tR'. 

8.34M!ro, O piramidă cu baza pătrat de la.tură a are toate feţei~ 
laterale triunghiuri echilaterale. Calculaţi raza. semisferei cu centrul în, 
centrul bazei piramidei şi tangentă, la feţele la.terale ale piramidei. 

R, Fie V ABCD piramida considerată fi O centrul semisferei care coincide cu piciorul. 
perpendicularei din V pe ABCD. Fie OE raza ·1n punctul de tangenţă al semisferei cu faţa. 
VBC Atunci dr. OE.Ldr. VF (unde dr. VF .L dr. BC). 

Raza OE este lnălţime ln triunghlul dreptunghlc VOF. Atunci : 

VO·OF 
OE=---

VF 

Dar VFcstelnălţimeln triunghiul echilateral VBC,decil'F = aY:f ' Iar dr. OF l.dr. BC c• 
2 

a 
reciproca teoremei celor trei perpendiculare), şi deci OF= -- . Atunci: 

2 

Y3a1 a2 af2 
VO = f'VF2 -OI.I= 4 - 4 = - 2-• 

Raza sferei este 
a'f,[ a 
---·-

R = OE = 2 2 - a}'S 
-aff -- 6' 

2 

8.35M,ro, În cubul ABODA' TJ'C'D', 
M este mijlocul muchiei AB, iar N mijlo
cul lui AD. Să, se demonstreze că. pia.nul de
terminat de punctele M, N, A' este ta.n-

·. .. ---.....-,:::,i·,c. 

Â gent la. sfera înscrisă. în cub. ~=----,---t-"'r 

R. Fie O centrul sferei tnscrise ln cub. Evident O 
se află la mijlocul distanţei 0 10'1 dintre cmtrele feţelor 

I 
A BCD şi A' B'C' D'. Raza 001 a sferei este - , unde 

2 

cu / am notat lungimea laturii cubului. 

Fie dr.A'Q .Ldr.MNln triunghiul A'MN (care este 
evident triunghiisoscel,AM=AN) şi fiedr.OT .L(A' MN). A ia,:;c-------
Atunci T se află pe~- A'Q. Arătăm că OT este egală 
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l 
~u raza sferei, adlcA OT = -, de unde va rezulta că planul (AMN) e tangent sferei, 

2 ' 
,,,,,,,...._ 

.Arătăm că triunghiul OQA' este dreptunghic (m(A'OQ) = 00°), de unde rezultă r 

OQ·OA' 
OT=---,. 

A'Q 

1n triunghiul AQA' (m(Â) = 90°), .A'Q = V .4.Q2 + A' .A 2 = V ( 1?") 1+ [1 = 31?" ( deoarece 

<Q se află pe MN şi deci este la mijlocul Iul .A01 = 1!2), 

4n triunghiul dreptunghic 001Q (m(01) = 90°), avem; 

V( l )s ( 1v2)1 1}'6 oa=Voo?+ QO~= 2 + 4 = - 4-• 

'Îar ln triunghiul dreptunghic OO~A'(m(0;)=90°) : 

:Să observăm că : 

( 1ff)1 
( 1f:f)1 

9 ( 31Y2)1 
O(JI + 0.A'I = -,- + -2- = 8 [I= ~ = A'Q• 

,,,,,,,...._ 
:şi confOJ!m reciprocei teoremei lui PITAGORA, triunghiul OQA' este dreptunghic, cu m(A'OQ)=90" • 
.Atunci, cum dr, OT J. dr. A'Q, avem: 

OQ•OA' 
(tT=---= 

A'Q 

IDed OT = R, R fiind raza sferei lnserlse, 

1Vo 11'3 --·--
4 2 

3,Y2 

4 

=-· 
2 

8.36M. Dacă două. cercuri necoplana.re au două puncte comune, 
~tunci ele sînt situate pe aceeaşi sferă,, 

R, Se poate &răta c11. cercurile slnt situate pe o aceeaşi sferi chiar dacă ele stnt tangente, 
Fie '1'(01 , r1) şi '€'1(01, r1) cele două cercuri necoplanare care se intersectează după seg

mentul MN (M = N dacă cercurile slnt tangente). 
Fie n1 şi n1 planele ce conţin cercurile '1'1 şi '1'1• Ele se intersectează dup11. dreapta MN, 

.Arătăm că cele două cl'rcuri aparţin la o sferă. 
Fie Q mijlocul lui (MN). Atunci dr. 0 1Ql.dr. MN şi dr. 01QJ.dr. MN. O sferii. ce conţine 

a,e suprafaţa el circumfl'rinţa cercului '1'1 are centrul pe perpendiculara d1 ridicatii. din 0 1 pe 
f)lanul n1 La fel, o sferă ce trece prin cercul '1'1 are centrul pe perpendiculara d1 ridicată ln 0 1 
.pe planul n1 Cum d1 şi d1 se află ln planul mediator al segmentului MN, ele slnt coplanare 
.şi se intersectează lntr-un punct O. Evident (OM)a(ON). (O se afli tn planul mediator al 
lui MN). Atunci ~frra ,Je centru O şi rază OM. conţine cercurile '°i şi '1'1, 
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8.37M, l,iramida. VABOD a.re baza ABOD dreptunghi. Din O conside
răm dr. OP .l dr. V A (Pe dr. A V), iar din D considerăm dr. DQ .l dr. V B· 
(Q e dr. BV). Demonstra.ţi că PQBA este un patrulater inscriptibil. 

R, Arătăm că punctele A, B, P, Q slnt egal depărtate de O, piciorul perpendicularei< 
•n V pe (ABCD}, deci ele se vor ana pe sfera de centru O şi se află pc un cerc, adică. 
patrulaterul ABQ Peste inscriptibil. 

ln trlungblul dreptungblc APC (P are 900), O este mijlocul ipotenuzd AC, şi deci 
(PO) e mediană. Cum mediana din vlrful opus ipotenuzei într-un triunghi dreptunghic are 
lungimea egală cu jumătate din lungimea ipotenuzei, avem (PO) a (AO). Analog ln triunghiuf. 
BQD, (OQ) = (OB). Dar (AO)a(OB) (O fiind punctul de intersecţie al diagonalelor dreptun
ghiului A BCD). Dcei : 

(AO) a (OB) a (OQ) a (OP) 

de unde rezultă afirmaţia făcută la lnceputul demonstraţiei. 

8.38ro. O piesă de forma celei din figura. a.lăturată, se nicheleazlt. 
cu un strat gros de 0,2 mm de nichel. Ştim cli. înălţimea. fiecărei părţi 
ca.re compune piesa. ei,te a.ceea.şi şi este egală ou 8 cm. Raza, cilindrnlui este 
egală. cu raza ba.zei mici a, trunchiului de con. Raportul bazelor trunchiului 

de con este _ţ iar diferenţa lor este 4 cm. .Afla.ţi, cu a.proxima.ţie, cîţi 
5 

cm 3 de nichel se folosesc. 

n. Afiăm razele trunchiului de con : 

de aici rezultă : R = 10 cm şi r = 6 cm. 
Aflăm raza sferei din care face parte zona : 

K. = 41 + 61 sau R. = 2)'îs cm. 

Afiăm generatoarea trunchiului de con : 

G1 = 41 + 81 = 4VS(cm). 

Aflăm aria totală a piesei. Avem 1 

.1111 = 1t· [61 + 2· 6· s+ 2· 2Y13· s+ 4'Vs· (10+ 6)+ 1011 = 1540,86 (cml)· 

Afiăm volumul nichelului neceNl,l". Obţinem relaţia : 

-, = 1540,86 · 0,02 = 30,8172 (cm1). 

Deci, aproximativ, se folosesc 3J cm3 de nichel. 

8.391'°. Sectoarele de cerc din figura ală.tura.tă. au razele de a cm 

respectiv...!.. cm şi ,,enghiurile la centru" de 90° respectiv 270°. 
3 
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a.) Confecţionaţi din ele două suprafeţe conice. 
b) Verificaţi dacă cercurile de la ba.zele celor două. suprafeţe conice 

sînt ega,le, 

c) Aflaţi volumul corpului format de cele două suprafeţe conice 
avînd lipite cercurile lor de la. bază. ' 

R, b) Aflăm razele cercurilor de la bază : Avem 1 

ax a 
- = 2r1TC, de unde r1 = ,' 

2 · 4 

a 
-· 270TC a 

3 -iso- = 2rz..:, de unde ,. = 4; 

a 
razele ambelor cercuri fiind-, cercurile stnt deci de lun;;imi egale. 

4 
c) Volumul corpului format este : 

"V = TC - - + - = -- (3y'is + V 7) TC (cm8), a9 (V 15a1 y7a1 ) a• _ 
48 16 144 576 

8.40M. Secţiunea. axială. a unui con circular d!ept este un triunghi 
isoscel al cărui perimetru este de 18 cm, iar lungimea. segmentului care 
„uneşte" mijloacele laturilor congruente ale triunghiului este de 4 cm. ln 
con se face o secţiune printr-un plan para.lei cu baza, situat faţă de vîrf, 
la 2/3 din înălţimea conului. Se cere : 

a) să se calculeze aria totală. şi aria. laterală a conului iniţia.I. 
b) să, se arate că, volumul conului iniţial este de l61t cm2• 

o) să. se calculeze aria laterală şi volumul trunchiului de con obţinut. 

V 
R, Fie (AB) linie mijlocie Io triunghiul VMN. Cum 

AB=4 cm, rezultă MN=8 cm şi raza bazei conului este R = 
- DM = 4 cm. Deoarece perimetrul triunghiului VMN este 
IJI = VM+ VN + MN= 18 cm, ((VM)= (VN)): 

18-8 
VM=--=5(cm), 

2 

lnii.lţimca VO a conului este.: 

vo = f vw - OM1 = 3 (cm), 
M....,,--___ "'-___ .,;:.N Aria laterali a conului este: 

411 = TCRG = TC' OM· VM= 20TC (cml), 

Aria totali are expnsia : 

411 = 'ltR• + 41, = 16TC + 20~ = 36 TC (cml). 

la) Volumul conului este dat de: 

,cJll • h ,c • 11 • 3 
'f = -- = --- • Hhr (cm1). 

3 3 



cj luăltimea trunchiului de con est,· : 
2 

00' = VO - VO' = VO -- VO = 1 (cm), 
3 

Determinăm raza bazei mici a trunchiului de con şi generatoarea, folosind asemlnarea 
triunghiurilor VO' P şi VON. Awm: 

HY O'P VP 
--=--=-
vo ON VN 

8 10 5 
de unde, rezultă : r= O'P =-cm; G= VN- VP=5--=-(cm), 

3 3 3 

Ocel: 

,şi: 

'f' = - (R2 + r 2 + R · r) = -- 16 + - + - = - n:{cm1), 
n:h n: · 00' ( 64 32 ) 304 
3 3 9 3 27 

100,: 
st1 = r.(R + r)G = - (cml). 

9 

8.4tK,ro_ Un trunchi de con are generatoarea de 26 cm, raza bazei 
mari de 15 cm şi înălţimea de 24 cm. 

a) Să se determine volumul şi aria-totală a. trunchiului <le con. 
b) Să se calculeze volumul conului, din care provine trunchiul de con. 
c) Să se calculeze raza sferei circumscrise conului din care provine 

trunchiul de con. 
V 

de unde: 

rlnd 
R. a) lnllţimea trunchiului de con este oo' =24 cm şi conslde

dr. CC' lldr. oo', din triunghiul dreptunghic CC' B, avem : 

C'B = 1/CB8 - CC'1 = 10 cm 
Raza bazei mici a ti·unchiului de con este : 

r = o' C = OC' = OB - C' B = 15 - 10 = 5 (cm). 
Volumul trunchiului şi aria sa slnt: 
r.h n:·24 

-V = 3 {R2 + ,.a+ R · r) = - 3 - (151+ sa+ 15. 5)=2!!00n: {cm'). 

d = n:(R + r)G = 520n: (cm2). 

b) Fie V AB conul din care. provine trunchiul. Deoarece triun
&hiurile VOB şi CC' B slnt asemnea, avem : 

VO OB 
--=--
CC' C'B 

24· 15 
VO= =36(cm), 

10 
.şi volumul conului VAB este, 

n:R'· h n:· 152 ·36 
"V= == · = 2700n:(cm3). 

3 3 
c) Să „prelungim" pe VO plnă intersectează sfera ln punctul V1 şi fie 0 1 centrul sferei. 

'Triunghiul V BV1 este dreptunghic ln B fiind lnscris lntr-un semicerc ( VV1 diametru al sferei). 
Oin teorema catetei aplicată ln triungiul V B V1 , avem : 

VB8 = VO• VV1 

,sau : G3 = 2Rst • ~. 
GS 

Ocel : R.t = ---
2hea• 

169 
adicii, lnlocnlnd, R8t = -- cm. 

18 
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NOTA: 

Lucrarea (cele două părţi) a fost concepută de un colectiv for
mat din Constantin Cărbunaru, Ion Cheşcă, Alexandrina Dumi
tru, Adrian Ghioca, Laurenţiu Girbă, Valeriu Mangu, Adrian 
Negru, Julia Sebestyen, acad. Nicolae Teodorescu şi Mircea 
Trifu. Partea I a fost elaborată efectiv de : Constantin Cărbu
naru, Ion Cheşcă, Alexandrina Dumitru, Valeriu Mangu, Adrian 
Negru, Julia Sebestyen şi acad. Nicolae Teodorescu, iar partea 
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276 
282 
291 
303 
321 
342 
362 
371 

38..'i 

l 
! 






	Coperta
	Cuprins
	Clasa a VI-a
	Algebră
	Geometrie

	Clasa a VII-a
	Algebră
	Geometrie

	Clasa a VIII-a
	Algebră
	Geometrie




